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traltando l'ombre come cosa salda 
Dante, Purg. 21.136. 

Kurt Hensel introdujo los números p-ádicos como series de potencias con 
respecto al primo p, usando la analogía entre el anillo de enteros Z y su 
campo de cocientes Q y el anillo de polinomios C[x] y su campo de cocientes 
C(x), y donde los primos p E Z corresponden a los polinomios irreducibles 
(x - a) E C[x]; Hensel nota que dado cualquier polinomio f(x) E C[x] y 
cualquier a E C fijo, es posible escribir (con a; E C) 

(1) 
11 

f (x) = ¿ a;(x - af
i=O 

por ejemplo usando la expansión de Taylor de f(x). Lo mismo se puede hacer 
con enteros (digamos, positivos): dado m "2:'. 1 y un primo p fijo, se tiene que 

11 

(2) m= ¿a¡/, 
i=O 

con a¡ E Z y O � a¡ � p - 1. 
El paso siguiente es observar que en el campo C(x) cualquier función 

racional f(x) tiene una expansión como (1), sólo que ahora usualmente es 
una serie 

00 

(3) f(x) = ¿ a¡(x - ai
i?_no 

con a¡ E C y no E Z, a saber, la expansión de Laurent de f(x). La idea 
de Hensel es extender lo anterior, formalmente, a la expansión de un racional 
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a E Q en una serie de la forma 
00 

(4) a= ¿a¡/ 
i?.no 

con a¡ E Z, no E Z. Por supuesto que estas series de potencias no convergen 
con respecto al valor absoluto usual y así no representan números en el sentido 
usual del término, de tal forma que esta idea de Hensel y sus consecuencias 
aritméticas encontraron varios reparos al principio. En 191 2 Josef Kürschák 
escribe un artículo donde aclara y fundamenta las ideas de Hensel introduciendo 
la noción de valuación en un campo (más precisamente, la noción de valor 
absoluto generalizado). Este artículo aparece en la revista de Crelle en 1 91 3  y 
en él encontramos los axiomas ya familiares de un valor absoluto generalizado, 
i.e., una función I IK : K -+ 1R tal que iaiK :2'. O para todo a E K, iaiK = O
si y sólo si a = O, lablK = iaJKlblK y la desigualdad del triángulo en la 
forma 11 + aiK � 1 + ialK· Los axiomas de Kürschák son generalizaciones
de las propiedades que Hensel había dado a los p-ádicos ( con alguna pequeña 
corrección al reemplazar p con p- 1) en la definición del valor absoluto p-ádico.
De esta forma, con el valor absoluto I IP en Q, las series (4) convergen en la 
completación Qp de Q con respecto a la nueva métrica. Kürschák escribe que
este artículo fue inspirado por el libro de Hensel sobre números algebraicos y 
su motivación es dar un fundamento sólido a los números p-ádicos de Hensel 
en forma análoga a como ya se había fundamentado el análisis sobre lR o C. 
En lo que respecta a la extensión de una valuación a un campo más grande, 
varias demostraciones en el artículo de Kürschák se complicaban porque no 
tenía a la mano la clasificación de campos completos que obtendría Alexander 
Ostrowski en 1913, donde muestra que, en el caso arquimediano, los únicos 
campos completos son lR y C, y en estos casos la extensión de la valuación 
es fácil. En el caso no arquimediano, Kürschák observa que el método usado 
por Hensel en su libro se puede generalizar a lo que hoy llamamos el lema de 
Hensel, y usando este lema extiende la valuación de Ka L ;;;;i K. 

En 1918 Ostrowski determinó todas las valuaciones de los racionales, que 
son las que uno ya conocía, redondeando el trabajo de Hensel y Kürschák. 

En 1920 H. Hasse, motivado por el libro de K. Hensel, se muda a Marburgo 
para estudiar con Hensel la nueva teoría de números p-ádicos que éste había 
desarrollado. En su tesis doctoral del año siguiente Hasse introduce el principio 
de local a global, demostrando su validez para el caso de formas cuadráticas, un 
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resultado que luego extendería a cualquier campo de números en una serie de 
artículos publicados en 1923 y 1924. El principio de local a global o principio de 
Hasse dice: si Fes una afirmación acerca de objetos aritméticos o geométricos 
definidos sobre un campo de números K y F es verdadera cuando se interpreta 
en cada localización K11 de K (para todo primo p de K incluyendo al primo
infinito oo), entonces Fes verdadera sobre K. En los casos cuando el principio 
de Hasse es verdadero, se tiene una simplificación del resultado buscado. El 
principio de Hasse no es válido en general; sin embargo, aun en los casos en 
que falla, sirve de guía de cómo proceder para analizar el problema en cuestión; 
un ejemplo de esto es el grupo de Shafarevich-Tate de puntos racionales de 
una curva elíptica que detecta la obstrucción al principio de Hasse en el caso 
de curvas elípticas. Después de estos artículos de Hasse, la teoría de números 
p-ádicos de Hensel se estableció firmemente como una herramienta poderosa
en la Leoría de números; hoy los campos locales y sus generalizaciones tienen
un papel prominente en la teoría de números. Es de notarse que muchos de
los resultados aritméticos de Hasse fueron inspirados por su estudio de la
ley de reciprocidad cuadrática de Hilbert para campos de números y por la
búsqueda de una interpretación del símbolo de Hilbert en términos del principio
de local a global: siguiendo una idea de Hensel, Hasse interpreta el símbolo
cuadrático de Hilbert (ª

p
b) de un campo de números K en términos de las

completaciones K11 de K y sus extensiones cuadráticas. Es necesario enfatizar
que los artículos de Hasse son de una naturaleza totalmente diferente a la de 
los artículos fundacionales de Kürschák y Ostrowski: estos últimos estaban 
tratando de dar una fundamentación a la teoría de valuaciones; por su parte, 
Hasse toma esta fundamentación como dada y usa sus propiedades para obtener 
resultados aritméticos en la dirección mostrada por Hilbert hacia una teoría de 
las extensiones abelianas de campos de números. La teoría de campos de clases 
tiene sus orígenes en los trabajos de Gauss, Kummer, Kronecker y Weber (que 
acuñó el término campo de clases), y fue Hilbert en 1898 quien sugiere que la 
teoría de campos de clases es la teoría de las extensiones abelianas de campos 
de números. Hilbert mismo estudia el caso de las extensiones abelianas no 
ramificadas, sugiriendo en sus observaciones iniciales la posible generalización 
al caso ramificado. T. Takagi creó una sensación cuando en 1920-1922 completa 
el programa de Hilbert en toda su generalidad y lo aplica a leyes de reciprocidad 
en campos de números en su segundo gran artículo de 1922.  Cuando estos 
resultados se conocieron en Europa, Emil Artin y Helmut Hasse, entre otros, 

ix 



Prólogo 

estaban preparados para asimilarlos rápidamente, y casi de inmediato Artin 
publica un par de artículos, uno sobre funciones zeta de campos y otro sobre 
las nuevas funciones L que ahora llevan su nombre, conjeturando en forma 
confiada lo que ahora se conoce como la ley de reciprocidad de Artin, cuya 
demostración él mismo publicaría en 1925 después de conocer el artículo de 
Chebotarev, [5], sobre la densidad de primos, traducido al alemán en en 1925. 
La ley de reciprocidad de Artin corona la teoría de campos de clases de Takagi 
obteniendo el isomorfismo abstracto de Takagi como un isomorfismo natural 
e incluye todas las leyes de reciprocidad superior conocidas hasta entonces. 
Poco después, Furtwangler demuestra el teorema de capitulación (todo ideal se 
vuelve principal en su campo de clases de Hilbert) que había sido conjeturado 
por Hilbert. Al mismo tiempo Helmut Hasse, inspirado por los trabajos de 
Takagi, nota la relevancia de estos resultados en su proyecto, en colaboración 
con Hensel, de estudiar las normas locales para extensiones abelianas que ya 
habían iniciado en un artículo conjunto donde describen el grupo de normas
locales para extensiones cíclicas de grado primo .e, bajo la hipótesis de que las
raíces P-ésimas de la unidad estén en el campo base. La idea de Hasse era 
aplicar la teoría de Takagi al caso general quitando la hipótesis sobre las raíces 
de la unidad. Para aprender la nueva teoría de Takagi, Hasse ofreció un curso 
sobre la teoría de campos de clases de Takagi en 1923 y un curso sobre leyes 
de reciprocidad superiores en 1923-1924; las notas de estos cursos forman la 
base del reporte sobre la teoría de campos de clases, el Klassenkorperbericht de 
Hasse, que apareció en tres partes en 1926, 1927 y 1930. Este reporte, sugerido 
a Hasse por Hilbert como un seguimiento a su Zahlbericht de 1897, fue también 
comisionado y publicado por la Sociedad Matemática Alemana (DMV) y Hasse 
presentó un extracto de este reporte en una conferencia en Danzig en 1925. El 
impacto del reporte de Hasse fue grande; Hasse no sólo presenta los resultados 
de Takagi, sino que da una visión panorámica y sistemática de toda la teoría de 
campos de clases conocida en esa época, incluyendo no sólo simplificaciones 
en las demostraciones y resultados de otros matemáticos, tales como la ley de 
reciprocidad de Artin y el teorema de ideales principales de Furtwangler, sino 
también nuevos resultados debidos a Hasse mismo. Como consecuencia de 
este reporte la teoría de campos de clases se volvió fácilmente accesible, como 
Hilbert había deseado, de tal forma que sólo asumía como conocido lo que ya 
estaba incluido en el reporte de Hilbert sobre la teoría de números algebraicos; 
de hecho, como Hasse escribe en el prefacio a su reporte, explícitamente sólo 
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asume los capítulos 1 a 7 del reporte de Hilbert. Tal vez sea este un buen lugar 
para enfatizar que el Zahlbericht de Hilbert contiene, además de los resultados 
fundamentales de la teoría de números algebraicos que Hilbe1t presenta en el 
contexto diseñado por él, y a veces debidos a sus antecesores, principalmente 
Kummer, varios teoremas directamente relevantes en el contexto de la teoría 
de campos de clases, en especial el teorema 90 (del cual, el caso particular de 
extensiones de Q({p) había sido descubierto por Kummer), que parece ser el
resultado más famoso del Zahlbericht y ha sido generalizado en varios contextos 
en su variante descubierta por E. Noether: H 1 (Gal(L/ K), K*) = O. Otro
teorema sería el que lleva el número 92 y que hoy forma parte del teorema 
sobre el índice del grupo de normas de las unidades de un campo en el grupo 
de unidades del campo base (véase ( l .69) en nuestro libro).También se puede 
pensar que el teorema 89, el cual afirma que el grupo de clases de ideales de 
un campo de números está generado por las clases de ideales prunos de grado 
1 (también debido a Kummer en el caso de campos ciclotómicos), es un caso 
especial de los teoremas de densidad en teoría de campos de clases del tipo de 
Chebotarev. 

En 1930 Hasse descubre y analiza en (14] 1 los principales resultados en la
teoría de campos de clases local, para aquellos campos locales que aparecen 
como completaciones K p de campos de números, y en este artículo la teoría 
local la deriva de la teoría global, pero se da cuenta claramente de que el camino 
natural a la teoría de campos de clases debiera ser en la otra dirección: primero 
obtener la teoría local y luego, con algún principio de local a global, obtener 
la teoría global. Este programa fue completado por Hasse mismo y Chevalley 
en los años treinta, pero aqlÚ quisiéramos observar que, con respecto a este 
programa, apareció la pregunta natural sobre la existencia de otros campos 
completos, además de los campos obtenidos al completar campos de números, 
para los cuales los resultados de la teoría de campos de clases local fueran 
ciertos. Ésta fue la motivación para el estudio de la estructura general de los 
campos valuados completos. Una primera pregunta que había que responder era 
si un campo podría ser completo con respecto a dos valuaciones no equivalentes. 
Esto fue resuelto por F. K. Schmidt en (31], donde prueba que esto no sucede 
en general a menos que el campo sea algebraicamente cerrado; en particular 
esto no ocurre si la valuación es discreta, que es el caso de interés en teoría 
de números. La estructura de los campos completos fue obtenida por Hasse y 

1Las referencias incluídas en este prólogo aparecen al final de éste.
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Schmidt en un artículo conjunto, donde prueban los resultados (1.16), (1.66) y 
(1.67) de nuestro libro, separando el caso de característica diferente y el caso 
de característica igual, donde el problema es esencialmente más complicado. 

F. K. Schmidt, desde su tesis, había establecido los hechos básicos de la 
aritmética de campos de funciones con campo base finito y luego obtuvo otros 
resultados con el objetivo de trasladar la teoría de Takagi al caso de campos de 
funciones, obteniendo generalizaciones de resultados de Artin sobre funciones 
zeta en el caso de campos de funciones y de paso dando los antecedentes para 
la demostración, por Hasse en el caso de género 1 y por A. Weil en el caso 
general, de la hipótesis de Riemann en característica p. En su Habilitation, 
Schmidt obtiene la teoria de campos de clases para campos de funciones con 
campo de constantes finito, para extensiones (abelianas) de grado coprimo con la 
característica del campo residual p, en especial el isomorfismo de reciprocidad, 
el teorema de existencia y la ecuación funcional de la función L correspondiente. 
Poco después, Hasse publica un artículo donde, entre otras cosas, demuestra 
la ley de reciprocidad de Artin para el caso de extensiones cíclicas, usando 
la teoría de álgebras por primera vez, siguiendo ideas de E. Noether. Hasse 
observa que la ley de reciprocidad general se sigue del caso cíclico y dice 
que esto es inmediato y bien conocido. Aquí conviene aclarar que Hasse ya 
conocía los resultados de Herbrand sobre el conductor de una extensión abeliana 
y para esto refiere a la tesis de Chevalley, donde la transición del caso cíclico 
al caso abeliano general está desarrollado. De hecho, Chevalley, en su tesis, 
había desarrollado directamente la teoría de campos de clases local, sin usar 
argumentos globales. 

Por otra parte, Witt, impresionado por las conferencias de Artin sobre teoría 
de campos de clases, se había propuesto también transferir la teoría de campos 
de clases al caso de campos de funciones, y en nuestro contexto las ideas desa­
rrolladas son las siguientes: en el caso de campos de funciones, Hasse había 
dado una demostración de la ley de reciprocidad de Artin donde distinguía dos 
casos, a saber: cuando el grado n de la extensión L / K no es divisible por la 
característica p del campo residual y cuando n = p. En el primer caso Hasse 
observa que los argumentos son como para campos de números, pero en el 
caso n = p tenía que usar teoría de Artin-Schreier, y sus cálculos en el caso 
de campos de funciones racionales lo llevaron a derivadas logaritmicas, para 
obtener una fórmula explícita de la ley de reciprocidad, análoga a las fórmulas 
de Kummer en el caso de campos de números. Hasse planteó a su estudiante 
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H. L. Schmid el problema de generalizar lo anterior al caso de campos de
funciones no necesaríamente racionales. Schmid obtuvo la fórmula explícita
correspondiente, de donde se deduce inmediatamente el teorema de existencia.
El problema de generalizar In fórmula de Schmid al caso de extensiones de
grado pm , con p la característica del campo residual, fue resuelto por Witt en
un artículo donde introduce lo que ahora llamamos vectores de Witt.

La tendencia a algebrizar In teoría de campos de clases continuó y, de 
hecho, Chevallcy ya había introducido métodos homológicos en la fonna de 
productos cruzados, para después culminar con los métodos cohomológicos de 
Nakayama, Hochschild y Tate en los años cincuenta. En esos años no había 
una buena descripción del morfismo de reciprocidad local de Artin ni una forma 
explícita de construir la máxima extensión nbelinna de un campo local excepto, 
por supuesto, para Qp. En 1950 B. Dwork obtuvo una descripción explícita
del morfismo de reciprocidad l ocal y en 1965 Lubin y Tate introdujeron grupos 
formales en la teoría de campos de clases local y dieron construcciones explícitas 
de la máxima extensión abcliana de un campo local arbitrario y del morfismo 
de reciprocidad local, suponiendo conocida su existencia. 

La teoría de Lubin-Tate puede pensarse como una analogía con la teoría 
de multiplicación compl�ja para curvas elípticas. Recordemos que, en este 
contexto, si K es un campo de números cuadrático imaginario, entonces existe 
una única (salvo isogcnia) curva elíptica E sobre K tal que su anillo de 
endomorfismos es el anillo de enteros O K de K. Para cualquier entero n � 1 los 
puntos de n-torsión E[n] de E forman un OK-módulo cíclico y se prueba que 
adjuntando las coordenadas de estos puntos se obtiene una extensión abeliana. 
La analogía para campos locales comienza reemplazando el grupo algebraico 
E por un análogo local, a saber un grupo formal ; para esto debe buscarse un 
grupo formal cuyo anillo de endomorfismos sea tal que sus puntos de torsión 
formen un módulo cíclico. Aquí el candidato obvio es el anillo de valuación 
Ov del campo local (K, v). Es natural pedir que el grupo formal admita a 7T (un 
elemento primo de K) como endomorfismo; consideraciones sobre alturas y el 
deseo de que los puntos de torsión fonnen un módulo cíclico sugieren que el 
endomorfismo asociado a 7T esté dado por una serie de potencias que satisfaga 
la congruencia f (x) = xq mód p K, (q = 1 KI la cardinalidad del campo residual
de K). Más aún, como se quiere que el grupo formal F dependa de 7T (porque 
la extensión que se quiere construir debe depender de 7r), es natural pedir que 
f (x) = 7TX + · · · . Esto lleva a la construcción del conjunto F-rr y a la teoría que 
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naturalmente se sigue hasta culminar con la construcción explícita del modismo 
de reciprocidad para extensiones de Lubin-Tate. 

Existen varios enfoques para obtener las leyes de reciprocidad para las 
extensiones abelianas de campos locales, y acá hemos elegido el enfoque directo 
y elemental de Neukirch [28] desarrollando ah initio toda la herramienta que 
se necesita. Al enfocarnos sobre campos locales hemos disminuido el material 
de álgebra conmutativa necesario. 

El capítulo 1 contiene los elementos básicos de la aritmética de campos 
valuados discretos completos. En el capítulo 2, siguiendo a Neukircb [28 ] se 
construye el modismo de reciprocidad de Artin para campos locales, se obtienen 
sus propiedades más importantes, en particular el teorema de existencia, el 
teorema de Kronecker-Weber local y se construye la teoría de símbolos locales. 
Al obtener el símbolo de reciprocidad local para el caso de característica igual 
(el teorema de Schmid) hemos corregido un error en [34] basándonos en la 
demostración original de Scbmid [30). En el capítulo 3, siguiendo a Lubin­
Tate [27] se introduce la teoría de grupos formales y se calcula el símbolo de 
Artin para las extensiones de Lubin-Tate construidas usando grupos formales, 
obteniéndose en particular una generalización del teorema de Kronecker-Weber. 
En el capítulo 4 se obtienen los resultados clásicos de Hasse-Arf y Herbrand 
sobre grupos de ramificación superiores, con la novedad de que se usan los 
resultados sobre extensiones de Lubin-Tate del capítulo previo. 

Los capítulos 1 y 2 tienen unos anexos que se pueden leer independiente­
mente del contenido del capítulo correspondiente, pero que contienen algunos 
resultados que se usan en el texto principal y a los cuales se hace referencia 
cuando corresponde. 
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Capítulo 1 

Campos locales 

En la aritmética de campos, los campos finitos, los campos de números 
( extensiones finitas de Q) y los campos de funciones aparecen tempranamente. 
Un lugar intermedio ocupan Jos campos locales, que son estructuralmente más 
complejos que los campos finitos y se obtienen completando campos de números 
o campos de funciones con campo de constantes finito.

En este capítulo introducimos los conceptos y resultados básicos sobre
campos con una valuación no arquimediana, enfocándonos después al caso 
de campos con una valuación discreta y finalmente al caso de campos locales 
(campos con una valuación discreta completos y con campo residual finito), 
clasificándolos y obteniendo algunas de sus propiedades básicas. Otras pro­
piedades importantes de esta clase de campos se demostrarán en los capítulos 
siguientes. 

1 .1 Valuaciones no arquimedianas 
Si K es un campo, una valuación no arquimediana en K es una función 

v : K -t R. U { +oo} 

(donde el símbolo +oo satisface las convenciones usuales) tal que: 

(i) La restricción v : K* -t R. es un homomorfismo del grupo multiplicativo de
K en el grupo aditivo de R Se define convencionalmente v(O) : =  +oo.

(ii) v(a + b) 2: mín{ v(a), v(b)} para todo a, b E K.

Ejemplo 1. Si K es cualquier campo, la función vo : K -t R. U { +oo} dada por

{ 
O si a =/=  O vo(a) : =  +oo si a = O

es una valuación de K a la que se llama la valuación trivial. 
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1 .  Campos locales 

Ejemplo 2. Si K = Q es el campo de los números racionales y p E Z � Q es un primo, cada número racional x = a/ b i- O se puede escribir de forma únicacomo 
a ,. a 

x =
¡;

= p
b'con r, a', b' E Z y p f a'b'. Se define entonces vp(x) := r y vp(O) := +oo.Claramente vp satisface la condición (i) y si x = p"a/b y z = psc/d con 

p f abcd, entonces 
p"ad + psbc

x + z = 
bd donde p f bd . Ahora, sea p1 la mayor potencia de p que divide al numerador. Entonces, t � mín{r, s} y 

vp(x + z) = t � mín{r, s} � mín{vp(x), vp(z)} .La valuación vp anterior se llama la valuación p-ádica de Q. 
Ejemplo 3. Este ejemplo es formalmente análogo al anterior. Sea K = F(X)el campo de funciones racionales en una indeterminada X con coeficientes en el campo F. Si 7r(X) E F[X] es un polinomio irreducible dado, entonces todo elemento a i- O de K se puede escribir de manera única como 

a = 7T(XY J (X)
g(X) con f(X), g(X) E F[X], '1T' f fg y r E Z. Se define entonces v(a) :=  r yv(O) :=  oo. Ésta es una valuación en K = F(X). 

Ejemplo 4. Sea K = F((n) el campo de series formales de Laurent en una variable T con coeficientes en el campo F. Los elementos de K son de la forma 
a = ¿ an Tn n�no con ªn E F y n, no E Z. Si a i- O en K está dado como arriba con no i- O, sedefine entonces v(a) = no y v(O) = +oo, y se verifica fácilmente que ésta esuna valuación de K = F((T)). 

Ejemplo 5. Si lF q es el campo finito de orden q = pn , entonces la única valuaciónv de lF q es la trivial. Esto es porque todo elemento a i- O de lF q satisface que 
aq- l = 1 y así (q - l)v(a) = v(aq- l ) = v(l )  = O y como q - 1 i- O se sigueque v(a) = O. En este ejemplo usamos la parte ( 1 )  del siguiente lema.
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1.1 . Valuaciones no arquimedianas 

Si K es un campo con una valuación no arquimediana v, diremos que 
K es un campo valuado. Si v es una valuación en K, convencionalmente lo 
denotaremos por v : K* --+ JR, asumiendo tácitamente que v(O) = +oo. A
continuación listamos algunas propiedades básicas de una valuación. 

lema 1 . 1 .  Sea K, v un campo valuado. Entonces: 

(1 ) v( l )  = O. 
(2) v(-a) = v(a) para todo a E K. 

(3) v(a- 1 ) = -v(a) para todo a E K*.

(4) Si v(a) =/: v(b), entonces v(a + b) = mín{ v(a), v(b) }. 

Dfil.fOSTRACIÓN. Como 1 = 1 · 1 ,  entonces v( l) = v(l )  + v(1 )  y así v(l )  = O. 
También, como 1 = (- 1)(-1 )  entonces O= v(l )  = v(-1 )  + v(- 1) en lR y así 
v(- 1 )  = O. Se sigue que v(-a) = v((- l)a) = v(- l ) + v(a) = v(a). Ahora, 
si a E K*, entonces 1 = aa- 1 y así O= v( l ) = v(a) + v(a- 1 ), y por lo tanto
v(a- 1 ) = -v(a). 

Para (4), supongamos que v(a) < v(b); entonces v(a+b) 2 mín{ v(a), v(b)} 
= v(a) y como a =  (a + b) - b, entonces v(a) = v((a + b) - b) 2 mín{v(a + 
b ), v(b)} = v(a + b) ya que no puede suceder que mín { v(a + b ), v(b)} = v(b)
porque entonces se tendría que v(a) 2 v(b), en contradicción con la hipótesis de 
que v(a) =/: v(b). Se sigue que v(a) 2 v(a + b) 2 v(a), i.e., v(a) = v(a + b). O 

lema 1 .2. Si K, v es un campo valuado, entonces: 

(1) El conjunto
OK := {a E K : v(a) 2 O} 

es un anillo local con ideal máximo Px dado por 

Px := {a E K : v(a) > O}. 
(2) El grupo de unidades del anillo O K es

UK := {a E K : v(a)= O}. 

DEMOSTRACIÓN. Claramente 1 , O E t.h. Ahora, si a, b E Ox entonces
v(a ± b) 2 mín{v(a), v(b)} 2 O y así a ± b E Ox. Sirrúlarmente, 
v(ab) = v(a) + v(b) 2 O y así ab E Ox. En forma análoga se prueba que p K es
un ideal de OK y para mostrar que es el único ideal máximo de Ox , obsérvese 
que OK - PK = UK y úsese (2), que se demuestra como sigue: si a E UK , 
sea f3 E K* tal que a{3 = 1 ;  entonces, O= v(l) = v(a) + v(f3) = v(f3) ya que
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1 .  Campos locales 

v(a) = O. Se sigue que f3 E Ox y así a es una unidad de OK, i.e., UK � Ox,
Recíprocamente, si a E Ox entonces a- 1 E Ox y así v(a- 1) = -v(a) con
ambos v(a), v(a- 1 ) 2: O, por lo que v(a) = O = v(a- 1 ), i.e., a E Ux y así
Ox � Ux. O 

Definición 1 .3. Si K, v es un campo valuado (no arquimediano) , el anillo local 
O K se llama el anillo de la valuación v de K y algunas veces lo denotaremos 
con Ov , El ideal Px se llama el ideal máximo de la valuación v y algunas veces 
lo denotamos con Pv · El grupo Ux = Ox - PK = Ox se llama el grupo de 
unidades de la valuación. El campo cociente Kv = kv := OK/Px se llama el 
campo residual de la valuación. 

Observemos que el homomorfismo v : K* -t (R +) tiene núcleo U K y así 
induce un isomorfismo v :  K* /Ux ---=-t v(K*) � R 

Ejemplo 6. Si K = Q y v = vp es la valuación p-ádica, se tiene que

a p t b} =: Zcp)Ox = { - E Q b 
a p t b y PIª} = pZ(p)PK { - E Q b 

Ux 
a 

{ - E Qb 
p f b Y p f a} 

K Zcp)/ pZ(p) = lF p·

Esto se sigue directamente de las definiciones y sólo verificaremos que K = IF p ·
En efecto, la inclusión Z '---4 Z(p) que manda m 1---t m /1 es tal que manda al
ideal pZ dentro del ideal pZ(p) y así induce por paso al cociente el modismo
Z/ pZ -+ Z(p)/ pZ(p) , el cual es fácil ver que es un isomorfismo.

Equivalencia de valuaciones. Si v : K -+ R U { +oo} es una valuación no 
arquimediana y a > O es un número real, entonces la función av : K -t 

R U { +oo } dada por (av)(x) := a · v(x) es de nuevo una valuación (no 
arquimediana). Diremos que dos valuaciones v, w de K son equivalentes, 
denotado v ....., w, si existe un número real a > O tal que v = aw. Claramente ésta 
es una relación de equivalencia, y valuaciones equivalentes tienen los mismos 
anillos de valuación, ideales máximos, grupo de unidades y campos residuales. 

El resultado siguiente clasifica las valuaciones no arquimedianas de Q: 
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1 . 1 .  Valuaciones no arquimedianas 

Proposición 1 .4 (Ostrowski). Si v es una valuación no arquimediana no 
trivial en Q, entonces v es equivalente a una valuación p-ádica. 

DEMOSTRACIÓN. Como v es no arquimediana, entonces v(n) � O para todo 
n =f. Oen Z ya que si n  � 1 ,entonces v(n) = v( l + ·  · · + 1) � mín{v( l)} = O. Y
si n ::; - 1 , entonces v(n) = v(-n(- 1 )) = v(- 1 - · · · - 1) � mín{ v(- 1)} = O. 

Ahora, si sucediera que v(n) = O para todo n =f. O en Z, entonces para todo 
x = a/b E Q - {O} se tendría que v(x) = v(a) - v(b) = O y por lo tanto v 
sería la valuación trivial de Q. Entonces, debe existir un p > 1 en Z tal que
v(p) > O. Escojamos un tal p mínimo con la propiedad de que v(p) > O.
Entonces p es un entero primo ya que si p = ab en Z con a, b > 1 ,  entonces
O < v(p) = v(a) + v(b) y por lo tanto v(a) > O ó v(b) > O en contradicción
con la minimalidad de p. 

Entonces, si e E Z es tal que p { e, poniendo e = pu + r con 
O < r < p por la minimalidad de p se tiene que v(r) = O. Por otra parte
v(pu) = v(p) + v(u) > O ya que v(u) � O. Se sigue que 

( 1 )  v(c) = v(pu + r) = nún{ v(pu), v(r)} = O.

Ahora, si e E Z es tal que Pie, pongamos e =  p,.u con p f u. Entonces

(2) v(c) = v(p,.u) = rv(p) + v(u) = rv(p)

porque p f u  y ( 1 ).
Poniendo a := v(p) E lR se tiene que a > O y resulta que v es 

equivalente a la valuación p-ádica v P ya que si e = p,. u como arriba, entonces
v(c) = rv(p) = ra = avp(c), y así para todo x = a/b E Q - {O} se tiene que

v(x) = v(a) - v(b) = avp(a) - avp(b) = vp(x), 

i.e., v = a ·  Vp y así v "' Vp . o 
El valor absoluto asociado a una valuación. Si K, v es un campo valuado no 
arquimediano y a E lR es tal que O < a < 1 ,  se define, para x E K* : 

lxl v := av(x) 

y si x = O, se define IO lv = O. La función 

1 lv : K -+ lR�o 

satisface las propiedades siguientes ( consecuencia de las propiedades corres­
pondientes de v): 
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(i) lxYlv = lxl v lY lv · 

(ii) jx + Ylv � máx{ lxlv, I Y lv } .

(ili) lxlv = O si  y sólo si x = O. 

l .  Campos locales

La desigualdad (ü) es más fuerte que la desigualdad del triángulo usual: 

lx + Ylv � lxlv + IYlv · 
Una función 1 1 v que satisfaga las propiedades anteriores se llama un valor 

absoluto ultramétrico en el campo K. Así, en este lenguaje, toda valuación 
no arquimediana v en K induce un valor absoluto ultramétrico I lv en K. 
Recíprocamente, todo valor absoluto ultramétrico I I K en K induce una 
valuación no arquimediana en K mediante: vK : K -t IR U { oo }  dada por 
VK(O) := oo y si a E K* se define VK(a) := - logc ia iK con c > 1 un real 
fijo; se prueba fácilmente que vK es en efecto una valuación no arquimediana 
de K. Observemos ahora que para a #  O en K, poniendo logc i aix = -vx (a)
se tiene que I al x = c-vx(a) = (c- 1 tx<a) con a := c- 1 que satisface O < a < 1 
en IR, y por lo tanto ia ix es de la forma i aix = avx(a) con O < a < l .  Nótese
que usando el valor absoluto 1 1 K, el anillo de enteros, el ideal máximo y el 
grupo de unidades de K están dados por 

(h - {a E K  
PK {a E K 

Ux {u E K 

l al x � 1 }
ja jK < 1 }  
j u jK  = 1 } . 

Observemos ahora que, dado un campo valuado no arquimediano (K, v), 
considerando el valor absoluto ultramétrico I lv asociado a v se tiene una 
métrica en K, de tal forma que (K, 1 lv) es un espacio métrico. Nótese que
como espacio topológico, la topología de K no depende de la elección del 
número real O < a < 1 usado para definir la métrica dada por I lv · Es fácil 
comprobar que, con la topología inducida por la valuación, resulta que K es 
un campo topológico, i .e. , las operaciones suma y producto son continuas, lo 
mismo que las operaciones de tomar inversos aditivo o multiplicativo. 

Éste es un buen lugar para aclarar el uso del término no arquimediano: 
recordemos que en IR el axioma de Arquímedes dice que dado un real a # O y
cualquier otro real b, para el valor absoluto usual 1 1 de lR se tiene que j naj > lb l 
para un número natural n suficientemente grande. Ahora, si K es un campo 
valuado no arquimediano y I l x es el valor absoluto ultramétrico asociado, 
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1.1. Valuaciones no arquimedianas 

entonces para todo natural n se tiene que n = l + · · · + 1 E K satisface que
JnlK � máx{ J l JK}  = 1 y por lo tanto, para todo a E K* y todo n E N: 

JnalK = lnlKlalK � JaJK 

y así no se satisface el axioma de Arquímedes. 

Definición 1 .5. Un campo valuado no arquimediano K, v se dice que es 
completo si el espacio métrico asociado lo es, i.e., si toda sucesión de Cauchy 
en (K. J lv) converge a un elemento de K. 

Sólo notamos que la definición de sucesión de Cauchy en K, v la podemos
ver en términos del valor absoluto ultramétrico I lv en la forma usual o
equivalentemente en términos de la valuación v, donde toma la forma siguiente: 
una sucesión { an },1�0 de K es de Cauchy si para todo número real e E IR existe 
un número natural no tal que v(am - an) '2'.: e para todo m, n '2'.: no. 

Observación. Recordemos que si J loo es el valor absoluto usual de R. y si { an } 
es una sucesión de Cauchy de números reales, entonces lim lan+ ¡ - ªn loo = O. n-->oo 
Sin embargo, el recíproco es falso. Por ejemplo, si { an } es una sucesión de 
reales que converge a O y si ponemos Sn := a1 + · · · + an , entonces se tiene
que lím ls,1+1 - s11 l00 = lím lan loo = O; sin embargo puede suceder que lan-->OO 11-->00 
sucesión { sn } no sea de Cauchy, e incluso puede que no sea convergente; el 
ejemplo típico es el de la sucesión { a,1 } = {1 /n}. Sin embargo, si el campo K 
es no arquimediano, se tiene que: 

Lema 1 .6. Sean K, v un campo valuado no arquimediano completo y { an } una
sucesión en K. Entonces, { an } es de Cauchy si y sólo si lím 1 ªn+ 1 - an I v = O. 11-+00 
DEMOSTRACIÓN. Sólo necesitamos probar que si lim Ja,1+1 - an lv = On-+OO 
entonces { ªn } es de Cauchy. Para esto, notemos que como este límite es 
O, entonces para todo e > O existe un N tal que si n > N, entonces
Ja11+ l - ªn lv < e. 

Escribamos m = n + r > n y observemos que

Jam - a11 lv = Jan+r - ªn+r- 1 + ªn+r- 1 - ªn+r-2 + · · · + ªn+I - an Jv 

� máx{ Ja11+r - ªn+r- 1 lv, la11+r- l - ªn+r-2lv, · · · , la11+1 - an lv }
< e. 

o 
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1 .  Campos locales 

En ocasiones, cuando involucramos la métrica inducida por una valuación, 
conviene por varias razones, no sólo psicológicas, considerar el valor absoluto 
1 J v asociado a la valuación v en lugar de la valuación v propia; un ejemplo 
de esto es el resultado siguiente y su corolario: dada una sucesión de Cauchy 
{an } en K, v se tiene la sucesión { lan l v } en lR y resulta que ésta es también de 
Cauchy como consecuencia del lema siguiente: 

Lema 1 .  7. Si K, v es un campo valuado no arquimediano y si 1 1 00 es el valor 
absoluto usual de JR, entonces para todo a, b E K: 

! l a!v - lbJv loo S Ja - blv ·

DEMOSTRACIÓN. Como b = a +  (b - a), entonces Jb lv S la!v + lb - a Jv y así

- Ja - blv S Ja!v - lb lv · 
Similarmente, a = b + (a - b) implica Jal v S lbl v + Ja - bl v y así

Ja lv - lb l v  S la - blv • 
o 

Corolario 1 .8. Si {an } es una sucesión de Cauchy en K, v entonces { Jan lv } 
es una sucesión de Cauchy en lR y como lR es completo, entonces lím { Jan lv }n-+oo 
existe en R 

o 
Extensión de valuaciones. Si L / K es una extensión de campos y v L es una 
valuación de L, la restricción de VL a K* define una valuación de K. Ahora, si 
v K es una valuación de K tal que existe una valuación w de L cuya restricción 
a K es VK, diremos que w es una extensión de VK a L y lo denotamos w lvK. 
Una extensión de campos valuados es una extensión de campos L / K tales que 
v L I v K. Nótese que dada una valuación de L su restricción a K está bien definida; 
sin embargo, dada una valuación de K, a priori no se sabe si se puede extender 
a L o si en caso de existir una tal extensión ésta es única. Éste es un tema 
importante que trataremos en la sección § 1 .4. El resultado siguiente es fácil de 
probar: 

Lema 1 .  9. Si L / K es una extensión de campos valuados no arquimedianos, 
entonces: 

( 1 )  (h = OL n K. 
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1 . 1 .  Valuaciones no arquimedianas 

(2) PK = PL n K = PL n th.

(3) u K = u L n K. 

(4) LvL ::! Kv,u i.e. , se tiene una extensión de los campos residuales LvL / K vK ·

(5) vx(K*) � vL(L *).

DEMOSTRACIÓN. Sólo probaremos (4):

KvK = Ox/PK = Ox/(p¿ n Ox) � (Ox + Pd/PL � OL/PL = Lvl. 

o 
Dado un campo valuado K, v, como espacio métrico existe un espacio 

completo L que lo contiene y además K es denso en L. El resultado siguiente nos 
dice que de hecho K, v se puede incluir en forma densa en un campo completo 
esencialmente único. 

Definición 1 . 1  O. Sea K, v un campo valuado. Una completación de K, v es un 
campo K con una valuación v tal que: 

(i) K, v es completo, K � K y vj v.

(ii) K es denso en K con respecto a la métrica inducida por v.

Recordemos que un subconjunto A de un espacio métrico X es denso en
X si toda bola abierta B(x, e) con centro en un elemento x E X contiene un
elemento de A, i.e., B(x, e) n A i= 0. 

Teorema 1 .  1 1 .  Sea K, v un campo valuado. Entonces existe una completación 
K, v de K, v, única salvo K-isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN. Sea A el conjunto de sucesiones de Cauchy { an }n>O en K. 
Claramente A es un anillo con la suma y producto de sucesiones definidos 
término a término. Sea M el subconjunto de sucesiones de A que convergen a
O. Entonces M es un ideal de A.

Más aún, M es un ideal máximo ya que si {an } E A - M, entonces
lún { a11 } i= O y así existe un no 2'.: O y un número real e > O tal que 

n-+oo 
l an lv 2'.: e > O, en particular ªn i= O para n 2'.: no. Definimos entonces

{ O si 
bn := -1  · an Sl 
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l .  Campos locales

Claramente, { bn } es una sucesión de Cauchy en K ya que 

lbn+ I - bn lv = , _
1_ - 2- ¡ = l

ªn+ I - ª" 1 � ian+l ; 
an l v - O, 

ªn+ I ªn v ª"ªn+ I v C 

la desigualdad es porque lan l v 2'. e >  O. Y como {an } es de Caucby, por (1.6) 
el límite arriba es cero, y de nuevo por (1 .6) se sigue que {bn } es de Cauchy. 
Notamos ahora que {an }{bn } = { l  } + {en } ,  donde { l }  es la sucesión constante
1 y { c11 } E M está dada por 

C11 = { -1 si n < no
O si n 2'. no. 

Así, { an } {  b11 } = {1 } + {en } E { 1 }  + M, i.e., { ª" } es una unidad del anillo A
y por lo tanto M es máximo. 

Entonces, el cociente K := A/M es un campo y es una extensión de K ya 
que la función K - K que manda a E K en la sucesión constante {a} mód M
es un morfismo de campos y por lo tanto inyectiva. 

En el campo K se define la función I b mediante

l {an } + Mf; := lím (lan l v). n-+oo 
Entonces: 

(1): Como {an } es una sucesión de Cauchy en K, por el corolario (1.8) { lan l v } 
es una sucesión de Cauchy en la métrica usual de JR, y por lo tanto lím(lan lv) 
existe. Ahora, si {an } + M = {bn } + M, entonces {an - bn } E M y así 
lím(an - bn) = O; pero por (1.7) l la11 l v - lbn l v loo � lan - bn lv Y por lo tanto 
lím(lan l v - lbn lv) = O, y como { lan lv } y {bn lv } son sucesiones de Cauchy en lR 
por (1.8), y por lo tanto convergen, se sigue que: lím(lan lv) = lím(lb11 l v), i.e., 
1 b está bien definida en K.

(2) : 1 I-; : K - lR es un valor absoluto ultramétrico ya que si { an } = { ªn } + M,
entonces 
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1.1. Valuaciones no arquimedianas 

y 

l {an }  + {bn } I; =
<

< máx{ l {an } rv; l {bn } I;} .  

Claramente I fv restringido a K es I lv y así I fv es un valor absoluto
ultramétrico de K que extiende al valor absoluto I l v de K. 

(3): K. v es completo. Sea {(a,.,m)n2'.0}m2'.0 una sucesión de Cauchy en K. v; en
esta notación, fijo el índice m, cada {an,m }n2'.0 es un elemento de K = A/M,
i.e., es una sucesión de Cauchy en K, v módulo M y así, para todo e > O existe 
un N = n(m) (que depende del m fijo) tal que

la,;m - as,m lv < e si r, s 2': n(m). 

Nótese que si m 2': m', entonces podemos elegir n(m) 2': n(m') de tal fonna que 
tenemos una sucesión creciente de enteros n(O), n(l), . .. , n(m ), ... tal que para 
todo e >  O se tiene que la,;m - as,m lv < e siempre que r, s 2': n(m). Entonces, 
la sucesión { ªn(m),m }m2'.0 es una sucesión de Cauchy en K ya que para todo
e > O se tiene que 

lan(m),m - ªn(m1),m1 lv lan(m),m - ªn(m').m + ªn(m').m - ªn(m1),m1 lv 

< lan(m),m - ªn(m1),m lv + lan(m1),m - ªn(m1),m1 lv
< e/2 + e/2 = e

ya que { ªn(m ),m }n(m)2'.0 y { ªn<m),m }m2'.0 son sucesiones de Cauchy.
Se sigue que {an(m),m }m2'.0 E K. Finalmente, el límite con respecto a v de

la sucesión { (an,m)n2'.0}m2'.0 es 

lím{(an,m)n2'.0}m2'.0 = {an(m),m }m2'.0 E K 
y por lo tanto K es completo.

(4): K es denso en K. Dado {an }n>O E K, queremos mostrar que existe un
elemento a E K tal que para todo e > O se tenga que 1 { an }n2'.0 - afv < e. Para 
esto, sea {an }n>O una sucesión de Cauchy en K; entonces, para el e >  O dado 
existe un no 2': O tal que lan - am lv < e/2 para todo m, n 2': no; en particular, 

1 1

11-+00 

....... oo 

l{a,. + b,.}f; = lím la,.+ b,.I" 
lím máx{la11l11, lb11l11} 



1. Campos locales

Jan - ªno lv < e/2 para todo n 2: no. Ponemos a =  a110 E K y observamos que
para la sucesión constante {a} se tiene que 

J {a11 } - {a} f; = lím Ja11 - aJv = O, 
11-00 

la última igualdad porque a =  an0 , y si n 2: no se tiene que Ja11 - an0 lv < e/2;
se sigue que el límite lún Ja11 - aJ v :::; e/2 < e. 

n-oo 

(5): Unicidad. Si se tuvieran dos completaciones K¡ , vi y K2, vi de K, v, en el 
diagrama 

- i1,2 -
K1 · · · · ·· ···>- K2 

1 1 

K ----¡¡- K 
el morfismo identidad id : K -t K se extendería por continuidad a un morfismo 
i 1 ,2 : K¡ -t Xi ya que K es denso en K 1 . Similarmente, invirtiendo las flechas
se tendría un morfismo i2, 1 : Xi -t K¡ y claramente uno es inverso del otro, y
además vi o i 1,2 = v¡. O 

Corolario 1 . 1 2. Sea K, v un campo valuado no arquimediano y sea K, v su
completación. Entonces: ( 1 )  El anillo Ox es denso en OK. 
(2) El ideal PK es denso en Pi·

(3) El monomorjismo natural K - K entre sus campos residuales es un 
isomorfismo.(4) v(K*) = v(K*).

DEMOSTRACIÓN. Las partes (1) y (2) se siguen de la demostración del teorema
anterior.

Para (3), sólo falta probar que K - K es suprayectiva. Sea a E OK � K.
Por definición de completación existe un a E K tal que la - alv < l . Entonces, 

laJv = J - aJv = J(a - a) - aJv :::; máx{la - aJv , JaJv } :::; 1, 

la última desigualdad es porque Ja - aJv < 1 y laJv :::; 1, ya que a E 8K. Se
sigue que a E Ox � 8K y como Ja  - alv < 1, entonces a - a E Pi , i.e. ,
a = a en K con a E K y por lo tanto el monomorfismo natural es suprayectivo.
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1 . 1 .  Valuaciones no arquimedíanas 

En (4), ya sabemos que v(K*) � v(K*). Para la otra inclusión, si 
v(a) E v(K*), como a =  (an) es una sucesión de Cauchy con an E K, entonces 
v(a) = lím(v(an)) y así, para toda c E lR existe un no E N  tal que v(an - a) > c
siempre que n � n0 . En particular, para c = v(a) existe un No E N tal que 
v(an - a) > v(a) para todo n � No. Se sigue que 

v(an) = v(an) = v((an - a) + a) = mín{v(an - a), v(a)} = v(a) 

y por lo tanto v(a) = v(an) E v(K*), i.e., v(K*) � v(K*). o 
En vista del resultado anterior, para estudiar un campo valuado K, v

frecuentemente sumergimos K, v en su completación K, v y estudiamos el
campo valuado completo K, v para deducir de éste propiedades del campo
valuado dado. 

Ejemplo 7. Sea p un primo de Z � Q y consideremos la valuación p-ádica v P 
de Q. La completación de Q v P se denota Qp y se llama el campo de números
p-ádicos. A su valuación se le sigue denotando, por abuso de notación, como
vP. El anillo de valuación de Qp se denota Zp y se llama el anillo de enteros p­
ádicos. Nótese que por el ejemplo 6 después de (1.3) y la parte (3) del corolario 
anterior, se tiene que el campo residual de Qp es lF p·

Ejemplo 8. Sean K un campo y x una indeterminada. Consideremos el campo 
de funciones K(x) con la valuación Vx dada como sigue: si f (x) E K[x] es un 
polinomio, escribamos f(x) = x''h(x) dondex t h(x). Se define vx(f(x)) := r y 
para f(x)/ g(x) E K(x) se define vx(J(x)/ g(x)) := vxU(x)) - vx(g(x)). Ésta es 
una valuación no arquimediana tal que vx(x) = I y la completación de K(x), Vx 
es el campo de series fonnales de Laurent K((x)) con coeficientes en K cuyos 
elementos son de la forma 

00 I: ª"�
n�-oo 

con n E Z, ªn E K y n » -oo quiere decir que sólo hay un número finito de
términos con exponente negativo. 

El anillo de enteros de K((x)) es el anillo K[[x]] de series de potencias 
formales de la forma 

con an E K. 

1 3  
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1 .  Campos locales 

El estudio de las series en campos no arquimedianos se facilita debido al 
resultado siguiente: 

Lema 1 . 1 3. Sea K, v un campo no arquimediano completo. Entonces, una 
00 

serie ¿ an con an E K converge si y sólo si la sucesión { an } -+ O. 
n=O 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que {an } -+ O; entonces, para todo s > O existe 
un no E N tal que 1am lv < s para todo m > no. Sean s, := I:;=o a i las sumas
parciales de la serie dada. Entonces, si m > n > no se tiene que

lsm - sn lv = lan+1 + · · · + am lv � m�{lai lv} < S 

1 

ya que j � m > n0. Por lo tanto, La sucesión de sumas parciales {s, } es de
Cauchy y como K es completo, entonces converge en K. 

La otra implicación es válida en general. O 

1 .2 Valuaciones discretas 
Una valuación (no arquimediana) v : K* -+ lR se dice que es discreta si v(K*) 
es un subgrupo discreto del grupo aditivo de JR, esto es, si 

v(K*) = Za := {ma : m E Z}

para algún número real a � O. Nótese que cuando a= O se tiene la valuación 
trivial vo de K. En el caso cuando a = 1 se tiene que v(K*) = Z y se dice 
que la valuación v es normalizada. Obsérvese también que si v : K* -+ IR es 
una valuación discreta no trivial, entonces v es equivalente a una valuación 
normalizada. En efecto, como v es discreta entonces v(K*) = Za para 
algún real a > O. Se define entonces la valuación w : K* -+ IR mediante
w(x) := a- 1 v(x). Claramente, w(K*) = Z y v "' w. Un campo con una 
valuación discreta se Llamará un campo valuado discreto. 

Si K es un campo con una valuación discreta VK y si vK(K*) = aZ con 
a �  O un real, a cualquier elemento 1rx E K* tal que vx(1rK) = a (el generador 
del grupo vK(K*)) se le llama un elemento primo de K. Nótese que cualesquiera 
dos elementos primos de K difieren sólo por una unidad. 

Cuando v : K* - Z es una valuación discreta normalizada, un elemento 
primo es un 1TK E K* tal que v(1rK) = 1 E Z. Entonces, 1TK E OK ya que 
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1.2. Valuaciones discretas 

v(1rx) = 1 > O y, de hecho, 7TK E PK· Más aún, PK es un ideal principal
generado por 7T = 7T K: 

PK = (7rK) = 7TK0K, 
ya que si a E PK sea n = v(a) E Z y notemos que v(a7r-n) = v(a) + v(7r-n) =
n - n  = O, y así a7r-n E UK, digamos a'TT-n = u E U K y por lo tanto a =  7T"u
con u E Ux. Se sigue que a E (7rx) y así PK = (7rK) es un ideal principal 
(de hecho, probaremos en (1.15) que Ox es un dominio de ideales principales). 
Al elemento 7TK de Ox tal que PK = (7rK) se le l lama un elemento primo o 
parámetro un(formizador del campo valuado discreto K. De ahora en adelante. 
cuando tratemos de valuaciones discretas, a menos que explícitamente digamos 
lo contrario, se asumirá que son normalizadas. El lema siguiente recoge lo que 
hemos probado en estas observaciones: 

Lema 1 . 1 4. Sea K, v un campo valuado no arquimediano. Entonces: 
( 1)  La valuación v : K* - IR es discreta si y sólo si el ideal PK es principal.
(2) Si K, v es un campo valuado discreto y 7T es un elemento primo de K, 
entonces todo a E K* se puede escribir en f arma única como

a= �U 

con n E Z y u E Ux. 

DEMOSTRACIÓN. (1): Sólo falta probar que si PK es principal, entonces la 
valuación v es discreta. Supongamos pues que p = ( 7T). Queremos probar
que existe un abierto U en IR* tal que U n  v(K*) = {O}. En efecto, para el
número v( 7T) i= O en IR, si v(7r) > O ponemos U := (-v(7r), v( 7r)) y si v(7r) < O
ponemos U := (v(7r), -v(7r)). En cualquier caso, ésta es una vecindad abierta 
del O E R Supongamos que v(7r) > O. Observemos que, dado cualquier 
a E K*, si v(a) > O entonces a E PK = (7r) y por lo tanto a =  7Tb con b E Ox , 
y así v(a) = v(7r) + v(b) � v(7r) ya que v(b) � O.

Ahora, si v(a) < O, entonces a- 1 E PK = (7r) y por lo tanto a- 1 = 7Tb con
b E Ox y así -v(a) = v(a- 1) = v(7r) + v(b) � v(7r), i.e., v(a) � -v(7r). 

En cualquiera de los dos casos a (/.. U y así U n  v(K*) = {O}. El caso 
v(7r) < O es similar. Se sigue que v(K*) es un subgrupo discreto de R 
(2): Antes del enunciado del lema probamos que todo a E K* se puede escribir 
como a =  7TnU con u E UK, Ahora, si sucediera que a =  7T"u = 7Tme con
n, m E Z y u, e E UK, entonces n = v(a) = v(7Tme) = m y consecuentemente 
7T"u = 7T"e, por lo que u =  e. O 
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1 .  Campos locales 

Ejemplo 9. El campo de los números p-ádicos es un campo valuado discreto 
y p es un elemento primo de la valuación ya que v p(p) = l .  El ideal 
máximo es p'll, P y así, por el ejemplo 7 después de ( 1 . 1 2), su campo residual es
Zp/ p'll,P � Z/ p'll, = lF p, el campo finito con p elementos.

Ejemplo JO. El campo de series de Laurent K((x)) con la valuación Vx es un
campo valuado discreto y x es un elemento primo. Así, el ideal máximo es 
xK[[x] ] y por lo tanto su campo residual es K[[x]]/xK[[x]] � K, el campo de
constantes K. 

Proposición 1 . 1 5. Sean K un campo valuado discreto, O K su anillo de 
valuación, PK = (7r) su ideal máximo y 'TT' un elemento uniformizador.
Entonces: 

(1) El anillo OK es un dominio de ideales principales y de hecho todo ideal
propio I S:  OK es de la forma 

I = PK = 'TT'noK

para algún entero n 2'.: l .  En particular, Px = (7r) = 'TT'OK. 

(2) La intersección de todos los ideales propios de OK es el ideal O.
(3) La cadena de ideales

,.,, 2 3 vK 2 Px 2 PK 2 PK 2 · · ·

forma una base de vecindades abiertas del elemento O E K. 

DEMOSTRACIÓN. Sea O =/= I s;;; OK un ideal propio. Entonces, el conjunto 
{ v(a) : a E /, a =/= O} s;;; N tiene un elemento mínimo, digamos n > O,
n = v(a) con a E / - {O}. Usando el lema anterior escribamos a= 'TT'nu con
u E UK una unidad. Así, 'TT'n = au- 1 E J y por lo tanto (7rn ) s;;; J. Ahora,
si {3 E / es otro elemento entonces v(/3) 2'.: n por la elección de n = v(a),
y así v(/3) = n + t con t 2'.: O y por lo tanto {3 = 'TT'n'TT'1e con e E UK y en
consecuencia, {3 E (7rn ) ,  i.e., I s;;;  (7rn ). Esto prueba (1). 

Para (2), si a E n PK entonces a E (7rn ) para toda n 2 1 y así a= 'TT'nU,1
n2'.1  

con u11 E OK para todo n 2'.: 1 y por lo  tanto v(a) 2'.: n para toda n E N. Esto
sólo es posible si v(a) = +oo, i.e., si a = O.
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1 .2. Valuaciones discretas 
Para (3), observemos que si la lK  = c-vK(a) (con c > 1 un real fijo) es  elvalor absoluto asociado, entonces 

P'k = {a  E K 
1 

l al K  < c;'l-1 } .

o 
Para los campos valuados discretos completos se tiene una descripción explícita de sus elementos: 

Proposición 1 . 1 6. Sean K un campo valuado discreto completo, O K su anillo 
de valuación, ¡, K = ( 'TT') su ideal máximo, K su campo residual y n un conjunto
completo de representantes de K en OK. Entonces, 

( 1 )  Todo elemento a E O K se puede escribir como una serie convergente: 

a= ¿an'TT'n 

n=O 
con an E R. 

(2) Similarmente, todo elemento f3 E K se puede escribir como

con ªn E R, 
con exponente negativo. 

DEMOSTRACIÓN. La segunda afirmación se sigue de la primera, ya que dado /3 E K existe un entero t E Z tal que 'TT1{3 E OK. Supongamos pues que
a E OK. Considerando su reducción módulo 'TT: a E K = OK/('TT), pordefinición de R existe un único a0 E R tal que a -a0 = O mód 'TT. Escribamos

a= ao + 'TT't1 con t¡ E OK 

y apliquemos el mismo procedimiento anterior a t1 . Entonces, existe un a1 E R tal que t¡ = a¡ + m2 con t2 E O K y por lo tanto, 
a = ªº + 'TT(a1 + 'TT't2) = llQ + a¡ 'TT + 'TT

2t2.El procedimiento es recursivo y así, para todo n 

a= ao + a¡ 'TT + . . . + an'TT" + 'TT'n+ l t11+ l ,

17 
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1. Campos locales

n 
con aj E R y tn+1 E OK. Entonces, para la suma parcial sn := ¿ a¡7Ti se

i=O 
tiene que a - Sn = tn+t 7Tn+I --+ O ya que J tn+ 1 l x � 1 y J7rxJK < 1 ,  y por lo 
tanto 

00 

a= Iím {sn } = '°' an7Tn. n->oo L..J 
n=O 

o 
Ejemplo 11. Si K = Qp entonces OK = Zp , K = Zp/p'll.,P = lF'p y se puede
tomar como 

R = {O, 1 ,  2, . . .  , p - 1 } .

Pero también se puede escoger (véase el ejemplo 1 4  antes de (1.24), donde se 
muestra que Qp contiene las raíces (p - 1)-ésimas de la unidad):

donde { es una raíz primitiva (p - 1)-ésima de la unidad. 

Surge entonces la pregunta sobre si existirá alguna forma óptima de elegir 
al conjunto R; por ejemplo, si n � K fuera un subcampo (necesariamente 
entonces isomorfo a K) entonces se deberia tener que car (K) = car (R) = 
car (K). La proposición siguiente nos dice en cuál caso es posible elegir a R 
con estas propiedades: 

Proposición 1 . 1 7. Sean K un campo valuado discreto completo, O K su anillo 
de valuación y K su campo residual. Supongamos que car (K) = p =f. O y que 
K es perfecto. Entonces: 

(1) Existe un único sistema de representantes f : K --+ OK que conmuta con
p-potencias, i.e., tal que J(>..P) = J(>..)P.

(2) Sea n := f(K) � OK. Entonces, un elemento a de Ox pertenece a R si
y sólo si a es una pn -potencia para todo n 2'.: O. 

(3) Este sistema de representantes es multiplicativo, i.e., 

f(a/3) = f(a)f(/3) 

para todo a, f3 E K. 
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1 .2 .  Valuaciones discretas 

(4) Si además car (K) = car (K) = p > O, entonces este sistema es aditivo,
z .e.,

f(a + /3) = f(a) + f(/3) 

para todo a, {3 E K. 

DEMOSTRACIÓN. Sea A E K; para definir f(A) E Ox observemos que como 
K es perfecto, el morfismo x � xP es un automorfismo de K y así cada x E K 
tiene una raíz p-ésima a la que denotamos con xP-i. Así, para cada n 2 O,
denotemos con L,i(A) � OK a la imagen inversa, bajo el epimorfisrno canónico 
p :  Ox - K, del elemento v-• de K. Pongamos

Vn(A) := {xP" : x E Ln(A)} � Ox .

Nótese que Lo(A) = {x E ()K : x = AP0 = A} es la clase residual de A
en K. Se tiene además que los conjuntos Vn(A) � Lo(A) ya que si x E Ln(A), 
entonces x = v-• E K y así xP" E Ln(A) es tal que su clase es

-- n -n n O (xi'" ) = xP = (AP )P = ¡._P = A 

y por lo tanto Vn(A) � Lo(A). Más aún, los Vn(A) forman una sucesión
decreciente, i.e., Vn+l (A) � Vn(A) ya que si xp"+i E Vn+ l (A), i.e., si
x E Ln+ l (A), entonces xP E Ln(A) ya que como x E L11+ 1 (A) se tiene que

- n - l  � -n-1 -n x = AP y por otra parte (xP) = xP = (AP )P = AP , y así xP E Ln(A);
se sigue que si xP"+1 E Vn+l (A), entonces xP"+ i = (xP)P" E Vn(A) ya que
xP E L 11(A) y así Vn+1(A) � Vn(A).

Mostraremos ahora que { Vn(A)} es base de un filtro de Cauchy de O x. 
En efecto, si a = xp" y b = yP" entonces a = b mód pj/ 1 ; esto se
demuestra por inducción sobre n: Para n = O se tiene que a = x y b = y 
son elementos de Vo(A) = Lo(A) = X y así a = A = b mód PK· El paso 
inductivo es consecuencia de la observación de que si a = b mód PK entonces
aP = bP mód pj/ 1 , lo cual se sigue de la fórmula binomial y del hecho de
p E PK y par lo tanto p · PK � P'k:+ 1.

Habiendo ya mostrado que { V,1 (A)} es base de un filtro de Cauchy de O K, 
como O x es completo podemos definir 

f(A) := lím Vn(A) E Ox. 
n-+oo 

Esta fórmula define un conjunto de representantes f : K - () K. 

19 



1 .  Campos locales 

Observemos ahora que elevar a la p-potencia es una función de Vn(A) en 
Vn(,V), de tal forma que pasando al límite se tiene que límn-+oo Vn(A) elevado 
a la p-potencia es lúnn ..... oo Vn(,\P), es decir, f(,\)P = f(,\P). Esto prueba la 
existencia de un sistema de representantes con la propiedad deseada en (1). 
Sólo falta probar su unicidad: supongamos que g : K --+ OK es otro sistema 
de representantes tal que g(A)P = g(.AP). Entonces, para todo n se tiene que 
g(,\)Pn = g(,\Pn) y por lo tanto g(A) E Vn(A) para todo n .  Ahora, como los Vn (A)
son un filtro de Cauchy, entonces g(A) = f(A), lo cual muestra la unicidad de 
J y al mismo tiempo que 

00 n Vn(A) = {J(A)} .
n=O 

Esto prueba (1) y (2). 
Para (3) observamos que si x y y son �-potencias para todo n, entonces 

xy también lo es. 
Para (4), suponiendo además que car (K) = p = car (K) y si x y y son 

�-potencias para todo n, entonces x + y también lo es ya que (a + b)P" =
a� + bP". D 

Definición 1 . 1 8. Si K es un campo valuado discreto completo con campo 
residual K perfecto de característica p > O, el sistema de representantes R de K 
de la proposición anterior se llama un sistema de representantes multiplicativo 
por la propiedad (3). Nótese que si además car (K) = car (K) = p > O, 
entonces por (4), R es un campo isomorfo a K. 

Ejemplo 12. Para el campo de números p-ádicos K = Qp , el sistema de
representantes R = {O, 1, {, {2 , . .. , [P-2 } ,  donde { es una raíz primitiva
(p - 1)-ésima de la unidad (véase el ejemplo 1 4  antes de (1 .2 4) donde se 
muestra que Qp contiene a las raíces (p - 1 )-ésimas de la unidad), es un sistema
multiplicativo, pero no es aditivo ya que car (Qp) = O.

1 .3 Polinomios sobre campos no arquimedianos 

En esta sección estudiamos polinomios con coeficientes en un campo valuado no 
arquimediano, en particular resultados sobre irreducibilidad de estos polinomios 
y sobre sus raíces, incluyendo el lema de Hensel. Comenzamos con los 
resultados sobre irreducibilidad: 
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1.3. Polinomios sobre campos no arquimedianos 

Lema 1 . 1 9  (Gauss). Sean K, v un campo valuado no arquimediano, OK su 
anillo de enteros y f(x) E C'.h [x] un polinomio. Entonces, f(x) es irreducible 
en K[x] si y sólo si f(x) es irreducible en Ox[x]. 

DEMOSTRACIÓN. Como Ch[x] � K[x], claramente si f(x) es irreducible en 
K[x] entonces lo es en C'.h [x]. Para probar la otra implicación, comenzamos 
extendiendo la valuación v de K al campo de cocientes K(x) del anillo de 
polinomios K[x] como sigue: si f(x) = ao + a 1x + · · · + a,x1 E K[x] no es el
polinomio O, definimos 

w(f) := mfn{ v(aJ)} 
) 

y si cf>(x) = f(x)/ g(x) E K(x), con f. g E K[x], definimos

w(cf>) := w(f) - w(g) 

(por supuesto, si <p i= O, i.e., si f i= O). Se tiene que:

(1). Si g, h E K[x], entonces w(g + h) � mín{ w(g), w(h)}.

(2). Si g, h E K[x] - {O}, entonces w(gh) = w(g) + w(h).

La primera afirmación es obvia y para la segunda observemos que si 

entonces 

m 

g(x) = ¿ b;xi 

i=O 
y 

w(gh) - mín{v(¿ b;cJ)} 
i+j 

n 
h(x) = ¿ cJxi, 

j=O 

> mín{n_úp{v(b;) + v(cj) } }  = n:ú;n.{v(b;) + v(cj)}
� )  � )  

> mín{v(b;)} + mín{v(cj)} = w(g) + w(h).
Para la otra desigualdad, si f (x) := g(x)h(x), con g, h E K[x], escribamos 

Sean 

y 

m n m+11 
g(x) = ¿ b;xi,

i=O 
h(x) = ¿ c;J, 

i=O 
J(x) = ¿ a¡J .

1!1 := mín{i v(b;) = mín{v(bj) } }

1!2 := mín{i v(c;)  = mín{v(cj)}  }. 
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Entonces, como a¡ = L bjc¡_ j, para el término

ªL1+l2 ¿bjCi1 +lz-j 

1 .  Campos locales 

= (bocl1 +L2 + . . .  + bt1 - J CL2+1) + bt1 Cf2 

+(ht1 +1 Cf2 - 1 + · · · + ht1 +t2 co)

se tiene que para los términos del primer paréntesis, 

v(bjCf1 +L2-j) > v(bt1 Cf2) 

ya que j < f1 , y similarmente para los términos del segundo paréntesis usando
que j < fi. Por lo tanto v(ai1 +t2

) = v(b11 c12 ) = v(b11 ) + v(c12 ) y así

w(f) = w(gh) := mín{v(a;)} � v(at1 +t2) = v(bt) + v(c12 ) = w(g) + w(h);

se sigue que w(gh) = w(g) + w(h). 
Finalmente notamos que la extensión de w de K[x] a K(x) está bien

definida ya que si f(x)/ g(x) = cf,(x)/1/J(x), entonces JI/! = gcf, en K[xJ y 
así w(f) + w(i/J) = w(g) + w(cf,), i.e., w(f/g) = w(cf,/1/J). Es claro que w
extiende a v. 

Ahora, para probar la implicación faltante en el lema, supongamos que f(x) 
es irreducible en OK[xJ y que es reducible en K[xJ, i.e., que 

f(x) = g(x)h(x) con g, h E K[x] 

y consideremos la valuación w de K(x). Como queremos una factorización 
de f(x) en Ox[xJ, si sucediera que w(g) � O y w(h) � O, entonces por 
definición de w, la factori.zación ya estaría. Supongamos entonces que una de 
estas valuaciones es negativa, digamos w(g) = v(bt1 ) < O, con bt1 E K - {O}.
Entonces pongamos 

y obsérvese que b¡/ g(x) E Ox[xJ ya que 

w(bt¡ 1 g(x))= w(bt¡ 1 )+w(g(x)) = -v(bi)+mín{v(b;)} = -v(b1)+v(bt1 )= O

y como f(x) E Ch[x], entonces w(f) � O y de (*) se sigue que 

O �  w(f) = w(bt¡ 1 gbt1
h) = w(bi; 1 g) + w(b11 h) = O + w(b11 h)

por lo que w(bt1 h) � O, i.e., bt1 h E OK[xJ, i.e., (*) es una factorización de
f(x) en Ox[xJ, una contradicción. O 
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1 .3 .  Polinomios sobre campos no arquimedianos 

Como una consecuencia importante tenemos el siguiente criterio, debido a 
G. Eisenstein, para la irreducibilidad de un polinomio con coeficientes en OK :

Teorema 1 .20 (Eisenstein). Sean K, v un campo valuado discreto, OK su
anillo de enteros y '1T' un elemento primo de v. Supongamos que f (x) =
ao + a1 x + · · · + a,a .x!' es un polinomio con coeficientes en OK tal que:

( 1 )  v(ara) = O. 
(2) v(a¡) � l para O S j S n - 1.

(3) v(ao) = l .

Entonces, f (x) es irreducible en K[x].

DEMOSTRACIÓN. Por el lema de Gauss basta probar que f(x) es irreducible en 
OK [x]. Supongamos entonces que 

J (x) = g(x)h(x) en OK [x], 

donde g(x) = bo + · · · + b, . .x1" , h(x) = co + · · · + csY! y r + s = n. Al reducir
(los coeficientes de) estos polinomios módulo el ideal máximo PK = 'TT'OK se 
obtiene 

f(x) = ao + a1x + · · · + an.x!' = a,a.x!',

ya que a¡ E PK para O S j S n - 1. Ahora, como f = gh en OK [x], entonces 
f = gh en Kv

= OK/PK y por lo tanto 
-_.n -f --h -b - r+s a,a.x = = g = rCsX , 

y así g(x) = b,.x· y h(x) = cs.r. En particular v(bo) � 1 y v(co) � 1, de 
tal forma que v(ao) = v(b0c0) = v(b0) + v(c0) � 2 ,  en contradicción con la
hipótesis (3). D 

Un polinomio que satisfaga el criterio de Eisenstein anterior se llaina un 
polinomio de Eisenstein. 

Ejemplo 13. Sea K = Qp. Entonces, el polinomio ciclotómico 

</>p(x) := xp-l + xP-2 + · · · + x + 1 E Zp [x]

es irreducible en Qp[x]. 
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1. Campos locales

En efecto, notamos primero que </>p(x) es irreducible si y sólo si </>p(x + 1)
lo es. Usando esto escribamos 

</>p(x + 1) = (x + l )P - 1
(x + 1) - 1

= � ( xP + ( f) xp- l + · · · + ( p 
� 1) x + 1 - 1 )

= xp- I + (f) xp-2 + · · · + (
p

� 2) x + (
p

� l )

y notemos que como Pl (f) para 1 � i � p - 1,  entonces l (f) lp < 1 para
estos coeficientes; ahora, para el término de grado l 1 1 P = 1 y para el término
independiente (P� 1 ) = p, y así l (P� 1) l p = I Plp ·

El lema de Hensel, que probaremos a continuación en una de sus versiones, 
es un resultado análogo al método de Newton en JR, que infiere la existencia de 
una raíz de un polinomio de la existencia de una raíz aproximada del mismo. 

Lema 1 .2 1  (Hensel). Sea K, v un campo valuado no arquimediano completo. 
Sean f(x) E OK[x] y ao E OK tales que 

(*) I J(ao) lv < IJ'(ao) I� 
donde J'(x) es la derivada de f(x). Entonces: 

(1) Existe un a E OK tal que f(a) = O. 

( ) M, , I I 
IJ  (ao)lv 2 as aun, a - ao v � 
lf'(ao)lv

. 

(3) De hecho, existe un único a E OK tal que f(a) = O y satisface (2). 

DEMOSTRACIÓN. Sean X, Y indeterminadas algebraicamente independientes 
sobre K. Substituyendox por X +Y en f(x), expandiendo los binomios (X + Y)í 
y agrupando potencias de Y, podemos escribir 

(1) f(X + Y) =  /(X) + Yf1 (X) + Y2 h(X) + · · · ,
donde cada Jj(X) E K[X] y, de hecho, como f(x) E Ox[x], entonces 
Jj(X) E OK[X] . Es claro que f(X) aparece como el primer término en (1) y 
además !1 (X) = J' (X).
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1 .3 .  Polinomios sobre campos no arquimedianos 

Ahora, de la hipótesis ( *) se sigue que J' (a0) =/ O ya que de lo contrario por
(*) se tendría que I J(ao)lv < O, lo cual es absurdo. Podemos entonces definir 

de tal forma que 

bo := _ f(ao) 
= _ f (ao)

ÍI (ao) f'(ao) 

lb I = lf(ao)lv = l!Cao)l v l!'(ao)lv < I !'< )I < 10 v 
lf'(0-0)lv IJ'(ao)I � 

ªº v -

(la penúltima desigualdad por (*) y la última desigualdad porque ao E Ox y 
J'(x) E OK [x]). Se sigue que
(2) lbo lv < I J'(ao)lv S l .  

De la definición de bo se tiene que f (ao) + bof1 (ao) = O, y substituyendo 

X por ao y Y por bo en (1) obtenemos 
2 I J(ao + bo) l v = l f(ao) + bof1 (ao) + hoh(ao) + · · · + flofi(ao) + · · · lv

2 = lboh(ao) + · · · + bbfj(ao) + · · · lv 

S �#{ lb6fi(ao)l v } = �#{lb6 l v 1Íi(ao)lv} 
]_ ]_ 

S máx{ lb6 lv } ya que Jj(ao) E OK j?:_2 

S lbo l � ya que lbo lv < 1 ,  y así la mayor potencia es lbo l�

1 
f (ao) 

1
2 

d fi . .  , d b = 
f¡ (ao) v 

por e mc1on e o

I J(ao)lv =
l fi (ao)l2 l f(ao)l v  < l f(ao)lv, por (*).

Similarmente, si en lugar de f(x) usamos el polinomio !1 (x), substituimos
.x por X + Y y luego X por ao y Y por bo, obtenemos que

l fi (ao + bo) - f1 (ao)l v  =. l f1 (ao) + bof1. 1 (ao) + · · · + b'ó f1,n (ao) - f¡ (ao)lv
= lbofi . 1 (ao) + b�J1,2(ao) + · · · + b'ó f1,n(ao)lv 

S máx{ lb6f1,j(ao)lv } 

S máx{ lb6 l v} ya que Ji.j(ao) E Ox 

S lbo l v  < l f1 (ao) lv ;  
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1 .  Campos locales 

la penúltima desigualdad porque lbo lv < 1 y así lbo l! es la mayor potencia, yla última desigualdad por (2). De esta desigualdad se sigue, ya que I lv es no arquimediana, que 
1 !1 (ao + bo) lv = IU1 (ao + bo) - !1 (ao)) + !1 (ao) lv 

= máx{ l<J1 (ao + bo) - f1 (ao)) l v, l f1 (ao) lv } = I J1 (ao) l v · Poniendo a1 := ao + bo E Ch, hemos mostrado que
y I J(a1 ) lv < I J(ao)l v ·Repitiendo inductivamente el proceso se obtiene una sucesión de elementos ª" = ªn- 1 + bn- 1 E (h con f(an)  + bn fi(an) = O y tales que:
(i) 
y 
(ii) 

IJ1 (an ) lv = 1 Ji (ao) lv para toda n

Se sigue que 
(3) IJ(an+1 ) l v < I J(an ) l v  < IJ(an- 1 ) l v < · · · < I J(ao) lv < I J'(ao) I :  � 1
y, por lo tanto, 
Más aún, 

y así 

lím {f(an)}  = O.
n-+oo 

Jan +  bn - a,1 J v por definición de ªn+ lJbn Jv 

1 f(an) 
1 - Íl (an) v ya que J(a11) + bnf1 (a11) = O

J f(an) lv (') I J1 (ao) lv 
por 1 
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1 .3 .  Polinomios sobre campos no arquimedianos 

ya que f(an ) - O. Se sigue que la sucesión {a11 } es de Cauchy en K, que es completo, y por lo tanto converge a algún elemento a E K. Además, como la11 lv � 1 para todo n ya que a11 E OK, entonces 

y por lo tanto a E Ox. También, 
I J(a) lv = I J( lím (a,.)) l v  = 1 lím f(a,1 ) l v  = O,11-HX) n-CXl 

lo que demuestra la parte ( 1 ). Para la parte (2), como 

entonces 

a¡ ·- ao + bo a2 .- a1 + b1 

a11 - ao = a11 ..... ¡ + b11 ..... ¡ - ao- ªn-2 + bn-2 + bn- 1  - ao 

a¡ + b1 + bi + · · · + b,. ..... 2 + b,. ..... 1 - ao ao + bo + b 1 + · · · + b11 ..... 1 - a0n-1 
¿ b1 
}=O 

y por lo tanto 
a - ao = lím (a11 - ao) = � b1 .n-= L._¿ 

J=O 

También, como f(a11) + b11f1 (a11) = O para toda n, entonces
b,. = - f (a,.) = - f(a,.) 

ft(a,.) f1 (ao) ' 
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(la última igualdad por (i)). Se sigue que 

f bi = f- f(aj)

J=O v J=O !1 (ao) v 

< máx { IJ(a1)lv }
IJ1 (ao)lv 

IJ(ao)lv =
1!1 (ao)lv 

por (3) 

IJ(ao)l v = 
IJ'(ao)lv '  

lo cual demuestra la parte (2). 

1 .  Campos locales 

Para demostrar la parte (3) supongamos que existe un a i- a tal que íi E ('.J K , 

r,;\ ¡- I IJ(ao) lv Í\u1 = 0 y  a - ao v :=; I I I . f (ao) V 

Pongamos ¡; := a - a E o K . Entonces

O J(íi) = f(a + b)
- -2 = J(a) + bf¡ (a) + b h(a) + . .  · 

Por otra parte, 

- -2 bf¡(a) + b h(a) + · · · (ya que f(a) = O). 

lhlv la - alv = la - ªº + ªº - alv
< máx{la - alv, lao - alv } 

< 
1

1 f,(ao)l
l
v por la parte (2) aplicada a a y af (ao) v 

IJ(ao)lv IJ'(a ) I IJ'(ao) I� 
o v

< IJ'(ao)lv = IJ'(a)lv ; 

la última desigualdad por la hipótesis ( *) del lema y la última igualdad porque 
para todo n, IJ'(an)lv = IJ'(ao)lv · Se sigue que 

lblv < IJ'(a)lv ::; l.
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1 .3 .  Polinomios sobre campos no arquimedianos 

Ahora, como para toda j 2:'. 2 se tiene que l/j(a)lv S 1 ,  entonces 

lhilv l f¡(a)l v S iP lv < lbl; < lhlv lJ'(a)lv 

y por lo tanto 

Ü= IJ(a) lv = I J(a+b)lv = lbfi (a)+h2 fz(a)+ · · lv = lbf1 (a)lv = lblv l f1 (a)lv,

pero como IJ1(a)lv f: O, entonces lblv = O, i.e., b = O, i.e., a = a, lo que
demuestra la parte (3). O 

La variación que veremos a continuación es un caso particular del lema de 
Hensel anterior y de la versión que veremos inmediatamente después: 

Corolario 1 .22. Sea K, v un campo valuado no arquimediano completo y sean 
f(x) E OK[x] y ao E OK. Consideremos sus reducciones f(x) E K[x] y 
ao E K y supongamos que se tiene que 

(t) f(ao) = O en K 

y que además 

(t t) 
-/ f tao) f: O,

i.e., ao es raíz simple de f(x). Entonces, existe un a E Ox tal que a = 'iio y 
f(a) = O. 

DEMOSTRACIÓN. Como f(ao) E Px por (t) y J'(ao) E Ox - PK por (tt),
entonces I J(ao) IK < 1 y I J'(ao)lx = 1, y así se satisfacen las hipótesis del 
lema de Hensel (1.21) y por lo tanto existe un a E OK tal que f(a) = O y 
por (1.21)(2) se tiene que la - aolx S I J(ao)lx/lJ'(ao)lx < 1 ,  por lo que 
a - ao E PK , i.e., 'ii = 'iio.  O 

Nótese que esta variación nos dice que si un polinomio f(x) E OK[x] al 
reducirlo mod Px se tiene que f(x) = (x - ao)g(x) en K[x], entonces existe 
un a E OK y un polinomio <f>(x) E Ox[x] tal que a = ao, 4>(x) = g(x) y 
f(x) = (x - a)<f>(x). Ésta es la forma en que se generalizará este corolario al 
considerar una factorización de f(x) en K[x] bajo la condición correspondiente 
a la hipótesis de que ao es una raíz simple, i.e., bajo la condición de que (x - a0) 
es coprimo con g(x ). La versión del lema de Hensel que veremos a continuación 
tiene, en cierta forma, alguna semejanza con el lema de Gauss que nos dice que si 
un polinomio se factoriza en K[x] , entonces se factoriza en Ox [x] :  esta versión 
del lema de Hensel nos dice que, bajo ciertas condiciones, una factorización en 
K[x] se levanta a una factorización en OK[x] : 
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1 .  Campos locales 

Teorema 1 .23 (Lema de Hensel, segunda versión). Sea K, v un campo valua­
do no arquimediano completo y sea f(x) E OK[x]. Supongamos que existen 
polinomios g1 (x), h 1 (x) en OK[x] tales que: 
( 1 )  g 1 (x) es mónico. 
(2) 8l (x) y h1 (x) son coprimos en K[x].
(3) f(x) = 81 (x)h1 (x) en K[x]. 

Entonces, existen polinomios g(x), h(x) en OK [x] tales que: 
( l )' g(x) es mónico.
(2)' 8(x) = 81 (x) y h(x) = h1 (x).

(3)' f(x) = g(x)h(x) en OK[x].

DEMOSTRACIÓN. La idea de la demostración es similar a la demostración de la 
primera versión del lema de Hensel, aproximándonos a la factorización deseada 
por medio de factorizaciones módulo potencias 7Tk de un elemento 7T E PK,  de
tal forma que en el límite se tenga la factorización requerida. Nótese que como 
por hipótesis g1 (x) es mónico y queremos que g(x) sea mónico, entonces se debe 
tener que gr(g) = gr(g1 ), Pongamos entonces n = gr(f) y m  = gr(g 1 ) = gr(g).
Como 7 = 8i h1 en K[x], entonces gr(h 1 ) � n - m (puede ser menor si
gr(!) < gr(!), lo cual puede suceder si al reducir coeficientes módulo p K se 
vuelve O el coeficiente de grado de f(x)). Queremos construir dos sucesiones 
de polinomios g;(x) y h;(x) con coeficientes en O K [x] tales que: 

(i) Cada g; sea mónico de grado m ;

(ii) g;+1 = g; mód 7Ti y h;+ 1 = h ;  mód 7Ti ;
(iii) f(x) = g; (x)h;(x) mód 7Ti,

donde se entiende que las congruencias son coeficiente a coeficiente. Observe­
mos que una vez construidas estas sucesiones ya habremos probado el teorema 
ya que definiendo g(x) como el límite (coeficiente a coeficiente) de los g;(x), 
y h(x) como el límite (coeficiente a coeficiente) de los h;(x), notando que es­
tos límites existen por la condición (ii) de arriba y porque j7T IK  < 1 y porque
K es completo, se tendrá entonces que g(x) y h (x) están definidos y de he­
cho tienen coeficientes en OK. Más aún, como cada g¡ es mónico de grado 
m ,  entonces g(x) también es mónico de grado m, y la condición (ii) de arri­
ba implica que g(x) = g¡ (x) mód PK y h(x) = h ¡ (x) mód PK, y, por (iii),
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J(x) = g(x)h(x) mód 7T'j para toda j 2'.: 1 y por lo tanto /(x) = g(x)h(x) como
se quiere. 

Resta entonces mostrar la existencia de las sucesiones de polinomios g¡ y h; 
con las propiedades (i), (ii) y (iii) anteriores. Para comenzar, observemos que 
por la hipótesis (3) del teorema la diferencia / (x )-g¡ (x )h ¡ (x) tiene coeficientes 
en P K y por la hipótesis (2) existen a(x), b(x) E Ox íx] tales que 

a(x)g¡ (x) + b(x)h 1 (x) = 1 mód PK·

Entonces, entre los coeficientes de los polinomios f (x) - g1 (x )h ¡ (x) y 
a(x)g¡ (x) + b(x)h 1 (x) - I (estos coeficientes están en Px) escogemos uno que 
tenga mayor valor absoluto; éste es el elemento 7T' E PK que necesitamos. Si 
71' = O, f (x) = g 1 (x)h 1 (x) es la factorización deseada. Si 7T' i= O, construiremos
la sucesión de polinomios deseada observando que ya tenemos g1 y h 1 por las 
hipótesis del teorema. Para construir g2 y h2 notemos que como se debe tener 
que g2(x) = g¡ (x) mód 7T', entonces se debe tener que g2(x) = g ¡ (x) + 711'¡ (x) 
con r1 (x) E Ox [x]. Similarmente se debe tener que h2(x) = h ¡ (x) + 7T's¡ (x) 
con s¡ (x) E Ox [x]. Así, para mostrar la existencia de g2 y h2 debemos mostrar 
la existencia de r1 y s¡ con las propiedades deseadas, i.e., debemos resolver 

f(x) - g2(x)h2(x) mód 71'
2 

- (g¡ (x) + 7rr¡ (x))(h 1 (x) + 7T's1 (x}) mód 1T2 

- g¡ (x)h 1 (x) + 7T'r¡ (x)h 1 (x) + 7T'S� (x)g¡ (x) + 71'
2r1 (x)s1 (x) mód 71'

2 

- g¡ (x)h ¡ (x) + 7T'r¡ (x)h ¡ (x) + 1Ts1 (x)g1 (x) mód 71'
2.

Ahora, como /(x) = g1 (x)h 1 (x) mód 7T', entonces f(x) - g1 (x)h 1 (x) =
m(x) con t(x) E OK [x] y así, substituyendo en la congruencia anterior debemos 
resolver 

m(x) = 71T¡ (x)h 1 (x) + 7T'S¡ (x)g ¡ (x) mód 71'
2,

donde cada miembro t(x ), r¡ (x )h 1 (x) y s1 (x )g¡ (x) tiene coeficientes en O K. 
Dividiendo la congruencia anterior entre 7T' obtenemos 

t(x) = r1 (x)h 1 (x) + s1 (x)g¡ (x) mód 7T'

y ésta es la congruencia que debemos resolver para determinar r1 y s¡. 
Ahora, de la definición de 7T', si e j son los coeficientes del polinomio 

a(x)g¡ (x) + b(x)h ¡ (x) - 1 ,  entonces hlK � 1 7T' IK < 1 ,  par lo que cj/71' E OK 
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y así 

a(x)g ¡ (X) + b(x)h ¡ (X) - 1 = i:>jXj = c�=(cj/'1T)Xj) '7T = Ü mÓd '7T,
j 

es decir, a(x)g¡ (x) + b(x)h ¡ (x) = 1 mód '7T, y multiplicando ahora esta
congruencia por t(x) obtenemos 

a(x)t(x)g¡ (x) + b(x)t(x)h 1 (x) = t(x) mód '7T

y esto resuelve la congruencia (*) poniendo r1 (x) := b(x)t(x) y s1 (x) ·­
a(x)t(x); sin embargo, tenemos el problema de que no se tiene control sobre 
el grado de r1 (x) y por lo tanto no podemos garantizar que g ¡ (x) + '7Tri (x) sea 
mónico (y éste es el candidato para g2(x)). Para remediar esto observemos que 
lo que necesitamos es un polinomio r¡ (x) que satisfaga que gr(r¡ ) < gr(g¡ ).
Ahora, dividiendo r1 (x) por g1 (x) obtenemos r1 (x) = g1(x)q(x) + r1 (x) con
gr(r1 ) < gr(g1 ) y poniendo s ¡ := s1 (x) + h 1 (x)q(x) se sigue que 

r ¡ h ¡ + s ¡g¡ = (r¡ - g¡ q)h ¡ + (s¡ + h 1q)g ¡ 

rih 1 - g 1h 1q + s1 g 1 + g 1h 1 q
r1 h 1 + s1g 1 
t mód '7T, 

la última congruencia porque r1 y s1 son soluciones de ( * ); se sigue que los
polinomios r¡ (x) y s1 (x) de O K [x] también son soluciones de la congruencia ( *) 
pero ahora con la condición de que gr(r 1 ) < gr(g1 ), par lo que g2(x) := g1 (x) + 
nr 1 (x) es mónico y tiene grado m = gr(g). Claramente, g2(x) = g1 (x) mód '7T.

· Más aún, poniendo h2(x) := h 1 (x) + '7TSJ (x) se tiene que h2(x) = h 1 (x) mód '7T 
y 

g2h2 - (g¡ + 1Tr1 )(h 1 + '7Ts¡ ) = g¡ h ¡  + '7Tg¡ s¡ + '7Tr¡ h ¡ + '7T2r ¡ s 1 

g1h 1 = f mód '7T, 

como se requería. 
Finalmente, obsérvese que como g ¡ y h 1 son coprimos mód PK,  entonces 

g2 y h2 también son coprimos mód p K.  El argumento antefibr se aplica 
recursivamente comenzando ahora con g2 y h2 para producir las sucesiones 
deseadas. O 

Ejemplo 14. Sea p un primo y consideremos el campo Qp y el polinomio 
f(x) = xP-1 - l E Zµ [x]. Entonces, reduciendo coeficientes módulo pZp y
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ya que Zp/ pZp = lF p, se tiene que f(x) = xP- 1 - 1  E lF p [x]. Observamos que
el polinomio f(x) se descompone en factores lineales sobre lF P y así, aplicando
repetidamente el lema de Hensel anterior, tenemos que f(x) se descompone en 
factores lineales sobre Zp. En otras palabras, Zp contiene a las raíces (p - 1)­
ésimas de la unidad. Esto se usó en el ejemplo 1 1  después de (1 . 16) y en el 
ejemplo 12 después de ( 1.18). 

El corolario siguiente nos dice que si un polinomio mónico en K[x] es 
irreducible y tiene término independiente en Ox , este polinomio de hecho está 
en Ox [x]: 

Corolario 1 .24. Sea K un campo valuado no arquimediano completo y sea 
f(x) = ao + a1x + · · · + x!' E K[x] un polinomio mónico irreducible tal que
ao E Ox. Entonces f(x) E Ox[x]. 

DEMOSTRACIÓN. Si f(x) no estuviera en Ox[x], entonces alguno de sus 
coeficientes a¡ tendría valor absoluto la¡ l x > 1 ;  nótese que este coeficiente 
no puede ser el término de grado (ya que éste es 1) ni el término independiente. 
Sea N el menor de los índices i tales que O < i < n y laN I K  > l es el mayor
de todos estos ladx > l. Consideremos el polinomio g(x) :=  ( 1 /aN)f(x) y 
observemos que g(x) E Ox [x]. Entonces 

g(x) _ ªº + �X + . . .  + ªN- 1 ?-1 + ? + ªN+l ?+ 1  + . . .  + _l_xll 

ªN ªN ªN ªN ªN 

( 
ao + . . .  + ªN- 1 ?-1 ) + ? ( 1  + ªN+l X + . . .  + _!_x!'-N)
ªN ªN ªN ªN 

y así en K[x] se tiene que g(x) = xll(l +· · ·+( 1 /aN)x!'-N), ya que el polinomio
en el primer paréntesis anterior tiene coeficientes en PK· 

Por la segunda versión del lema de Hensel se sigue que g(x) = <j,(x)tf¡(x) 
en K[x] con gr(<f,) = N y gr(t/J) = n - N, i.e. g(x) = (1/aN)f(x) = <f,(x)tf¡(x) 
es reducible y por lo tanto f(x) también lo es; una contradicción. O 

1 .4 Extensiones finitas de campos completos 
En esta sección estudiamos extensiones finitas de campos L / K, donde K es un 
campo no arquimediano completo, y probamos que su valuación v x se puede 
extender en forma única a una valuación VL de L de tal forma que L, vL resulta 
un campo valuado no arquimediano completo también. 
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1. Campos locales

Recordemos primero que si L / K es una extensión finita de campos 
valuados, como L es un espacio vectorial sobre K, el valor absoluto I I L 
de L induce normas y distancias en L, donde recordamos que una norma de 
un K-espacio vectorial V de dimensión finita n � 1 es una función 

tal que: 

(i) llall � O para todo a E V y llall = O si y sólo si a = O. 
(ii) lla + bll :s; llall + 1 1h 1 1  para todo a, b E V.
(iii) I I Aal l = I A l x llall para toda a E V y todo A E K, donde l lx es la valuación 
de K. 

Entonces, para probar la unicidad de la extensión del valor absoluto \ \ x de 
K al campo L debemos probar que si K es completo, entonces cualesquiera dos 
normas de L inducen la misma topología en L. El lema siguiente demuestra 
esto: 

Lema 1 .25. Sea K, 1 1 K un campo valuado completo y sea V un K-espacio vectorial de dimensión finita n. Entonces, cualesquiera dos normas 11 ll 1 y 
11 1 12 en V inducen la misma topología. Más aún, V es completo bajo la métrica inducida. 
DEMOSTRACIÓN. Por inducción sobre n � 1. Si n =  1 no hay nada que probar 
ya que en este caso V � K y si { w¡ } es una base de V y 11 1 1  es cualquier norma 
de V, entonces para todo a E V, escribiendo a= Aw¡ con A E K, se tiene que 

llal l = I I Aw1 1 1 = I Alx l lw1 1 1 
y poniendo e := llw1 1 1 > O (ya que w¡ =/= O), entonces llal l = clAlx ,  por lo que 
11 11 y I l x inducen la misma topología en V y claramente V es completo bajo 
esta métrica. 

Supongamos ahora que n > 1 y que el resultado es válido para K-espacios
vectoriales de dimensión :s; n - 1. Sea w¡ , ... , Wn una base de V y sea 11 1 1  
una norma arbitraria en V. Compararemos a 1 1  1 1  con la norma del máximo 
11 l lo : V --+ lR dada como sigue: si f3 = A ¡w¡ + · · · + ÁnWn E V se define
1 1/31 10 := m� IAj lK· Claramente, 1 1  llo es una norma de V y V es completo con

J 
respecto a esta norma. 

34 

11 11: V-+ R+ U {O} 



1.4. Extensiones finitas de campos completos 

Probaremos primero que la topología inducida por II l lo es más fina que la
topología inducida por 11 1 1. En efecto, sea a =  A1 w1 + · · · + Anwn E V con
los A; E K. Entonces 

j j 

< ¿(m� I A¡ lx) l lw¡ I I  = (m� IA¡Jx) ¿ llw¡ I I
j J J j 

= llallo · co con co := 'E¡ llw¡ I I > O constante.

Se sigue que para toda e > O, poniendo o = e/c0 se tiene que l iallo < o implica
que li ali S lialloco < oco = e, como se quería demostrar.

Moslraremos ahora que la topología inducida por U II es más fina que la  
topología inducida por I I  llo - En efecto, supongamos que ya probamos que

n 
para todo e >  O existe un o >  O tal que si a = ¿  Á¡W¡ y lla l l < o, entonces

i=l 
n 

I A11 lx < e. Asumiendo esto, para todo e >  O, si a = ¿  Á¡w¡ , sea On > O tal
i=l 

que llall < o,. implica IA,.lx < e por la afirmación anterior. Como la norma
del máximo ll a l lo es igual al mayor valor absoluto IA¡ l x de los coeficientes de 
a = 'E¡ Á¡w¡ , permutando los vectores w¡ , si hiciera falta, podemos suponer
que llallo = I A,. l x y por lo tanto si l la l l < 011 , entonces IA,. Jx < e, i.e., 
llallo < e, que es lo que se quiere demostrar. Resta entonces demostrar la 
afirmación de arriba. Supongamos que la afirmación es falsa. Entonces existe 
un e > O tal que para todo o > O existe un a = ¿ Á¡w¡ con J lall < o pero
I A,. 1 K 2: e. Pongamos 

1 Á t Án- 1 /3 := -a = -W1 + · · · + --Wn- 1 + wn E V.
. Án Án Án 

Nótese que Án # O ya que JA,. lx 2: e por hipótesis. Se tiene entonces que 

1 
1 1/3 1 1  = 

JA,. Jx ll
all S o/e

ya que Jiail S o  y IA,. Jx 2: e y por lo tanto 1/ IAn lK S 1/e. Ahora, como esto 
sucede para todo o > O, reemplazando o por oe se tiene que para todo o > O
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existe un {30 E V de la forma 

f3o = '}'¡ W¡ + · · · + 'Yn- I Wn- I  + Wn E V 
con l lf3s l l  < o. En particular, para o =  1/m con m E N, existe una sucesión de
elementos 

a - (m) (m) V /Jm - 'Y¡ W¡ + . . .  + 'Yn-I Wn- 1 + Wn E
tales que l lf3m 1 1  < 1/m. Se sigue que 

n- 1
a a _ °" ( (m) (t) ) /Jm - /JI - L._¿ '}'¡ - '}'¡ W¡ 

i=I 

(se cancela el wn) y además 
1 1 

\ \f3m - f3, I\ � l\f3m \l + \1 {3, 1\ < 
m + 1 ·

Ahora, por hipótesis de inducción la norma 1 1  1 1  de V restringida al sub­
espacio W generado por { w¡ , . . .  , Wn- 1 } induce la misma topología que 11 l l o
y como f3m - {31 E W satisfacen que l lf3m - f3r l l < I /m + I /t, entonces si 
m, t son suficientemente grandes se tiene que l lf3m - f3, I I  es pequeño y por 
lo tanto l lf3m - f3, l lo = máx l'Yim) - y¡') I debe ser pequeño también, y por lo
tanto los l'Yim) - ,,Y> ¡ deben ser pequeños, i .e., {y¡m) } para i = 1, . . . , n - I ,
son sucesiones de Cauchy en K,  que es completo, y por lo tanto convergen a 
elementos y¡ = lím { ,t>} E K para O � i � n - 1 .  Pongamos ahora 

m-+OO 

Y := y¡w¡ + · · · + Yn-i Wn- 1 + Wn E V.

Entonces, 
n-1 n- 1

1 1:Y - f3m l l  = 11 ¿ (rj - yt>) Wj l l � ¿ IYj - rt> I K l lwj l l  < 6 
j=l j=I 

la última desigualdad porque los l lw; 1 1  son fijos y ,,t> - Yj, por lo que los

IYj - yt> IK son pequeños para m suficientemente grande. Se sigue que

1 1:Y I I  = 1 1:Y - f3m + f3n l l � 1 1:Y - f3m l l  + l lf3m l l  < 6 + �.m 
i.e., 1 1:Y I I = O y así y =  O, por lo que 

O =  Y = Y1W1 + · · · + Yn- ] Wn- 1 + wn 
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en contradicción con la independencia lineal de los w¡ (ya que el coeficiente 
de Wn es 1 ). Se sigue que la afirmación inicial es verdadera, como se quería 
probar. D 

Para la demostración de la existencia de la valuación usaremos el corolario 
( 1 .24) de la segunda versión del lema de Hensel. El resultado que buscamos es : 

Teorema 1 .26. Sea K un campo no arquimediano completo y sea L/ K una 
extensión finita de grado n. Entonces, existe una única extensión I l i  del valor 
absoluto I I K de K, dada por 

l a J i := INi¡K(a) l�n 

para a E L, donde Ni¡K : L * --+  K* es la norma (véase el anexo § 1 . 10). Más 
aún, L es completo con respecto a \ \i . 

En términos de valuaciones, la valuación vi de L que extiende a la 
valuación VK de K está dada por 

1 
vi(a) := -vK(Ni¡K(a)). 

n 

Para las propiedades de la norma Ni¡ K que usamos, véase el anexo § 1 . 1 0. 

DEMOSTRACIÓN. Unicidad. Si I h y J 12 son dos valuaciones de L que 
extienden a la valuación I I K de K, entonces las normas asociadas I I l l i y 11 1 1 2 
inducen la misma topología por el lema ( 1 .25), y por lo tanto las valuaciones 
son equivalentes J h ,..., 1 12 · Más aún, por el mismo lema, si ya se tuviera 
una extensión I l i  de I IK a L, entonces L sería completo con respecto a esa 
valuación. 

Existencia. Definiendo la función J li : L --+ IR mediante !a li  := 
IN L/K(a)l1n , mostraremos que en efecto es una valuación de L .  Primero,
claramente extiende a la valuación de K ya que si a E K entonces Ni¡K(a) = d1 

y por lo tanto ! a li  := INi¡K(a)l�¡n = l� l�
n = la lx .  También es claro que

laJ i � O para todo a E L y además Ja li = INi¡Kl�n = O si y sólo si 
I Ni¡K(a)lx = O, y esto sucede si y sólo si Ni¡K(a) = O, i.e., si y sólo si a =  O. 
También, como Ni¡K es multiplicativa entonces 
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Mostraremos ahora que lalL ::; 1 implica que la + 1 IL ::; 1. Nótese que
esto implica que 1 1 L satisface la desigualdad ultramétrica ya que si a, b E L 
son arbitrarios y, digamos, lal L :2'.: lblL ,  entonces poniendo c := b/a E L se 
tiene que ic li ::; 1 y así 1 1 + clL ::; 1 ,  por lo que

la +  bli = la( l + b/a)li = lalL l l + ciL ::;  ialL = máx{laii ,  lblL }.

Resta entonces probar que I NL¡x(a)lt' ::; 1 implica que INL¡x(a+ l)l�n ::; 1,
o lo que es lo mismo, que INL¡x(a) IK ::; 1 implica que INL¡x(a + l)lx ::; l.
Para esto, primero observamos que considerando el campo intermedio K(a) en
la torre de campos K � K(a) � L y como la nonna es multiplicativa, entonces 

NL¡x(a) = NK(a)/KNL/K(a)(a) = NK(a)/K(a)Í L :
K(a)J ,

la última igualdad porque a E K(a). Se sigue entonces que debemos probar 
que 

I NK(a)/K(a)lx ::; 1 implica I NK(a)/K(l + a)lx ::;  l.

Recordando (§1.10) que la norma NK(a)f K(a) está dada en términos del polino­
mio mínimo J(x) = lrr(a, K) = x1· + · · · + a1x + ao como NK(a)fK(a) = ±ao,
entonces como laolx = INK(a)fK(a)lx ::; 1 se sigue que ao E Ox y como
f(x) es mónico irreducible, por el corolario (1.2 4) de la segunda versión del 
lema de Hensel se sigue que f(x) E Ox[x]. Finalmente, observando que 
f(x - 1) = Irr(a + 1, K) y que el término independiente de f(x - 1) es
f(-1), y como 1 E Ox y f(x) E OK[x] implican que f(-1) E Ox, entonces 
NK(a)fK(a + 1) = ±f(-1) E Ox y por lo tanto INK(a)/K(l + a)lx ::; 1 ,  como
se quería probar. D 

Corolario 1 .27. Sea K, v un campo no arquimediano completo y sea L / K una 
extensión finita. Entonces: 

(1) Si a, b E L son conjugados (i.e., raíces del mismo mónico irreducible en
K[x]), entonces ialx = lbl x,

(2) Si L / K es Galois y si v L es la valuación de L que extiende a la valuación
de K, entonces para todo u E Gal(L/ K) se tiene que VL o <T = VL,

(3) Si L/ K es Galois, entonces para todo <T E Gal(L/ K) se tiene <TOL = OL 

y <TPL = PL · Se sigue que <T E Gal(L/ K) induce, por restricción y paso al 
cociente, un automoifismo a= E Gal(L / K) de los campos residuales respectivos. 
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1.5. Ramificación 

DEMOSTRACIÓN. (1): Por hipótesis a y b tienen el mismo rnónico irreducible 
m(x) = Irr(a, K) = Irr(b, K) E K[x], y por lo tanto tienen la misma norma 
por §1.10: Ni¡K(a) = Ni¡x(b) y así, por el teorema anterior tienen la misma
valuación. El inciso (2) es consecuencia directa de (1), ya que si a E L y 
u E Gal(L/ K), entonces a y u(a) son conjugados. La parte (3) también se
sigue de (1). D 
Corolario 1 .28. (1) Sea L/ K una extensión /mita de campos valuados com­
pletos y supongamos que v K es discreta. Entonces v L es discreta también. 

(2) Si L / K es una extensión finita de Galois de campos valuados discretos y si
'1T' es un elemento primo de L entonces para todo u E Gal(L/ K), u('TT') es un
elemento primo de L. 
DEMOSTRACIÓN. (1): Si n =  [L : K], por el teorema (1.26) se tiene que 

vi(L*) = (1/n)vK(Ni¡x(L*}) <;;;: (1 /n)vK(K*)
y así, corno vx(K*) es discreto, entonces también vi(L *) lo es. La parte (2) se 
sigue del inciso (1) del corolario anterior. D 
Observación. Si L / K es una extensión algebraica, no necesariamente finita,
de un campo valuado no arquimediano completo K, entonces la valuación vx 
de K se extiende de manera única a cualquier subcampo M <;;;: L de grado finito
sobre K y por lo tanto, usando el lema de Zom, se extiende de manera única 
a L .  Sin embargo, el campo L con esta valuación vi no necesariamente es
completo. 

1 .5 Ramificación 
Dada una extensión L / K de campos valuados no arquirnedianos completos, 
donde la valuación vi de L extiende a la valuación vx de K, denotado vi l vx , 
en esta sección estudiarnos algunos invariantes asociados a L / K y v L lv K, en
especial los grupos vx(K*) <;;;: vi(L *) y la extensión L/ K de sus campos
residuales: 
Definición 1 .29. El índice e =  e(L/K) := [vi (L*) : vx(K*)] se llama el 
índice de ramificación de la extensión de campos valuados L / K. 

El grado f = f (L / K) := [L : K] de la extensión de campos residuales 
L / K se llama el grado residual de la extensión de campos valuados L / K. 

Ambos invariantes son números enteros 2::: 1 ó +oo. 
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Probaremos primero en (1.33) que si L/ K es finita de grado n, entonces
ef � n .  Si además la valuación VK es discreta (y por lo tanto vi también es 
discreta por el corolario anterior), entonces mostraremos en (1.35) que ef = n .

Si f = n se dice que L / K es no ramificada y si f = 1 se dice que L / K es 
totalmente ramificada. En el primer caso los grupos de valuación resultan ser 
iguales y se pueden describir en términos de la extensión de campos residuales 
L/ K. En el segundo caso, los campos residuales son iguales y se pueden
describir en términos de polinomios de Eisenstein. 

Al final, probaremos que si L / K es una extensión finita de campos valuados 
discretos completos, entonces existe un campo intermedio Lo tal que 

L 

K 

�mente ramificada 

Lo 

/ooramificada 

Los invariantes evi.fvx y ÍvLfvx son transitivos en el sentido siguiente: 

Lema 1 .30. Sea L ;2 M ;2 K una torre de campos valuados. Entonces: 

( 1 ) evi/vx = evi /vM evM/vx ·  
(2) Ívi/vx = Ívi/vM ÍvM/vx ·
DEMOSTRACIÓN. Directa de las inclusiones vi(L *) :2 VM(M*) :2 VK(K*) y
K � M � L respectivamente. O
Lema 1 .3 1 .  Sea L / K una extensión finita de campos valuados no arquime­
dianos. Sean n = [L : KJ y J = fvL/vx · Entonces, J � n .

DEMOSTRACIÓN. Mostraremos que cualesquiera n + 1 elementos a1 , ... , ªn+ 1
del campo residual r son linealmente dependientes sobre K. Sean a1 , .. . , a11+ 1
en Oi representantes de los a¡. Como Oi � L y [L : K] = n, entonces los a¡
son linealmente dependientes sobre K y así existen ex¡ E K tales que 

n+ I ¿ ex¡a¡ = O con algún ex; =I O. 
i= l 

Dividiendo por el coeficiente ex¡ =I O que tenga mayor valor lex¡ lvK podemos
suponer que máx { 1 ex¡ lvK } = 1 y por lo tanto todos los coeficientes ex; en ( *)
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1 .5. Ramificación 

están en OK y alguno de ellos tiene valor lai lvK = 1 y por lo tanto no está en
PK, i.e., algún ªi =/: O en K. Reduciendo la igualdad (*) módulo Pi se obtiene 

n+l
¿a;'a; = O con algún ªi =/: O en K,
i=l 

i.e., las n + 1 clases a; E L  son linealmente dependientes sobre K. O

Lema 1 .32. Sea L / K una extensión finita de campos valuados no arquime­
dianos. Sean n = [L : K] y e = evi/v,c Entonces, e S n.

DEMOSTRACIÓN. Sea k S evif vK cualquier número natural y supongamos que se
tienen elementos a1 , ... , ªk E L • tales que las clases laterales v¿ (a¡)+vK(K*), 
. .. , vi(ak) + VK(K*) son distintas en el grupo cociente vi(L *)/vK(K*). Mos­
traremos que los elementos a 1 , • . .  , cxk E L * son linealmente independientes 
sobre K. En efecto, si 

k 
¿c;a; = O con c; E K. 
i=l 

observarnos que para cada par de términos c; cr; y Cjaj con i =/: j, si sucediera 
que vi(c¡a;) = vi(cjaj) entonces se tendría que 

vi(c;) + vi(a;) = vi(c;a;) = v¿(cjaj) = v¿(cj) + vi(aj)

y por lo tanto vi(a;) - v¿(aj) = vL(aj) - v¿(a;) E VK(K*), es decir, las clases 
laterales v¿(a;) + vK(K•) = vi(aj) + vK(K•), lo cual es una contradicción con 
la suposición inicial sobre estas clases. Se sigue que v¿(c¡a;) =/: vi(cjaj) si 
i =/= j. Entonces, por (1.1) se tiene la última igualdad en 

+oo = vi(O) = vi (t c;a;) = mín{v¿(c; a;)} ,  
1= 1  

y por lo tanto v¿(c;a;) = +oo para toda i, es decir, c;a¡ = O para toda i ,  y 
así c¡ = O para toda i ya que los a¡ =/= O. Se sigue que los a; E L • son
linealmente independientes sobre K para todo k S evi/vK y consecuentemente
evi/vK S [L : K] = n. O 

El resultado principal combina el grado n de la extensión finita L/ K, el 
índice de ramificación e y el grado residual f de vi lvK: 
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1. Campos locales

Teorema 1 .33. Sea L / K una extensión finita de campos valuados no arqui­
medianos tales que vi lvx. Sean n = [L : K], e = e(vL/vk), J = J(vL /vk), 
Entonces e f � n. 

DEMOSTRACIÓN. Usando los dos lemas anteriores, sean a¡,  ... , a¡ elementos 
de OL tales que sus clases residuales cij formen una base de L sobre K. Y sean
{31 , ... , f3e elementos de L * tales que sus valuaciones vL ({3j) sean representantes
de clases laterales distintas en el cociente vi(L *)/vK(K*). Probaremos que los 
ef elementos a;/3j E L son linealmente independientes sobre K. Supongamos
entonces que L, C¡jai/3j = Ü

i,j 
con los c;j E K. 

Multiplicando los coeficientes c¡j por el inverso multiplicativo del coefi­
ciente que tenga la menor valuación vK(cij) ,  podemos suponer que todos los
coeficientes c;j E OK pero no todos están en PK·

Observemos ahora que si para toda j se tuviera que L; c;jai E PL , entonces
L; Cija; = O en L y como los ci; son linealmente independientes sobre K,
entonces se tendría que todas las c¡j E PK,  en contradicción con el  párrafo
anterior. Se sigue que debe existir un índice j tal que L; c;j a¡ E O L - p L = U L
y así 

(1) 

Ahora, consideremos la igualdad 

O =  ¿, cij aif3j = ¿, {3j ¿cija¡
i,j j 

y observemos que para cada j, dividiendo el sumando L; C¡jai entre el
coeficiente c;0j dado por vi(c;0j) := mín; {vL (C¡j)},  se tiene que 

VL ( � cij a¡) = V¿ (c¡0j � :�
j 

a¡)

= v¿(c;0j) + vi (L, c? a¡)
i c,01 

v¿(c;0j) por (1) 
mfn{vL (c;j)}. 

1 
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1 .5. Ramificación 

Entonces, para cada j el sumando correspondiente de (*) satisface que 

VL (/3j � Cija) = vi(f3j) + �ín{v¿ (C¡j)}

, estos números son distintos entre sí porque los v L (/3 j) representan clases
aterales distintas en v¿(L *)/vK(K*). Aplicando (1.1)(4) a (*) se sigue que 

+oo = VL(O) = VL ( 2t /lj � C;ja,)

- mJn { vL ({31 � c1ja) }

mJn {v¿ ({3j) + � {v¿(cij)}}

= mJn { m/n {v¿ (/3jCij)} }

= mín {vL(f3 ·c· ·) } • • J IJ 
1,J 

'! ;>0r lo tanto todos los /3jCij = O, pero como los /3i =f. O, entonces todos los
e¡_ = O. O 

Oaservación. En general no se tiene la igualdad ef = n. Por ejemplo, 
si K no es completo y K es su completación, entonces [K : K] # 1 pero 
((K/K) = 1 = f(K/K) por (1.12) (3) y (4). De hecho, aun si L/K es una
eJltensión finita de campos completos, pero no discretos, la igualdad puede 
falar, como lo muestra el ejemplo siguiente: 

E.f!mplo 15. En la literatura de campos valuados este ejemplo no ha sido tratado 
en detalle; por su importancia ofrecemos los detalles del mismo: 

Sean Ko = Q2 , K1 = Ko((1 )  con {f = 2 ,  y recursivamente se define
K, = Kn- 1 ((n) donde {;= ln-1 · Entonces K = LJ Kn , y claramente K/Q2 

ri>O 
es una extensión algebraica; así, la valuación 2-ádi� v de Q2 se extiende en 
fo:ma única a una valuación v de K. Observemos ahora que v(Kri) = (l/2")'ll., 
pa·a toda n � O. En efecto, v(Ko) = v(Q2) = Z = (1 /2 º).Z, y si suponemos,
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por hipótesis de inducción, que v((n- l) = 1 /2n- l , corno (� = (n- 1 , entonces
v((11 ) = 1 ¡2 n por lo que (11 {/. K11 _ ¡ y por lo tanto

2 = [Kn : K11_ i ] 2: [v(K11) : v(Kn-1)] 2: 2 ;

se sigue que v(K,1 ) = (1 /2n)z. Corno consecuencia de esto se tiene que
00 

v(K) = LJ 0 ;2n)z.
11=0 

De esta igualdad se sigue que si v(K) � H, con H un subgrupo de JR* y
[ H  : v(K)) :S 2, entonces v(K) = H.

Mostraremos ahora que el campo residual Kv de (K, v) es IF2. En efecto, sea 
v" la restricción de v a  K". La torre de extensiones Ko � K1 � · · · � K11 � • • • 

induce la torre de campos residuales Ko,v0 � Ki,v1 � • • • � Kn,v. � · · · , por 
00 

lo que Kv = u K,1,Vn •
11=0 

De la desigualdad del teorema (1.33) 

2 = [K11 : Kn- i J 2: [v11(Kn) :  V11- 1 (Kn- 1)] · [Kn,vn : Kn- 1 ,v._ 1 ] 

y de la igualdad obvia 

[v,/K11) :  V11- 1(K11-1)] = [(1 /2n)z : ( l /2 n-1)Z] = 2
se sigue que [Kn,Vn : Kn-1,Vn-l ] = l ,  i.e., Kn,Vn = Kll- 1,Vn-l  para toda n 2: 1 ,
y por lo tanto 

Kv = Q2 = IF2. 
Como es usual, denotemos por A =  i (una raíz de x2 + 1 E K[x]), y sea

K = K(i). Mostraremos que [K : K] = 2 ,  i.e., mostraremos que el polinomio
</>(x) = x2 + 1 es irreducible en K[x] . En efecto, si no lo fuera tendría una raíz
en K y por lo tanto en algún Kn. Sea n 2: O el menor índice tal que i E Kn. 
Obsérvese que n > O ya que, con el cambio de variable x - x + 1 ,  es evidente
que el polinomio 

</>(x + 1) = (x + 1 )2 + 1 = x2 + 2x + 2

es irreducible sobre Ko = Q2, por el criterio de irreducibilidad de Eisenstein.
Se sigue que n 2: 1 y así, i E K,1 es de la forma i = e + d(n con e, d E K11_ ¡.
Elevando al cuadrado esta igualdad se obtiene 

-1  = i2 = (e + d(n)2 = c2 + d2(n-1 + 2cdln ,
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1 .5. Ramificación 
y comparando coeficientes se tiene que cd = O por lo que e = O ó d = O. Si
e =  O, entonces - 1 = d2(n- l y por lo tanto 

O =  v(- 1) = v(d2 ) + v((n- 1 ) = 2v(d) + 1 /2n- l ,
y así v(d) = - 1 ¡2n , una contradicción ya que d E Kn- l · Si d = O, entoncesi = e E Kn- 1 , lo cual contradice la elección de n.  Se sigue que x2 + 1 esirreducible sobre K y por lo tanto K = K(i) es de grado 2 sobre K. De manerasimilar, para Kn := Kn (i) se tiene que [Kn : Kn] = 2 para toda n 2:'. O. Sea v la (única) extensión de la valuación v de K a K. Entonces,[v(K) : v(K)] � 2, y así, por una observación previa se tiene que v(K) = v(K), por lo que e(K/K) = l .  Mostraremos ahora que f(K/K) = 1, es decir, mostraremos que los campos residuales K; = Kv son iguales. Para estonecesitaremos el cálculo siguiente: para cada n '2:: 1 sea 

Mostraremos que v(sn - i) '2:: 1 - l/2n+1 para i = J=I. En efecto,

y notamos que v(sn- 1 ) = O, por lo que v(4sn-1 ) = v(4) = v(4) = 2. En formasimilar 
v (�) = v(4) - v((n)  = 2 - 2� .
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y 

Se sigue que 

v(s2 + 1 ') = mín{2 2 - _!_ � } = 2 - _!_.n ' 211 '  4 2n 
Ahora, como s� + 1 = (sn + i)(s11 - i) y estos dos factores son conjugados

en K / K, y V es la (única) extensión de V a K, entonces v(sn + i) = v(sn - i),
por lo que 

2 - _!_ = v(s� + 1 )  = v(s11 + i) + v(sn - i) = 2v(s11 - i),
2" 

y así v(sn - i) = 1 - 1¡2n+ 1 . Se sigue que si n < m, entonces

v(sn - i) < v(sm - i).

Usando este cálculo mostraremos que K; = Kv , En efecto, sea a+bi E O; 
cualquier elemento. Entonces su conjugado a - bi E O;, y por lo tanto 
(sumando y restando) 2a, 2bi E O;, por lo que v(2a) � O y v(2bi) � O, y 
así v(a) � - 1 y v(b) � - 1  (ya que i2 = - 1  implica que v(i) = O).

Sea n � O tal que a +  bi E Kn , y consecuentemente a +  bi E � . 
(i) Si Kn - = K11 v , entonces existe un e E Kn n Ov tal que a +  bi - e E �v y,Vn , n 

por lo tanto K; � Kv , como se quería.
(ii) Si K":;

n 
=J K11,vn • entonces [Kn,vn 

: Kn,vJ = 2, y corno ef � 2, entonces
íí(K,1 ) = v(K11). Ahora, corno

íí[(a + bi) - (a + bs11)] = íí[b(i - s11 )] = íí(b) + íí(i - s11)

� -1 + 1 - l /211+ 1  = -1/211+ 1 ,
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de la igualdadv(.K11 ) = v(K11) = (1/211)Z se siguequev[(a+bi)-(a+bs11 )] � O. 
Si m > n, se tiene que 

v[(a + bi) - (a + bsm)] = v(b) + V(i - Sm) 
> v(b) + v(i - Sn)
= v[(a + bi) - (a + bs11)] � O. 

Con c :=  a + bsm E Ov se tiene que (a + bi) - c E P;, como se quería. 
Finalmente, si K' es la completación de K, entonces L = K'(i) es la 

completación de K(i) = K, y se tiene que [L : K'] = 2 ,  con e(L/ K') =
e(K/K) = 1 y f(L/K') = J(K/K) = 1. 

Sin embargo, en el caso cuando las valuaciones de K y L son discretas y 
los campos son completos, se tiene la igualdad e f = n como probaremos en el
siguiente teorema. Necesitaremos el lema siguiente: 

Lema 1 .34. Sea L / K una extensión finita de campos valuados discretos y 
sean 7TK y 7T L primos de las valuaciones v K y v L respectivamente. Sea 
e =  e(vi/vx) ::; [L : K]. Entonces ?TÍ = 7TKU, con u E UL una unidad. 

DEMOSTRACIÓN. Como e =  card (vL (l *)/vx(K*)) , vL(7TL) es el generador de 
vL(l *) y vx(7Tx) es el generador de vx(K*), entonces evL(7TL) = vx(?Tx). D 

El resultado principal es: 

Teorema 1 .35. (1) Si L/ K es una extensión de campos valuados discretos
completos tal que e =  e(L/K) < oo y f = f(L/K) < oo, entonces L/K es 
finita de grado [L : K] ::; ej. 

(2) En particular, si L / K es una extensión finita de campos valuados discretos
completos de grado n = [L : K] y si e =  e(vi/vx) y f = f(vL/vx), entonces 
ef = n. 

DEMOSTRACIÓN. Para la parte (1) pongamos PL = (7TL) y Px = (7rx). Sean 
a.¡ E O K, 1 ::; i ::; f tales que sus clases residuales a¡ E L son una base de L 
sobre K. Entonces, todo elemento a E r se puede representar por un elemento
de la forma a =  a1 a.1 + · · · + a¡a¡, con a¡ E Ox.

Ahora, por (1.16) todo elemento a E L * se puede escribir como una serie 
00 

a = L
k:»-oo 
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con los ak E Ri � ()¿ (un conjunto completo de representantes de L que 
contiene al O). También, por el lema anterior, como 7TÍ = 7TKU con u E U L 
una unidad, para las potencias 7Tf, escribiendo k = es + j con O � j � e - 1 ,
se tiene que 7Ti = 7TÍ(7T{us con O � j � e - 1 ,  s E Z y Us E Ui una unidad.
Entonces, escribiendo el k-ésimo término de (*) como ak1Tf = (aku5)7TÍ(7T{,
donde ak Us E Oi de tal forma que usando el párrafo anterior podemos 
representar a su clase residual ªkUs E L como ªkUs = ª1ksª1 + · · · + ªfksªJ
con a;ks E OK . Entonces, la serie (*) queda: 

a = 
00 

k»-oo 

k -ak7TL -
00 

k»-oo

= f (t a;ksai7TK7T{)
k»-oo i=l 

= t (¡: ªi}sai7TK7T{)
J= l ,,s 

¿ a;1s a¡ 7TÍ('1Tf 
i,1:s 

00 

donde a;15 E OK � K y así ¿ a;157Tx E K*. Hemos mostrado así que
s 

todo a en L * se puede expresar como una combinación lineal, con coeficientes 
00 

¿ ªiJs7Tx en K*, de los e f elementos { a¡7Tf } i 9�f. O�j�e- 1 , y por lo tanto
s 

este conjunto genera a L sobre K, i .e., [L : K] � ej. 
La parte (2) se sigue de la desigualdad ef � n = [L

( 1 .33) y de la desigualdad de la parte ( 1 )  de este teorema. 
: K] del teorema 

D 

Corolario 1 .36. Sea L / K una extensión finita de campos valuados discretos 
completos de grado [L : K] = n. Entonces:
(1) L/ K es no ramificada (i.e., f = n) si y sólo si e =  l .
(2) L/ K es totalmente ramificada (i.e., f = 1 )  si y sólo si e =  n. 
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(3) Si L/ K es 110 ramificada y 7TK es wi primo de K, entonces también es primo
de L.

DEMOSTRACIÓN. ( 1 )  y (2) se siguen de las definiciones y del teorema anterior. 
Para (3), como e = 1 ,  por (1 .34), 7TK = '1T¿U, con 7T¿ un primo de L y 
u E U¿ . O 

Otra consecuencia de la demostración del teorema anterior es la existencia 
de bases de los anillos de valuación de los campos involucrados: 

Lema 1 .37. Sea K un campo valuado no arquimediano, no necesariamente 
completo, y sea OK su anillo de valuación. Entonces, todo Ox-módulo M 
finitamente generado y libre de torsión tiene una Ox-base. 

DEMOS'TRAClÓN. Sea e1 , . . .  , e,. un conjunto de generadores de M. Si  no 
forman una Ox-base, entonces existen a1 , . . •  , a,. E OK no todos cero tales 
que 

( 1 )  

Sin perder generalidad, podemos suponer que ia,1 l v = mi;ÍX{iaJ lv} y así a,. =/= O 

y por lo tanto bj := aJ/a,. E OK . De (1)  se obtiene 

(2) 

con ª" =/= O y así, como M es libre de torsión, se sigue que

b¡ e¡ + · · · + b,._¡ e11_¡  + e,. = O

i .e. ,  e,. -b¡ e¡ - . .  · - b,._ 1 e,._¡ y así {e1 , . . .  , e11-1 } es un conjunto de
OK·generadores de M. Si es una base ya acabamos y si no lo es, se repite el
proceso. O

Proposición 1 .38. Sea L / K una extensión finita de campos discretos com­
pletos. Sean OK y O¿ sus anillos de valuación y PK = (7rK) y PL = (7r¿) sus 
ideales máximos. Sean J = f (L/K), e = e(L/K) y e f = n = [L : K]. Sea 
a¡ , . . .  , a¡ una base de la extensión de campos residuales L / K. Entonces, los
e f  elementos a¡7T{. 1 ::; i ::; f, O ::;  j ::; e - 1,  son una OK·base de O¿. 

DEMOSTRACIÓN. Claramente Oi es un Ox-módulo libre de torsión ya que está 
metido en un campo. De la demostración del teorema ( 1 .35) anterior se tiene 
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que el conjunto { a;1r{ } es una base de L/ K. Sea a E Ch C L; entonces 
existen a¡ j E K tales que 

(1) a= L ªiia;1r{; 
i,j 

mostraremos que los a;j E (h. En efecto, por (1.16)(1) se tiene que 
00 

ª = L ªk1T1
k=O 

con 

y así, como en la demostración de (1.35) la expresión anterior para a queda 

(2) 

00 

donde, como en este caso s 2 O, se tiene que ¿ aijs1Tx E O K. Por la unicidad
s=O 

00 

de la expresión de a en (1) y (2) se sigue que los a;1 = ¿ a;181r'Í( E O x,  como 
s=O 

se quería. o 
Corolario 1 .39. Sea L/  K una extensión finita de campos valuados discretos 
completos y supongamos que la extensión correspondiente de sus campos 
residuales L / K es separable. Sean 1r L un elemento primo de L y a E O L 
un representante de un elemento primitivo a de L/K, i.e., tal que L = K(a). 
Sean e= e(L/ K) y f = f(L/ K). Entonces: 

(1) Los productos ai1r{ E Oi, O � i < f, O � j < e, fonnan una base del
Ox-módulo Oi.

(2) El elemento a E O L se puede elegir de tal fonna que existe un polinomio
mónico «f,(x) E Ox[x] de grado f tal que «f,(a) es un elemento primo de L.
DEMOSTRACIÓN. (1): Directo de la proposición anterior ya que L = K(a) es 
de grado f sobre K y los f elementos 1, a, ... , al -1 son una base de L / K. 
(2): Escojamos un a E Oi tal que L = K(a) y sea lf,(x) E OK[x] un polinomio 
mónico cuya reducción mod PK es el mónico irreducible de a, i.e., tal que 
.ji(x) = Irr(a, K). Entonces, para la valuación vi de L se tiene que vi (lf,(a)) 2 1 
ya que lf,(a) = .¡i(a) = O en K, i.e., «f,(a) E PK, i.e., vi(lf,(a)) > O. Ahora, 
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si se diera la igualdad vi(t/J(a)) = 1 ,  entonces 1/¡(a) sería un elemento primo 
de L y ya acabamos. Si sucediera que vi (t/¡(a)) � 2, sea f3 E Oi cualquier 
elemento primo, i.e., tal que vi(/3) = 1 ,  y apliquemos la fórmula de Taylor: 

1/¡(a + /3) = 1/¡(a) + {3tf¡1(a) + {32b

con b E O L .  Observemos que como L / K es separable, entonces 1/¡1 (a) =I= O y
así y/(a) E Ux y por lo tanto el término {3t/¡1(a) tiene valuación 1, y como los
otros términos de 1/¡(a + /3) tienen valuación � 2, entonces 

VL(tJ!(a + /3)) = mín{vi(t/J(a)), vi({3t/J'(a)), vi(flb)} = vi(«/J(a)) = 1 

y consecuentemente a + f3 E Oi es el elemento que necesitamos, ya que
a + /3 = a porque /3 E PL · O 

El corolario siguiente tendrá varias aplicaciones importantes más adelante: 

Corolario 1 .40. Sea L / K una extensión finita de campos valuados discretos 
completos de grado n y supongamos que L / K es separable. Entonces, O L 
tiene una base sobre Ox de la forma 1 ,  a, . . .  , a11- 1 , i. e. , OL = OK [a]. 

DEMOSTRACIÓN. Sean e = e(L/K), f = f(L/K) y n = ef = [L : K]. 
Escojamos un a E Oi como en la parte (2) del corolario previo y sea 
'TT'L = 1/¡(a) E Oi . Por la parte ( 1 )  del corolario anterior se tiene que 
los productos ai'TT'{, O � i < f, O � j < e, forman una base de Oi 
sobre Ox y como, por la parte (2) del corolario previo, 'TT'L = 1/¡(a) = 
af + a¡- 1 af-I + · · · + a1 a  + ao, con los a¡ E Ox, entonces los a;'TT'{
son combinaciones lineales, con coeficientes en O K, de las potencias a1', con 
O � k � n - 1 ,  i .e. , 1, a, · · · , a11- 1 generan O L sobre O K y por lo tanto forman
una base ya que ef = n y por la parte ( 1) del corolario previo. D 

Extensión de valuaciones normalizadas. Si L / K es una extensión finita 
de campos con K un campo valuado discreto completo y además vx es 
normalizada, por ( 1 .26) vx se puede extender a L de tal forma que L ,  vi es 
completo y por ( 1 .28) vi es discreta; sin embargo, vi no necesariamente es 
normalizada. Sea pues Vi, la normalización de vi ; entonces v'L ,..., vi y por lo
tanto existe un número real a > O tal que Vi, = avi y como vi es discreta, 
entonces v'L también lo es. Observemos ahora que como vi l x = vx , entonces 
v'i lx = avx y por lo tanto 

vt l x(K*) = avx(K*) = aZ,
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la última igualdad porque v K es normalizada. Se sigue que 

e =  e(L/ K) := [vi(L *) : vi l K(K*)] = [Z : aZ] = a,

la penúltima igualdad porque v'L es normalizada. Se sigue que a = e y por lo
tanto vt, = e ·  VL y v'L I K = e · VK.  Entonces, para todo a E L  se tiene que 

vi(a) e ·  vL (a) 

Hemos así probado: 

1 
- e ·  - vK(NL/Kª) por ( l . 26)

n 
e 

ef VK(NL/Kª) por ( 1 .35)

1 
Jvx(NL¡Ka).

Proposición 1 .4 1 .  Si L / K es una extensión finita y K, v K es un campo valuado 
discreto completo con v K normalizada, entonces v x se extiende a una valuación 
discreta normalizada VL en L tal que L, v¿ es completo y de hecho vi está dada 
por 

1 
vi(a) = 7

vx(Ni¡K a), 

donde f = f (L / K) es el grado residual de L / K. 

o 
1 .5.1 Extensiones no ramificadas 
En esta sección clasificamos y obtenemos varias propiedades importantes de 
las extensiones L / K no ramificadas en términos del discriminante 

D(a¡ ,  . . .  , a11) := det [Tr¿¡x(a;aj)l11 x11 E K

de una base a1 , • • . , a11 de L/ K (véase el Anexo 2), donde, para el caso 
de campos valuados discretos completos, toma la forma siguiente: por la 
proposición ( 1 .38) el anillo Oi tiene una OK-base, digamos a1 , . . .  , a11 • 

Supongamos que /31, . . .  , /311 es otra tal base; entonces, la matriz A = (aij)  
de cambio de base tiene ahora entradas aij E Ox y por lo tanto su determinante 
det(A) E O K también. Es claro que A - I también tiene coeficientes en O K y 
por lo tanto también det(A- 1 ) E OK y consecuentemente det(A) es una unidad
de O K . De la proposición ( 1 .99) en el Anexo 2 se sigue que: 
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Lema 1 .42. Sea L /  K una extensión finita separable de campos valuados 
discretos completos. Sea n = [L : K]. Entonces, para cualquier Ox-base
a1 , . . .  , an de O L se tiene que: 

( 1 )  D(a1 , . . .  , an) =/- O. 
(2) Sus clases laterales D(a1 , . . .  , an) E Oic/(Oxi son iguales en el grupo
cociente y por lo tanto sus valuaciones JD(a1, . . .  , an) J11 son iguales.

o 
Definición 1 .43. Sea L / K una extensión finita separable de campos valuados discretos completos. Sea n = [L : K]. A la clase lateral en Ox/(Oic)2 deldiscriminante de cualquier Ox-base de Oi se le llama el discriminante de L/ K y se denota por '1L/K · 

Regresando ahora al caso de una extensión finita no ramificada de campos valuados discretos completos L/ K, recordemos, para comenzar, que por ( 1 .36)(3), un elemento primo 'TTK de K también es un elemento primo de L. 
Teorema 1 .44. Sea L / K una extensión finita de campos valuados discretos 
completos de grado n = [L : K]. Supongamos que L / K y L / K son extensiones
separables. Entonces, L/ K es no ramificada si y sólo si Jí1L¡x lx = l .  

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que JA¿¡x lx = 1 y que L / K  es ramificada, i .e . ,  e =  e(L /K) > 1 ;  entonces se tiene una base {a¡1Tf }, 1 :S i :S f < n,O :S j :S e - 1  :S n ,  de OL sobre Ox.  Sea N / K una extensión finita normal quecontiene a L. Sean CTk : L - N las n K-inmersiones correspondientes;así, como L / K  es separable recordamos que L = K(y) y los u¡ están dados mandando 'Y a y¡ (las n raíces distintas en N del polinomio lrr(y, K)).Observamos que para todo a E N se tiene que Juk(a)IN = Ja JN, ya que uk(a)y a son raíces del mismo mónico ilTeducible lrr(a, K) y por lo tanto tienen la misma norma por § 1 . 1  O y consecuentemente la misma valuación por ( 1 .27). En particular, para a¡'TT{ E L � N se tiene que
Juk (a¡'TT{) I N  = ja¡1T{ IN = Ja¡ IN l1rilt = l1rLlt. la última igualdad ya que Ja¡ IN  = Ja; I L  = 1 porque a; E Oi - PL = UL(sus clases laterales forman una base de los campos residuales). Ahora, como 

e - 1 > O existe un Jo > O y para este índice se tiene que 
J uk(a;'TT{º)IN = 17TL I� < 1 , 
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y así, fijando a este Jo en la columna de la matriz [01(a¡1r{)] que define al 
discriminante de L / K se tiene que cada entrada en esta columna tiene valuación 
< 1 ,  y como claramente todas las entradas de la matriz tienen valuación (valor 
absoluto) � 1 (la igualdad se da para j = O), entonces

. . 2 
l�L/K IK := I D(a¡1rt) lx = 1 det(o1(a¡1r{)) l x  < 1 ,

lo cual contradice la hipótesis. 

Recíprocamente, supongamos que L / K es no ramificada. Entonces f = n
y así sean a¡ , ... , an en Ol representantes de una base de L/ K y también son 
una base de L / K. Ahora, como ambas extensiones son separables, entonces 
podemos calcular los discriminantes de ambas bases y usando el hecho de que 
para todo a E O L se tiene que 

DL¡x(a¡ , ... , an) det (TrL¡x(a¡a1))

- det (TrL¡x(a¡aJ))

det (Trr¡:¡c(a;a1)) por (*)

Dr¡x(a¡ , ... , an)
=/= O por (1.42); 

aquí observamos que DL¡x(a¡ , ... , an) E OL ya que los a¡ E (h y
como hemos mostrado que su reducción módulo PL es =/= O, entonces 
DL¡x(a¡ , ... , 0:11) E Ul y por lo tanto su valuación (valor absoluto) es 1 como
se quería probar. D 

Resta probar la afirmación (*). Recordando de §1.10 que la traza de un 
elemento a es uno de los coeficientes del polinomio característico de a, esta 
afirmación es consecuencia del lema siguiente: 

Lema 1 .45. Si L / K es no ramificada, entonces para todo a E O l el polinomio 
característico de a E L se obtiene del polinomio característico de a reduciendo 
sus coeficientes módulo PL· 
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1 .5. Ramificación 
DEMOSTRACIÓN. Como L/K es no ramificada de grado n, entonces f = n y así con la notación anterior tenemos una base a1 , • • •  , an de Ch sobre OK que es base de L/ K y cuyas reducciones módulo PL son base de la extensión de campos residuales. Entonces, para a E O L considerando la transformación K-lineal a :  L - L y usando la base a¡, el polinomio característico de a es

f(t) := det(ta - In) 
donde In es la matriz identidad n x n. Recordamos también que la matriz asociada a la transformación a se obtiene al calcular 
( 1 )  aa¡ = ¿ a¡¡aJ 

j con los a¡¡ E K en general, pero como en nuestro caso a E Oi entonces los 
'3.,j E O x .  Se sigue que 
(2) f(t) = det(t(a;¡) -
�educir mod PL la igualdad ( 1 )  y así su polinomio característico es 

det(t(a¡¡) - In), 
el cual es precisamente la reducción mod PL de (2). D 

A continuación obtenemos algunas propiedades de las extensiones no :anifi cadas. 
Lema 1 .46. Sea L / K una extensión finita de campos valuados discretos 
completos. 

' 1) Si a E Oi y f(x) = Irr(a, K) es el mónico irreducible de a sobre K, 
monees f(x) E OK[x]. 

(2) Recíprocamente, si f(x) E Ox[x] es mónico y a E L es una de sus raíces,
ertonces a E O L·
IY-MOSTRACIÓN. Sea p = car (K). Si p = O, entonces a E L es separable scbre K. Si p > O, existe un entero m � O tal que arl" E L  es separable sobre K (véase, por ejemplo, Lang [26], (6. 1 ), p. 247). En cualquier caso existe un eitero m � O tal que /3 = arl" E L es separable sobre K. Sea M cualquier canpo intermedio de L/ K tal que /3 E M y tal que M/ K es Galois. Como 
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a E OL , entonces f3 E OL y así f3 E OL n M = OM. Sea g(x) = Irr(/3, K). 
Entonces ,. 

g(x) = IJ (x - <r;(/3))
í=l 

con <T¡ E Gal(M/K) y <T¡ = id. Como f3 E OM, entonces <r¡(/3) E OM y
así g(x) E OM[x] . También, como f3 = aP

m 
y f(x) = Irr(a, K) entonces

f(x) = g(xP
m ) E OM [x] n K = OK [x] , lo cual prueba (1). 

Recíprocamente, si a E L es una raíz de un mónico 

J(x) = x" + ªn- 1 .x"- l + · · · + a1x + ao E OK[x]
y si sucediera que a (/. Oi, entonces a- 1 E OL (de hecho en PL)  y
substituyendo a en f(x) se obtiene 

O =  a" + an_ ¡ an-l  + · · · + a1 a + ao
con los a¡ E OK. Y como a- 1 E OL entonces a-n E Oi y así, multiplicando
por a-n la igualdad anterior, se obtiene

O =  1 + ªn- 1 ª- l  + . . . + a¡ a-n+l + aoa-n

con los a¡ E Ox � OL y los a-j E Pi para j � 1 .  Se sigue que 

1 = -an- 1 ª-I - · · · - aoa-n E PL,
lo cual es una contradicción. Se sigue que a E O L .  o 
Proposición 1 .47. Sea L/ K una extensión finita de campos valuados discre­
tos completos tal que la extensión de campos residuales L / K es separable. 

(1) Si L / K es no ramificada y L = K ( O) para algún O E L, sea a E O L tal
que a =  O. Entonces L = K(a) y L/ K es separable. Más aún, Oi = OK [a]
y si f(x) = Irr(a, K), entonces () es una raíz simple del polinomio f(x) que es
irreducible sobre K.
(2) Sea f(x) E Ox[x] un polinomio mónico tal que su reducción f(x) es un
polinomio mónico separable sobre K. Sea a E Kal una raíz de J (x) y sea
L = K(a). Entonces L/ K es no ramificada y L = K(a).

DEMOSTRACIÓN. (1): Por el lema anterior J(x) E Ox[x] . Claramente 
gr(!) = gr(!) y como f(a) = O, entonces f(a) = O. Más aún, 

[L : K] � [K(a) : K] = gr(!) = gr(!) � [K(O) : K] = [L : K] = [L : K] 
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y par lo tanto todas las desigualdades son igualdades, en particular [K(a) : K] = 
[L : K] y como K(a) � L, entonces L = K(a). También, gr(!) = [K(O) : K]
y consecuentemente f) es una raíz simple del polinomio irreducible f(x). Se 
sigue que su derivada f (O) i=, O y por lo tanto también J'(a) i=, O, i.e., a es 
separable sobre K y así L = K(a) es separable sobre K. Finalmente, como
L/K es no ramificada, e = e(L/K) = 1 y así, por la proposición ( 1.38),
OL = Ox[a] .  

(2) :  Sea 
11 

f(x) = II f¡(x) 
i=l 

la descomposición de f(x) en irreducibles mónicos en K [x] . Por el lema de 
Gauss, f¡(x) E OK [x]. Ahora, supongamos que a E Kª1 es una raíz de !1 (x);
entonces J1 (x) es un polinomio mónico separable sobre K y por el lema de
Hensel para K, J1 (x) es irreducible sobre K. Se sigue que a E ()L por el lema 
anterior. Y como e =  a E I, entonces I ;;2 K(O) y 

gr(!¡) =  [L : K] 2: [I : K] 2: [K(O) : K] = gr(f1) = gr(f1) 
y así todas las desigualdades son igualdades y por lo tanto L = K(O) y también
[L : K] = [L : K], i.e., L/ K es no ramificada. O

El resultado siguiente estudia el comportamiento de la 110 ramificación con 
respecto a torres de campos: 

Corolario 1 .48. Sea L / K una extensión finita de campos valuados discretos 
completos y supongamos que la extensión de campos residuales es separable. 
Entonces: 
(1) Si L 2 F 2 K, entonces L/K es no ramificada si y sólo si L/F y F/ K son
no ramificadas. 

(2) Si L/ K es no ramificada y M/ K es finita, entonces L M/M es no ramificada. 

(3) Si L i /  K y Li/ K son finitas no ramificadas, entonces L ¡ L2/ K es no
ramificada.

DEMOSTRACIÓN. (1) se sigue de e(L/ K) = e(L/ F)e(F/ K). Para (2)
observemos que por la proposición anterior L/ K es separable y de hecho, 
como L = K(O), existe a E ()L tal que a =  O y L = K(a).
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Ahora, la extensión LM/M también es simple; de hecho LM = M(a) y
notemos que a E OLM ya que a E OL � OLM· 

Sea cp = Irr( a, M) y sea e{, su reducción mod p M. Entonces e{, no tiene 
raíces múltiples por el lema de Hensel y por el lema (1.46) e{, es irreducible 
(y mónico). Y como <{,(a) = O, entonces e{, = Irr(a, M). También, como 
gr( e{,) = gr( cp) entonces en la desigualdad 

gr(<{,)= [M(a.) : M] ::; [LM : M] ::; [LM : M] = [M(a) : M] = gr(cp), 

como los extremos son iguales, entonces todos los grados de las extensiones 
involucradas son iguales, en particular 

[LM : M] = [LM : M], 

y por lo tanto LM/M es no ramificada. 
La parte (3) se sigue de (1) y (2). o 

En el caso cuando la extensión L / K es no ramificada y Galois, veremos a 
continuación que su grupo de Galo is es isomorfo al grupo de Galois de L / K:  

Teorema 1 .49. Sea L/K una extensión.finita no ramificada de campos valua­
dos discretos y sea L / K la extensión correspondiente de sus campos residuales
a la cual supondremos separable. Entonces, L / K es Galois si y sólo si L / K 
lo es. Más aún, se tiene un isomorfismo 

cp :  Gal(L/K) -=-+ Gal(L/K) 

dado por: u H u, donde <i(a) := a-(a) para a E OL un representante de
a. E L.
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que L / K es Galois. Como L / K es separable,
entonces L = K(O) para algún e E L  por el teorema del elemento primitivo. Sea 
f (x) = Irr(O, K) el mónico irreducible de O. Como L / K es normal, entonces 
f(x) se descompone en L: 

n 
J (x) = IT (x - O¡)

i=l 

con O¡ E L  y, digamos, 81 = O. Sea g(x) E Ox[x] un polinomio mónico del 
mismo grado que f y tal que su reducción mod PK es f(x). Por el lema de 
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Hensel, 
n 

g(x) = II (x - a¡),
i=l 

donde los a; E O L son representantes de O; E L. 
Por la proposición anterior, L = K(a1 ) y es separable sobre K. Además, L 

es campo de descomposición del polinomio separable g(x) y así L/ K es Galois, 
como se quería. 

Supongamos ahora que L / K es Galois. De nuevo, como Y./ K es separable
por hipótesis, existe O E L tal que L = K(O). Sea a E O¿ tal que a = O 
y sea f(x) = Irr(a, K). Por el lema (1.46) se tiene que f(x) E C'.h[x] y por 
la proposición anterior L = K(a) y f(x) = Jrr(O, K). Ahora, como L/ K es 
Galois, entonces f(x) se descompone en L y por el lema (1.46) todas estas 
raíces están en O¿ y por lo tanto todas las raíces de 7 están en L = K(e) y 
consecuentemente, L / K es Galois. 

Finalmente, notemos que si <T E Gal(L / K), la función u : L --+ L está bien 
definida ya que si f3 E O L es tal que /3 = a, entonces a - f3 E p L y así, para
todo <T E  Gal(L/ K) se tiene que u(a-{3) E PL, i.e., u(a) = u(/3). Claramente 
la función <p : Gal(L/ K) --+ Gal(L/ K) dada por u 1-t u es un homomorfismo
de grupos y es suprayectivo, ya que como L = K(O) y L = K(a) con a E O¿ 
tal que a = O, entonces los automorfismos de Gal(I / K) están determinados 
por la igualdad a'O = O¡ con O; una raíz de 7 (x ). Entonces, si u E Gal(I / K) es 
tal que u(O) = O; , sean a, a¡ E OL tales que a =  O y a¡ = O;; el automorfismo
u E Gal(L/ K) dado por u(a) = a¡ es tal que <p(u) = u. Finalmente, como 

JGal(L/K)J = [L : K] = gr(f(x)) = gr(f(x)) = [L/K] = IGal(L/K)I , 

entonces <p es un isomorfismo ya que es suprayectivo y ambos grupos finitos 
tienen el mismo orden. O 

Corolario 1 .50. Sea L / K una extensión finita de campos valuados discretos 
completos tal que la extensión de campos residuales L / K es separable. 
Entonces: 

(1) Para cada a E r existe un a E a tal que K(a)/K es no ramificada, i.e.,
[K(a) : K] = [K(a) : K]. Más aún, el campo K(a) depende sólo de a.

(2) Existe una biyección entre las subextensiones L 2 M 2 K tales que M/ K
es no ramificada y los campos intermedios de L / K.
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(3) Existe un campo intermedio Lo de L/ K tal que Lo/ K es no ramificada y tal
que para todo campo intermedio M de L / K con M/ K no ramificada, se tiene
que M � Lo. Más aún, L/ Lo es totalmente ramificada y el campo residual es
Lo = L:

L 

K 

�talmente ramificada

Lo 

/.ramificada 

Así, Lo es la máxima extensión no ramificada de K contenida en L. 
(4) Si L/K es normal y Lo es como arriba, entonces Lo/ K es normal y es el
campo fijo del grupo

Go := {a E Gal(L/K) : vi(ax - x) > O para todo x E OL } .  
El  sub grupo Go  � Gal(L / K) se llama el grupo de inercia de l a  extensión L / K 
y el campo intermedio Lo se llama el campo de inercia correspondiente. Nótese 
que 

Gal(L/ Lo) � Go. 

DEMOSTRACIÓN. (1) :  Sea efJ(x) = Irr(a, K) E K[x] el mónico irreducible de 
a y sea <l>(x) E Ox [x] cualquier levantamiento de efJ(x). Por la proposición
(1.49)(2) anterior existe a E a tal que satisface la primera parte de (1); para la
segunda parte, si b E a es cualquier otro representante, entonces J<l>(b) JL < 1 
y J<l>'(b) J i  = 1 (esta última igualdad porque cf>'(a) f. O por la separabilidad de 
a E L). Entonces, aplicando el lema de Hensel usando como campo base a 
K(b), existe un elemento c E K(b) � L tal que <l>(c) = O y Je - bJi < l. Se 
sigue que e E a y además

[K(c) : K] = [K(a) : K]. 
Entonces, como e E K(b) implica que K(c) � K(b), la igualdad 

[K(c) : K] = [K(a) : K] = [K(b) : K] 
implica que K(b) = K(c). 
(2) : Como L/K es separable, toda subextensión M' lo es también y así, por el 
teorema del elemento primitivo, es de la forma M' = K(fJ) para algún fJ E L. 
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Por la parte (1)  existe un representante a E (J tal que K(a)/ K es no ramificada 
y [ K(a) : K] = [K(O) : K] y el campo K(a) sólo depende de la clase O. 

(3): En el inciso anterior pongamos M' = L. 

(4): Para todo cr E Gal(L/K) la extensión cr(Lo)/ K es no ramificada, ya que 
para todo a E L se tiene que la(a)I L = lalL · Se sigue que cr(Lo) = Lo , i.e., 
Lo/ K es una extensión normal. Por el teorema anterior 

Gal(Lo/ K) � Gal(Lo/ K), 

donde por el inciso (3) se tiene que Lo = L.  
Notemos ahora que cr E Go s i  y sólo si cr induce la identidad en el campo 

residual Lo = L y por lo tanto 

Gal(Lo/ K) � Gal(L/ K)/Go � Gal(L/ K)/Gal(L/ Lo) 

consecuentemente Gal(L/Lo) � Go, i.e., Lo = LG0 es el campo fijo de Go. O

Observemos ahora que la parte (3) del corolario (1.48) nos dice que la 
composición de cualesquiera dos subextensiones finitas no ramificadas de K 
contenidas en un cerradura algebraica fija Kal de K también es no ramificada.
Denotemos por Kn,. a la composición de todas las subextensiones finitas no 
ramificadas de K contenidas en Kal. y notemos que por la observación después
de (1.28), la valuación de K se extiende a Kn,. pero en general este campo 
no es completo. Diremos que Kn,. es la máxima extensión no ramificada de 
K. Su maximalidad implica que para toda cr E Gal(Ksep/ K), donde Ksep 
es una cerradura separable de K, se tiene que aKn,. = Kn,. y por lo tanto
la extensión Kn,./K es Galois. Cuando una extensión algebraica L/K es la
wtlón de subextensiones finitas no ramificadas, diremos que la extensión es
no ramificada. Con este lenguaje, Kn,./ K es no ramificada y tiene sentido el 
nombre de máxima extensión no ramificada de K. Nótese que el corolario 
( 1.48) se extiende a extensiones algebraicas no ramificadas. 

Corolario 1 .5 1 .  Sea K un campo valuado discreto y sea Km- la máxima 
extensión no ramificada de K en una cerradura algebraica Kª1 de K. Entonces,
el campo residual de Knr es la cerradura separable del campo residual K de 
K y además 

Gal(Kn,-/ K) � Gal(Ksep/ K). 
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DEMOSTRACIÓN. Como Knr � Kep , sólo necesitamos probar la otra inclusión.
Sean ii E Ksep y f(x) = lrr(ii, K). Sea f(x) E Ch [x] un mónico tal que su
reducción mod PK es f(x) como en la demostración del teorema previo. Sean 
a¡ todas las raíces de f(x) y pongamos L = K( {a¡ }). Por la proposición 
(1.47)(2) anterior, L/ K es no ramificada y así L � Kn,. y a =  a¡ para alguna 
a¡. Ahora, como a¡ E Oi por el lema (1 .46), entonces a = a¡ E r � Kn,.

- -sep -
(porque L � Kn,.) y por lo tanto ii E Knr, i.e., K � Knr· O 

Proposición 1 .52. Sea L / K una extensión algebraica de campos valuados discretos completos. Entonces: 
(1) L11,- = LKm· · 
(2) Lo := L n Km· es La máxima extensión no ramificada de K contenida en L.

(3) Si L/ K es separable, entonces L/ Lo y Ln,./ Kn,. son totalmente ramificadas
y [L : Lo] = [Ln,. : K111-]. 

(4) Gal(Ln,./Km.) � Gal(L/Lo) y Gal(Lm-/L) � Gal(K111./Lo).

DEMOSTRACIÓN. (1): Como L � Ln,- y Kn,- � Ln,. , entonces LKm- � Lm- ·
Para la otra inclusión, como el campo residual LKn,. contiene a la composición L Kn,. y como Km- = Ksep y además Lsep = Ksep ya que L/ K es separable, 
esto implica que Kn,. = Ksep = Lsep = Ln,., por lo que LKn,. :2 L Lsep =Lsep = Ln,. y así LKn,- :2 Ln,., lo cual termina la demostración de (1). 

(2): Primero, Lo/ K es no ramificada ya que Lo � Km· ·  Ahora, si M/ K es
una subextensión no ramificada de L/K, entonces M � Km· y como M � L,
entonces M � L n Kn,. = Lo. Se sigue que Lo es l a  máxima extensión no
ramificada de K contenida en L. 

(3): Sea L' /L una extensión finita no ramificada y sea K' = L'nKnr ·  Entonces,
K' / K es finita no ramificada. Ahora, por (1.50)(3) y la parte (2) de arriba, L / Lo
es totalmente ramificada y así e(L/ Lo) = [L : Lo], 

Se tiene ahora que e(L' / Lo) = e(L' / L )e(L / Lo) = e(L / Lo), ya que L' / L 
es no ramificada. Se sigue que 

[L : Lo] = e(L / Lo) = e(L' / Lo) = e(L' / K')e(K' / Lo) = e(L' / K') 

(la última igualdad porque Lo es un campo intermedio de la extensión no 
ramificada K' / K y por lo tanto K' / Lo es no ramificada por ( l.48)(1)). Se
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sigue que 
[L : Lo] S [L' : K'J .  

Por otra parte, es claro que [L : Lo] 2'.: [L' : K'] y por lo tanto 
[L : Lo] = [L' : K'] y además 

e(L' / K') = [L : Lo] = [L' : K']. 
y consecuentemente f (L' / K') = 1 ,  i.e., L' / K' es totalmente ramificada. 
Pasando al límite directo se sigue el resultado deseado. 

(4): Gal(L11,./K111 ) � Gal(L K111./ K111.) � Gal(L/L n K111.) � Gal(L/Lo) 
y 

Gal(L11,./L)  � Gal(L K11,./L) � Gal(Knr/L n K11,. )  � Gal(K11, ./Lo).

o 
Corolario 1 .53. Sea L/ K una extensión finita de Galois totalmente ramifica­
da de campos valuados discretos completos. Entonces: 

( 1 )  L11,. = L K11,. (composición de campos). 

(2) L n K11,. = K.

(3) L11,./ K11,. es Galois totalmente ramificada con grupo de Galois

Gal(L11,./ K11,.) � Gal(L/ K).

( 4) Similarmente:
Gal(Lnr/L) � Gal(Kn,./K). 

DEMOSTRACIÓN. (1), (3) y (4) son directos de la proposición previa. 
Para (2), por la proposición anterior L n K11,. = Lo es la máxima extensión 

no ramificada de K contenida en L, pero como L/ K es totalmente ramificada 
entonces se debe tener que Lo = K. D 

1 .5.2 Extensiones totalmente ramificadas 
En esta sección obtenemos una caracterización de las extensiones totalmente 
ramificadas de campos valuados discretos completos en términos de polinomios 
que satisfacen las condiciones del criterio de irreducibilidad de Eisenstein 
(1 .20), a los cuales llamamos polinomios de Eisenstein. 
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Teorema 1 .54. Sea K un campo valuado discreto completo. 
( 1 )  Si f(x) E K[x] es un polinomio de Eisenstein de grado n y '1T es una raíz de f(x), entonces K(-rr)/ K es una extensión totalmente ramificada de grado n, 
'1T es un elemento primo de K(TT) y (Jx(7T) = OK[TT]. 
(2) Si L / K es una extensión finita totalmente ramificada de grado n, entoncesL = K(TT) donde '1T es raíz de un polinomio de Eisenstein f(x) E K[x] degrado n y '1T es un elemento primo de L. 
DEMOSTRACIÓN. ( 1 ): Supongamos que L = K(TT) con 7T una raíz de un
polinomio de Eisenstein f(x) E K[x] y sea e =  e(L/ K). Entonces 

O =  f(TT) = ao + a1 TT + · · · + an'TTn 

Y así l - ao[v = [a1 1r + · · · + an'TTn lv con [aj [ v  < 1 para j < n, lan [v = 1 y
l ao l v = 17T lv ·  Claramente el polinomio 

1 ao a 1 m(x) := - f(x) = - + -x + · · · + � E K[x]an ªn an 

es irreducible y mónico y además 7T es una de sus raíces. Como L = K(TT) se 
sigue que Ni¡K('TT) = ±ao/an y por lo tanto 

l 'TT IL := I Ni¡K('TT) l�n = lao/an l�" = l ao i�"

ya que l an l K = l. Se sigue que

ITT li = lao lK = ITTx lx E vK(K*), 
con -rrx un elemento primo de K (por definición de polinomio de Eisenstein); 
y como por definición e =  e(L/K) = [vi (L*) : vx(K*)], entonces ITT IÍ E vK(K*), y así ITT IÍ = ITTx li para algún m E Z. Pero como L y K son 
discretos, entonces n = e f y así

ITTK IK = ITT li = ITT l1 = (ITT lí)Í = ( l'TTK IK) Í = I TTx l';1 

y por lo tanto m f = 1 ,  por lo que f = 1 ,  i .e. , L / K es totalmente ramificada.
Más aún, como m = 1 entonces ITTIÍ = l 'TTK IK = l'TTK IK y por lo tanto -rr es un 
elemento primo de L. 
(2): Supongamos ahora que [L : K] = n y que L/ K es totalmente ramificada,
i.e., que e = n y f = l .  Pongamos PL = (7rL) y PK = (7rK) .  Entonces,
{ I, 'TTL, . . .  , TTi- 1 } es una base de Oi sobre OK por ( 1 .38) ya que e = n y
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f = 1 .  Se sigue que 7r1J, se puede expresar como combinación lineal, sobre 
OK, de 1 ,  . . .  , 1T1- 1 :

con aj E Ox no todos cero. Obsérvese ahora que el polinomio 
J(x) := .x" + ªn-1 .x"- 1 + · · · + a¡x + ao E Ch[x]

es irreducible ya que si no lo fuera se tendría una relación como ( *) con el 
exponente mayor < n, en contradicción con el hecho de que 1, . . .  , 7TL- J es
base. Observese que L = K(7rL) ya que { l .  1TL , . . .  , 1TL- l }  es base de L/ K.

También, el polinomio f(x) es de Eisenstein ya que el coeficiente de xli
es ªn = 1 y así lan lx = I I I K = 1 ;  como f(x) = Irr(7rL, K) y L = K(7r¿)
entonces NL¡K(7rx) = ±ao y por lo tanto

lao lx = 1 ± ao lx = INL¡x(7r¿) lx = 17T'L ln = 11TL IK = 11Tx lx
(la penúltima igualdad porque n = e). Ahora, para O � J < n se tiene que 
aj E Ox y por lo tanto Jaj lK � 1 y si sucediera que algún Jo es tal que 
Jajo lK = 1 , escojamos el menor índice para el cual iaj0 l x = l .  Entonces, como
11Tx l x  = 1 7T'L lí = 1 7T'L l1 (porque e =  n) y por la minimalidad de Jo, se tiene 
que 

y 

Se sigue que 

lao + a1 1TL + . . .  + aj0-1 1T{º- 1 IL � 11TIK = 11TL l '.k, 

lajo7T': IL  = 1 7T'L lf

1 jo+l + + n- 1 1 < 1 ljo+l ajo+1 1T¿ ' ' '  ªn-1 7T¿ L - 1TL L ·

l7TL 1I. = lan- 17TL- l + · · · + a1 1TL + ao lL
1 ( n- 1 + jo+ l) + ( jo- 1 + + ) 1 = ªn- 1 1TL " ·  + ªjo+1 1T¿ + ajo ªjo- 1 1T¿ " ·  ao L 

� 17TL li°,
i.e., 17T'L In � 17T'L I{º, lo cual es una contradicción ya que Jo < n. D 

Corolario 1 .55. Sea K un campo valuado discreto completo. Entonces, para todo entero e 2: 1 existe una extensión L / K totalmente ramificada de grado 
e =  [L : K].
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DEMOSTRACIÓN. Sea 1T E K un elemento primo y pongamos 

E(x) := xe - 1TX - 1T E K[x] ; 

entonces E(x) es Eisenstein de grado e. 

1 .5.3 Extensiones mansamente ramificadas 

1. Campos locales

o 

De las extensiones ramificadas hay una clase que es más manejable porque 
no hay ramificación superior (véase (1.79) en la sección §1.8). Se dice que 
estas extensiones tienen ramificación mansa: una extensión finita L / K de 
campos valuados completos es mansamente ramificada si L / K es separable y 
p f e(L/ K) donde p = car (K). Nótese que si L/ K es no ramificada, entonces 
e(L / K) = 1 y por lo tanto es mansa. Si L / K es totalmente ramificada, entonces 
e(L/ K) = [L : K] = n y por lo tanto es mansa si p { n. En este caso se dice
que L / K es mansa totalmente ramificada. 

Proposición 1 .56. Sea K un campo valuado discreto completo, con campo 
residual K perfecto de característica p. 

(1) Si L / K es una extensión finita mansa y si Lo/ K es la mayor subextensión
de L tal que Lo/ K es no ramificada, entonces L = Lo( 1T¿) y Oi = Oi0 [ 1riJ . 
donde 1TL es un primo de L que es raíz de la ecuación xe - 1To para algún primo 
1To de Lo y e =  e(L/ K). 

(2) Recíprocamente, si Lo/ K es finita no ramificada y L = Lo(/3) donde
W = b E Lo y si p f e  donde p = car (K) > O, entonces L/ K es separable y
mansa. 

DEMOSTRACIÓN. (1) :  Sea 1T¡ un elemento primo de Lo. Entonces, por (1.34), 
1T1 = 1TÍ u para un elemento primo 1TL de L y una unidad u E U i. Ahora, como 
L / Lo es totalmente ramificada, entonces L = Lo y así existe un uo E U Lo tal
que Uo = u. Se sigue que 7TJ Uo 1 = 1TÍW con w = uuo 1 E Ui.

Ahora, para el polinomio f(x) = xe - w E O¿ [x] se tiene que /(1) =
1 - w E IJL y /'(1) = e. Por el lema de Hensel existe un elemento a E O¿ 
tal que ae = w y a =  1 ,  por lo que a es una unidad de L .  Por lo tanto, para el
primo 1To := 1T¡ u0 1 E Lo y para el primo 1T := 1T¡a E L  se tiene que 

1Te - 1TO ( )e - 1 e e e 1TLª - 1T¡ Uo = 1Ti a - 1TLW
= 1TÍW - 1TÍW = O. 
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Finalmente, como L / Lo es totalmente ramificada y como el polinomior -1ro E
Lo[x] es de Eisenstein, entonces por ( 1 .54) L = Lo('TT) y O¿ = 0¿0 [1r] .

(2): Como Lo/ K es finita no ramificada y L = Lo(/3) con f3 una raíz del 
polinomio r - b E L0 [x],  escribamos b = 7rfu con a E Z, 1r1 un primo de 
Lo y u E U Lo ·  El polinomio g(x) = xe - íi es separable en Lo[x] ya que p f e. 
Nótesequeparael polinomio f(x) = .r-u E Oi0 [x] su reducciónf(x) = g(x)
y así, por ( 1 .47), si a E Kup es una raíz de f(x), entonces Lo(a)/ Lo es no
ramificada y Lo(a) = Lo(a). 

Ahora, sean M L(a) = Lo(a, {3) y Mo = Lo(a). Entonces, en el 
diagrama 

M 

/ 
L = Lo(/3) Lo(a) = Mo 

1 ¡ ,.,. 

se tiene que 

e(M/K) = e(M/Mo)e(Mo/Lo)e(Lo/K) = e(M/Mo)
ya que Lo/ K es no ramificada por hipótesis y Mo/Lo es no ramificada, como
vimos anteriormente. Entonces, para probar que L / K es mansa basta probar 
que M/Mo lo es, ya que si p f e(M/ Mo) = e(M/ K), entonces p f e(L / K) 
porque e(L/K) le(M/K). 

Para probar que M/ Mo es mansa, observemos que 

M = L(a) = Lo(a, /3) = Lo(a)(/3a-1 ) = Mo(/31),
con /31 := /3a-1 . Notarnos también que

ae _ ae -e _ b - 1 a -1 a ,-,1 - ,.., a - u = 1r1 uu = 1r1 ,

ya que ¡3e = b = 1r1u y ae = u .
Sea d = mcd(e, a). Entonces 

M = Mo(/31 ) � Mo(a2, 0. 
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d d e/d a/d Y , , • • . • d 1 'd d on e a2 = 7T1 y !,  es una rruz e-es1ma pnnutiva e a um a .
Con el mismo argumento que usamos para probar que Lo(a)/ Lo es no 

ramificada, se prueba que Mo(0/Mo es no ramificada, y como 7T¡ es primo de 
Lo, entonces 7T¡ también es primo de Lo(a) = Mo y por lo tanto también es
primo de Mo(0 por (1 .36)(3). 

y como mcd(a/d, e/á) = 1 ,  

e(Mo(az, ()/Mo(l)) 2 e/d. 

Sin embargo, como a;/d = 7T�/d E Mo(0 entonces [Mo(az, () : Mo(0] <
e/d. Se sigue entonces que 

e 
e(Mo(az, 0/Mo(0) = d = [Mo(az, () : Mo(l)]

y así Mo(a2 , 0/Mo(0 es totalrnente ramificada y como p f e, entonces p f (e/á) 
y así es mansa también. Finalmente, corno se tiene el diagrama 

Mo(az, () 

1 �
M = Mo(/3) Mo(() 

� I n,. 
Mo 

entonces claramente Mo(az, ()/Mo es mansa y por lo tanto M/Mo también lo 
es. O 

Ejemplo 16. Si K es un campo valuado discreto completo tal que su campo 
residual K es finito de característica p > O, sean n 2 1 un entero tal que p f n 
y µ,n el grupo de raíces n-ésimas de la unidad en una cerradura separable de K. 
Sea L = K(µ,n), Entonces L/K es mansamente ramificada. Esto se sigue de
la parte (2) de la proposición anterior con Lo= K y e= n. 

Corolario 1 .57. Sea K un campo valuado discreto completo, con campo 
residual K perfecto de característica p. 
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( 1 )  Si L / K es mansa y totalmente ramificada y [L : K] = e, entonces L es de lafonna L = K(a), donde a es una ra(z de la ecuación xe - 'TTK = O, con 'TTK un primo de K. 
(2) Más aún, L/K es Galois de grado e =  [L : K] si y sólo si K contiene atodas las ra(ces e-ésimas de la unidad. 
DEMOSTRACIÓN. La primera afirmación es directa de la parte (1) de la 
proposición anterior. La segunda afirmación se sigue de la primera. O 

Corolario 1 .58. Sea K un campo valuado discreto completo, con campo residual perfecto de característica p. 
( l )  Si L :2 M :2 K es una torre de extensiones finitas con L / M y M / K mansas,entonces L / K también lo es.
(2) Si L / K es mansa y M/ K es finita, entonces LM/ M es mansa.
(3) Si L 1 / K y Li/ K son mansas, entonces L 1 Li/ K es mansa.
DEMOSTRACIÓN. Similar a la del corolario ( 1.48). o 

1 .6 Campos locales 
Un campo local K es un campo valuado discreto completo con campo residual 
finito. En esta sección clasificamos los campos locales y probarnos algunas 
de sus propiedades importantes. El nombre de campo local lo justifica la 
proposición siguiente, pero antes necesitamos un lema, válido en general para 
campos valuados discretos completos: 

Lema 1 .59. Sea K, v un campo valuado discreto completo y sean Ox su anillo local y 'TTK un elemento primo. Entonces, el mo,jismo natural f : Ox -t lím 0x/7Tx0K dado por a 1-t (a mód pj:) induce un isomorfismo -
n (y homeomo,jismo ): 

n donde OK /7r'k_CJK tiene la topolog(a discreta. 
DEMOSTRACIÓN. Los morfismos naturales 

Ox/PK +- Oi/Pk +- Ox/P� +- · · · 
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inducidos por las inclusiones O � · · · � P1f 1 � P'k � · · · � p} � P K � O K
inducen el morfismo 

f : OK -+ lím OK /rrxOK, 
+-
n 

00 

el cual es inyectivo porque su núcleo es n PK = {O}, la última igualdad por 
n=l 

(1.1 5)(2). 
Para probar que f es suprayectivo, sea R � OK un conjunto completo 

de representantes de K = Ox/Px tal que O E R. En la demostración de 
(1.16)(1) vimos que, para todo a E OK y todo n � 1 ,  las clases residuales 
a mód P'k E OK/P'k se pueden escribir, en forma única, como 

a = ªº +  a11TK + · · · + ªn-1�-l mód Px 
con los aj E R. Se sigue que cada elemento () E lím O K / Px está dado por

+­
n 

representantes (para cada n � 1): On = ao + a11rx + · · · + a11_ 1 1ri-l con
coeficientes fijos ªi E R y por lo tanto () es la imagen, bajo f, del elemento 

00 

ii := lím On = °" aj7Tk E Ox.
n-oo L,¿ 

j=O

Finalmente, que f es un homeomorfismo se demuestra como en (1.86)(1) 
ya que los conjuntos 

Vn := IJ Ox/P�
j>n 

00 

forman una base de vecindades abiertas del O del producto directo IJ OK/P{
j=I 

y las intersecciones Vn n lím O K / Pt forman una base de vecindades abiertas 
+-
j 

del O del límite lím O K / 
+-

j 

j 

donde los Px forman una base del O de O K por (1.1 5)(3). o 
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Ejemplo 17. Si K = QP entonces (h = Zp , 'TTK = p y como, por el ejemplo 
7 después de ( 1 . 12), Zp/ p'll.,p '.:::'. Z/ p'll.,, entonces 

Zp '.::::'. lím Zp/ pn'll.,P '.:::'. lírn Z/ pn'll.,.- -
n n 

Proposición 1 .60. Sea K, v un campo valuado discreto. Entonces, K es un 
campo local (i.e., K es completo y su campo residual Kv es finito) si y sólo si 
K es localmente compacto. 

En particular, el anillo de valuación O K es compacto y por lo tanto el grupo 
de unidades U K también es compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Si K es localmente compacto, entonces es completo. Ahora, 
como v es discreta, sea 7T un parámetro uniformizador. Entonces los ideales 
( 7r") forman un sistema de vecindades cerradas del O E O K y por lo tanto al 
menos una de ellas es compacta y así, multiplicándola por 'TT-n, se sigue que 
Ox es compacto y por lo tanto el campo residual Kv = Ox/'TTOK también es 
compacto y como es discreto, entonces es finito. 

Recíprocamente, si K es completo y Kv es finito, entonces de los epimor­
fismos Kv = Ox/'TTOK - Ox/'TTnOx se sigue que los cocientes Ox/'TTnOx 
también son finitos. Y como por el lema anterior 

Ox = lírn Ox ¡'TTnoK,-n 
entonces Ox es el límite inverso de compactos y por lo tanto es compacto. Se 
sigue que K es localmente compacto. 

Finalmente, como U K i;;: O K es cerrado ya que es la imagen inversa del 
{O} i;: R bajo la función vx : K* .- R y como Ox es compacto, entonces Ux 
también es compacto. O 

Cuando K, ves un campo local, el valor absoluto ultramétrico I l v  asociado 
a la valuación v se puede elegir canónicamente tomando a := q-1 , donde
q = I Kv l  es la cardinalidad del campo residual de K. En este caso se dice que 
el valor absoluto ultramétrico I l v  está normalizado: lxl v = q-v(x) .

Ejemplo 18. El campo Qp es un campo local con campo residual lF p · Si 
x = pna/b con n, a, b E 'll., y p f ab, entonces v(x) = n y su valor absoluto 
ultramétrico normalizado es: lx lv = p-v(x) = p-" . 
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Ejemplo 19. Si K = IFq((T)) es el campo de series formales de Laurent en la
variable T con coeficientes en el campo finito lF q, entonces K es un campo local 
con campo residual lF q ·  

De hecho, estos dos ejemplos y sus extensiones finitas son todos los campos 
locales como veremos a continuación, pero primero probamos que, con respecto 
a la característica, sólo hay dos clases de campos locales: 

Proposición 1 .6 1 .  Sean K, v un campo local, Kv su campo residual y p =
car (Kv) =/= O. Entonces: 

( 1 )  car (K) = O 
o 
(2) car (K) = p = car (Kv), 

DEMOSTRACIÓN. Si car (K) =/= O, sea q = car (K) > O. Entonces q = O en el 
subanillo generado por el 1 E K y por lo tanto q = O en O K ;  consecuentemente, 
q = O en Kv = Ox/'PK, y como q es primo, entonces q = p. D 

Para clasificar los campos locales, tenemos entonces dos casos a considerar, 
a saber: cuando K y su campo residual K tienen característica diferente y cuando 
tienen característica igual : 

El caso de característica diferente. En este caso, por la proposición anterior, 
K tiene característica O y su campo residual K tiene característica p > O. Como 
car (K) = O, entonces (Q � K y si VK es la valuación de K, al restringirla a 
(Q induce una valuación discreta en Q, i.e., una valuación p-ádica vp en Q. 
Más aún, como K es completo, la  completación (Qp de (Q � K también está 
contenida en K y así K es una extensión de (Qp. Entonces, se tiene la extensión 
K /IF P de los campos residuales correspondientes donde K es un campo finito
y por lo tanto es de la forma K = 1Fq con q = pf y f = [K : IFµ] < oo.
Observemos ahora que el elemento p E Z � Ox va a dar al O E K, de tal 
forma que p E Px y así vx( p) 2:: l .  El entero e := vx( p) 2:: 1 se llama 
el índice de ramificación absoluto de la extensión K/Qp. Esta terminología 
se justifica observando que, como podemos suponer que v K es normalizada, 
entonces vx(K*) = Z y como vxlQp es discreta y p E (Qp es un elemento 
primo, se tiene que e := vx( p) genera al grupo discreto vx lQ/Q;), es decir, 
vx !Q/Q;) = eZ y por lo tanto 

e(K/Qp) := [vx(K*) : vx lQ,((Q;)J = [Z : eZ] = e = vx( p), 
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por lo que el entero e = vK(P) es el índice de ramificación de la extensión K/Qp.
Entonces, la extensión K/Qp satisface las hipótesis de la primera parte de (1.35)
y consecuentemente K/Qp es una extensión finita de grado [K : Qp] = ej.
Hemos así probado el teorema siguiente: 

Teorema 1 .62. Si K es un campo local de característica O, entonces K es una 
extensión finita del campo Qp.

o 
El caso de característica igual. En este caso se tiene que car (K) = car (K) = 
p =f. O, y así la proposición ( 1.17) (3) y (4) nos dice que podemos elegir un
conjunto 'R � OK de representantes de K que es un campo, de hecho isomorfo 

00 00 

a K. Entonces, dados o: = L an"1Tn y /3 = L bn "1Tn , se tendría que
n»-oo n»-oo 

00 00 00 

o: +  /3 = L an7Tn + L bn 'TT'n = L (an + b,,)'TT'n 

n»-oo n»-oo n»-oo 
con ªn +bn E 'R � K, y similarmente para el producto 0:/3. Como consecuencia
de esto tenemos: 

Teorema 1 .63. Sea K un campo local de característica p = car (K) =f. O y
sea 7T' un elemento primo de K; entonces: 

(1 ) O K = K[[ 7T' ]] es el anillo de series formales en 7T con coeficientes en K. 
(2) K = K(( 7r)) es el campo de seriesfonnales de Laurent en 7T con coeficientes 
en K. 

DEMOSTRACIÓN. Para la parte (1) se usa la expansión (1.16)(1) de todo elemento 
a E O K como una serie convergente: 

00 

a= ¿an'TT'n 

n=O 
con ªn E 'R � K, 

y la parte (2) es similar usando (1.16)(2) que todo elemento a E K se puede 
escribir como una serie convergente: 

00 

Ci = L an 'TT'n 

n»-oo 
con an E 'R � K. 
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La máxima extensión no ramificada de un campo local. Si L / K es una 
extensión finita de campos locales y si L/ K es no ramificada, por (1.49)
Gal(L / K) � Gal(L /K) y como K = IF q es un campo finito, digamos
con q elementos, entonces Gal(L / K) es un grupo cíclico generado por el 
automorfismo de Frobenius Frx : a 1-----) aq ; sea Frx E Gal(L/K) el elemento
correspondiente a Frx. Entonces, Frx está caracterizado por la propiedad: 

Frx(a) = aq mód Px para todo a E O¿ 

y se llama el Frobenius de la extensión no ramificada L/K. Por definición es 
un generador del grupo cíclico Gal(L/ K) y su orden es 

f(L/ K) = [L : K] = !Gal(L/K)I = !Gal(L/ K)I = [L : K].

Similarmente, si K es un campo local con campo residual K = IF q y Knr

es la máxima extensión no ramificada de K en una cerradura algebraica Kª1 de
K, entonces en este contexto el corolario (1.5 1) nos dice que 

Gal(Kn,./K) � Gal(IF;ep /IFq)

donde por la observación del párrafo anterior y pasando al límite se tiene
que el grupo Gal(IF�ep /IF q) es el límite inverso de los grupos cíclicos finitos
Gal(IF qm /IF q). (Véase el ejemplo 2� al final de la sección § 1.9, donde probamos 
que este límite es la completación Z de Z). 

Dado un campo local K con campo residual K = IF q, tenemos la siguiente
descripción explícita de la máxima extensión no ramificada Kn,. de K: 

Proposición 1 .64. Sea K un campo local con campo residual K = IF q el
campo finito de orden q = pf. Dado un entero n coprimo con p, sean
Kn := K(µn) y Kn := K(µn) los campos obtenidos adjuntando las raíces 
n-ésimas de la unidad a los campos base respectivos. Entonces:

(1) Kn/K es una extensión no ramificada y el campo residual de Kn es Kn.

(2) El grado [Kn : K] es el menor entero f' � 1 tal que qf' = 1 (mód n).

(3) La máxima extensión no ramificada Kn,. de K se obtiene adjuntando a K
todas las raíces de la unidad de orden coprimo con p, i.e.,

Knr = LJ K(µn).
ptn 
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(4) La extensión Knr/ K es Galois, y además el grupo de Galois

Gal(Kn,./ K) '.::: � Gal(IF;/IFq) '.::: Z
n 

está topológicamente generado por el automorfismo Frx, llamado el automor­
fismo de Frobenius, que satisface 

para todo a E Ox., · 

El isomorfismo Z '.::: Gal(Knr·/ K) está dado, para v E Z, mediante: v 1--t F1Í(. 

DEMOSTRACIÓN. (1): El campo Kn = K(µ,11 ) es el campo de descomposición
del polinomio x!1 - 1 sobre K = IFq. Ahora, si f = [K(µ,11) : K], 
entonces I K(µ,11) 1 = qf para un / 2 1 ; se sigue que K(µn) es el campo
de descomposición del polinomio xq' - x = x(x'l'- 1 - 1) sobre K = IFq ,
i.e., K(µ,11) = K(JLqt- i). Nótese que f 2 1 es el menor entero tal que
qf = 1 (mód n). Por (1.47)(2) y (1.50)(1), sea Knr.J la extensión n9 ramificada
de K de grado f con campo residual Kn = IFqt · Ahora, para el polinomio
f(x) = x'l'- 1 - 1 sobre K se tiene que para todo a E OK•r.J:

l!'(a) IKnr.J = l(qÍ - l)aq'-2 1Knr,J = 1

y así, por el lema de Hensel para todo a E IF qf existe un a E a \;;; O K.,.,
tal que f(a) = O. Y como f(x) se descompone en IFqf, entonces f(x) se
descompone en Knr;J· Además, el campo de descomposición de f(x) sobre K 
no puede ser menor que Knr;f ya que su campo residual debe contener al menos
qf elementos. Se sigue que el campo de descomposición de f(x) sobre K es
Kn,;f, i.e., K" = Knr;f· Esto prueba (1).

(2): Se sigue de la demostración anterior. Nótese que f' es el menor entero tal 
!' que FrK./K = l.

(3): Se sigue de (1) pasando al límite una vez que notamos que la unión de los 
campos Kn es la cerradura algebraica de K. 

(4): Km·/ K es Galois por la observación previa a (1.51) y el grupo de Galois está
calculado en (1.51). Finalmente, GalOf;ep /IFq) es topológicamente generado
por un automorfisrno </Jq tal que </Jq : a 1--t aq , para a E �ep. D 
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1 .7 Filtraciones del grupo de unidades 
Dado cualquier campo local K, consideremos la filtración siguiente del grupo 
de unidades U K de K: 

uK =: u:) 2 u�) 2 u�) 2 · · .
donde los u�) se definen para i 2:: 1 como

U'j} := {x E UK : v(x - 1) 2:: i } .

Nótese que s i  7T E K es un elemento primo, entonces ¡, K = 7r() K y por lo tanto, 
para i 2:: 1 

Q) . u K = 1 + l'K = 1 + 7T
I o K;

más aún, cada ui> es un subgrupo abierto de U K ( en la topología de U K inducida
como subconjunto de K* ); de hecho, los grupos U�) forman una base de abiertos 
del 1 E K, ya que si l alK = c-vK (a) es el valor absoluto asociado a VK, con
e > 1 un real fijo, como en la demostración de (1.15)(3) se tiene que 

u<;> = 1 + l'x = { a E K* : l l - alK < -1
-1 }.

en-

Observe que los u<¡_) son, en efecto, subgrupos de U K ya que claramente son
cerrados bajo productos y si u E u<;>, entonces u- 1 E u<;) ya que

1 1 - U-1 I K = l u lx 1 lu - l lK = 1 1 - u lK, 

la última igualdad porque u E UK . Los grupos u<;>, n 2:: 1, se llaman los
grupos de unidades superiores; el grupo U�) se llama el grupo de unidades 
principales de K. De (1.15)(2) se sigue que íl ui> = 1 y de (L59) se deduce

j 
que 

UK � lím Ux/ut. 
+-
¡ 

donde los cocientes U K / ui> son finitos por la parte (3) del lema siguiente, y
por lo tanto U K es un grupo profinito (Hausdorff, completo y compacto, véase 
(1.60)). En forma totalmente análoga se tiene que 

u<n) rv lím u(n)¡ u(n+i)K - +- K K • 
i 

donde los cocientes u<;_> ¡ u<¡_+i) son finitos por la parte (2) del lema siguiente.
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Lema 1 .65. Sea K un campo local, O x su anillo de enteros, p K su ideal 
máximo y K su campo residual. Entonces: 

( 1 )  El epimo,jismo canónico OK ---+ K induce un isomorfismo

( el grupo multiplicativo). 

(2) Para cada i 2: 1, la 

A;,x : u<)¡ ¡u�+I) � Pk/Pt 1 � K+ (el grupo aditivo). 

(3) Para cada i 2: l .  los cocientes Ux/Ut) son/mitos.

(4) Más aún, si Kn/ K es una extensión no ramificada y Kn es el campo
residual de Kn , entonces los isomorfismos anteriores (para el grupo de unidades
Un = Ux. de Kn ) son isomorfismos de Gal(Kn/ K)-módulos.

DEMOSTRACIÓN. ( 1  ): El homomorfismo p : U x ---+ K*, u � u tiene núcleo 

Ker (p) = { u E u K ; u = u + p K = l + p K },

que es claramente igual a u�) = 1 + PK· Más aún, todo u E Ox - Px es una
unidad, i.e, u E U K, y por lo tanto la aplicación p es suprayectiva. 

(2): El isomorfismo ui) ;ui+i) � Pk/Pi 1 está dado como sigue: si u E
U�) = 1 + Pk , entonces u = 1 + t con t E Pk, y se define la aplicación
u = 1 + t � u - 1 = t mód (P1 1 ) de u�) ---+ Pk/P1 1 . Esta aplicación es un
homomorfismo ya que si u, u' E u�) entonces u = 1 + t, u' = 1 + t', y 

uu' - 1 = ( 1  + t)( l + t') - 1 = t + t' + tt' = t + t' mód (Pi 1 ).

Claramente, es suprayectiva y su núcleo es 1 + P'.i"° 1 = u1+ 1> .

El isomorfismo de grupos aditivos Pk/P1 1 � K+ está dado como sigue: 
ya que p� e/ P7 1 , entonces existe un a E Pk - P71 ; la aplicación x � xa, 
para x E O x,  nos da isomorfismos 

Ox '.:::: aOx y 
y por lo tanto induce un isomorfismo 

(i) 
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Pero como a E Pk - P�: 1 , entonces el ideal (a) se puede factorizar como 

(a)= p�a 

con a un ideal coprimo con p 

(ii) 

Se tiene además que 

'1P� + Pt 1 = P� y

y así la aplicación x t---t x + P1 1 , para x E ap�

(iii) 

Los isomorfismos (i), (ii), (ili) dan el resultado deseado. 

(3) :  Por inducción sobre i considerando la sucesión exacta corta: 

Ü -+  UK/u<J) -+  UK/ui+l) -+ u<j¿ ;ui+l) -+ O, 

donde los extremos son finitos por hipótesis de inducción y la parte (2) 
respectivamente. 

( 4): Finalmente, que todos estos isomorfismos son de Galo is se sigue del hecho 
de que como Kn / K es no ramificada, un primo 7TK de K es también un primo 
de Kn , y así los morfismos de (i) y (ii) son Gal(Kn/ K)-morfismos, i.e., para 
toda u E Gal(Kn/ K) se tiene 

u(u) = u(l + 7Tif3) = 1 + 7T;u(f3).

o 
Proposición 1 .66. Sea K un campo local. Entonces, el grupo K* tiene la 
descomposición 

K* = (7r) X UK = (7r) X µq- 1 X ur>, 
donde ( 7T) = { 7Tn : n E Z} <;;;; K* es el sub grupo cíclico infinito generado
por el elemento primo 7T = 7TK de K, µq-1 es el grupo de raíces (q - 1)-ésimas
de la unidad y q es la cardinalidad del campo residual de K. 

DEMOSTRACIÓN. Todo elemento a E K* tiene una descomposición única 

a = 7TvK(a) • U 
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con u E U K , lo cual muestra que 

K* = (1r) x Ux. 

Más aún, el grupo Ux contiene al subgrupo JJ,q-1 ya que la ecuación
.x'l-1 - 1 = O se descompone en factores lineales en el campo residual Kv 
de K (aquí q es la cardinalidad de Kv), y por el lema de Hensel cada una de 
estas raíces a E Kv se levanta a una raíz a E K y así x1- 1 - 1 se factoriza en 
K. 

Ahora, el epimorfismo canónico p : Ox -t Kv = Ox/PK restringido a 
U x manda JJ,q- 1 � U x suprayectivamente a Kv con núcleo u�>. Esto muestra
que 

o 
Proposición 1 .67. Sea K un campo local y n un entero coprimo con car (K). 
Entonces, para todo entero i 2 vx(n) + 1 ,  la aplicación a 1---+ an es un
isomorfismo "e u(í) en u(í+vx:(n)) en particular . "'' K K • 

(V'j)t = ui+vx:(n)) 

para todo i 2 vx(n) + l .

DEMOSTRACIÓN. Como u<j¿ = 1 + p� = 1 + 1r�Ox, entonces

(u(í)) n e u(í+vx:(n)) K - K 

ya que si a = 1 + a1rk E v1>, entonces

an = ( 1  + a1rk t = 1 + na1rk mód 1T� 

- 1 + na1rk mód (n1ri 1)

ya que vx(n1r'.: 1 ) = vx(n) + i + 1 ::; 2i porque vx(n) + 1 ::; i por hipótesis.
Se sigue que a" - 1 = na1rk + bn1ri 1 con a, b E Ox y por lo tanto 

vx(� - 1) 2 mín{vx(na1rk), vx(bn1ri1 )}
2 vx(n) + i

ya que vx(na1rk) = vx(n) + i + vx(a) y vx(bn1ri 1 ) = vx(n) + i + 1 + vx(b)
con vx(a) 2 O y vx(b) 2 O. 
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Ahora, el núcleo de u�> --+ ( u�>r es el conjunto de raíces n-ésimas
de 1 contenidas en u'j). Sea g = 1 + a1r� una de estas raíces; entonces
g2 = 1 mód ¡,�. En general, g,· = 1 mód ¡,�. Ahorá, si t =/:- 1, entonces
substituyendo {7 = 1 mód Pk en

gn- 1  + . . . + g + 1 = O 
se obtiene que n = 1 + · · · + 1 = O mód ¡,� y por lo tanto n E ¡,� y así
vK(n) � i > VK(n), una contradicción a menos que g = 1. Se sigue que el
núcleo del morfismo anterior es trivial, i.e., es un monomorfismo. 

Finalmente, si a E u�+vK(n)) consideremos la ecuación

f(x) = � - a =  O. 

Para aplicar el lema de Hensel a esta ecuación, con ao = 1 en O x, se observa 
que f(ao) = 1 - a y f'(ao) = n, de tal forma que 

VK (/,f ;;;2 ) = VK e;:;ª) = vx(l - a) - vx(n2)

= i + vx(n) - 2vx(n) = i - vx(n) > O,

es decir, se satisfacen las hipótesis del lema de Hensel y consecuentemente 
existe un a E Ox tal que f(a) = O, i.e., tal que � = a. Más aún, por la parte 
(2) del lema de Hensel (1.21): 

vx(a - ao) = vx(a - 1) � vx ( f,(ao))) = i + vx(n) - vx(n) = i
f (ao 

y por lo tanto a E u'/) y es tal que � = a, corno se quería. o 
Corno una consecuencia de esta proposición probaremos que si K es un 

campo local, entonces para todo m � 1 coprimo con car (K) (arbitrario si 
car (K) = O) se tiene que K*m tiene índice finito en K*; para esto necesitaremos
el lema siguiente, de la teoría de grupos: 

Lema 1 .68. Si f : G ---+ G' es un homomorfismo de grupos y H <l G es un sub grupo normal, entonces 
[G : H] = [f(G) : f(H)] [Ker (f) : Ker UIH)]. 

DEMOSTRACIÓN. El morfismo f induce el isomorfismo G /Ker (!) :::: f(G) 
y como f(Ker (f)H) = f(H), donde notamos que Ker (f)H es un subgrupo 
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normal de G, entonces f induce el isomorfismo G/Ker (f)H � f(G)/ f(H) 
y así [G : Ker (f)H : ] = [f(G) : f(H)], por lo que 

[G : H] [G : Ker (f)H][Ker (f)H : H] 
[J(G) : f(H)][Ker (!) : Ker (f) n H] 

[f(G) : f(H)] [Ker (f) : Ker UIH)]. 

o 
Corolario 1 .69. Si K es un campo local de caracterfstica p 2 O y m 2 1 es 
un entero coprimo con p (arbitrario si p = O), entonces K*m tiene (ndicefinito 
en K*. De hecho, UK tiene índice finito en U K y más aún 

y con H := K*m � K* =: G, observando que Ker (vx) = Ux y Ker (vx l n) =
H n Ux = Ux, se tiene que 

[vx(K*) :  vx(K*m)] [Ux : UK]
[Z : mZ] [Ux : Ux] = m [Ux : Ux], 

y así basta probar que el índice [U 
(1.67) anterior, para i suficientemente grande Se tiene que (U<j¿r = u�+vK(m))
y de hecho podemos elegir i suficientemente grande de tal forma que ningún 
elemento ( =/- 1 de µm(K) esté en U'j¿. Consideremos entonces el homomor­
fismo f : U K - UK dado por u f..-+ um y apliquemos el lema previo con
H := u�> � Ux =: G notando que Ker (!) = µm (K); se tiene entonces 

[Ux : u�> ] [Ux : (U�>r ] [µm (K) : µm (K) n U<j¿]

[UK : uf+vK(m))] [µm (K) : 1 ]
[ U  K ; ui+vK(m))]= [Ux : Ux] 

lµm (K)I,

la última igualdad por el tercer isomorfismo de Noether. Se sigue que 

m [Ug : ui+vK(m))] 
[Ug : Ux ] = (i) lµm(K) I

[Ux : Ux ] 
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y como los índices [U K : U�)] son finitos por (1.65)(3), entonces [U K : Ux]
también es finito y consecuentemente [K* : K*m] = m [UK : Ux]  también lo
�. o 

Si K es tm campo local y p = car (K), consideremos el homomorfismo
</> P : K"' -+ K* dado por a � aP y a continuación estudiaremos su acción en
los subgrupos ui> k K* . Como la característica del campo local K es O ó p,
tenemos dos casos a considerar, el caso de característica igual siendo el más 
simple: 

Proposición 1 .  70. Si K es un campo local de característica car (K) = p =
car (K), entonces el homomorfismo </>p : K* -+ K* manda inyectivamente ui> 
en ut> para toda i � 1, y se tienen diagramas conmutativos para toda i � 1 :

u<i)¡u<i+ 1> � u<Pi>¡u<p1+1>K K K K 

>.1,K ! ! Apt,K 

K -----� KFr, 

donde Áj,K : u�> /u�+ I ) -+ K son los isomorfismos de (1.65) y Frp es el
automorfismo de Frobenius. Más aún, los morfismos <J, P son isomorfismos
para toda i � l. 

DEMOSTRACIÓN. Sea 1T = 1TK llll elemento primo de K. Si a = I + e1r1 E u�> 
entonces 

<J,p(a) = (1 + e1ri)P = 1 + eP1rP1 

(la última igualdad porque car (K) = p) y claramente 1 + eP 1rP1 E u<¡i). Más
aún, <J, P es inyectiva porque no hay p-torsión no trivial en K"'. Esto prueba la
primera afirmación. Para la conmutatividad de los diagramas, recordemos de 
(1.65) que los morfismos A¡,x están dados para a = 1 + e1ri E u'j) como:
A¡(a) = e. Se tiene entonces que

Frp o A1(a) = Frp(e) = eP 

y 
Ápi o </>p(a) = Ap; (aP) = Ap; ( l  + eP1rP1) = eP = eP,

i.e., los diagramas conmutan. 
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Finalmente, como car (K) = p y K es finito, entonces el Frobenius 
Fr P : K --t K es un isomorfismo y como los ,\ i son isomorfismos por
( 1 .65), entonces </>p : U'/¿ ;ui+ 1 > --t u}t> ¡u}t+ 1> es un isomorfismo para
toda i � l .  O 

Consideraremos ahora el caso de característica diferente, i.e., car (K) = O 
y p = car (K). Nótese para comenzar que para p = p · 1 E K se tiene que 
p = O en K = Ox/Px ,  de tal forma que p E PK  y por lo tanto vx(p) = e >  l .  
Sea 7T' = 7T'K un elemento primo de K y sea 'R � ()K un conjunto completo de
representantes de K. Escribiendo al elemento p E K como 

con O; E 'R 
y vx(p) = mín{i O; i= O}, como vK(P) = e > 1 sea Oo E 'R el coeficiente
de 7T'" en (*). Entonces p - Oo7T'" E 77"+1 tJx y Oo E K está unívocamente
determinado por las condiciones anteriores. 

Proposición 1 .  7 1 .  Sea K un campo local de caractenstica O y sea p 
car (K). Entonces: 

( 1 )  Para i � e/(p - 1 ), el homomorfismo </>p manda v1> en u}t>.

(2) Para i > e/(p - 1 ), </>p manda U'/( en ui+e>.

(3) Los diagramas siguientes conmutan (donde los Áj,K son los isomorfismos
de ( 1 .65)):

(i) Para i < e/(p - 1):

u(i>¡u(i+I) � u(pi>¡ u<pi+ 1 >K K K K 

A1,K ! l Ápl,K 

K -----� KFrp 

(ii) Para i > e/(p - 1 ):

U(i)/U(i+I) � U(i+e)
¡ u(i+e+I )

K K K K 

A1, K l l Á1+,.K 

K -----• Ke - Ooe 
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(iii) Si se tiene que i = e/( p - 1 )  E Z: 

u<i)¡uCi+1 > � u<pi)¡u<pi+1 > 
K K K K 

A1,1C 1 ! Ap1, 1C  

K K e >-+ eP+Bae 

l. Campos locales

Más aún, si 1 � i < e/( p - 1 ), entonces </>p es un isomorfismo en (i) y si 
i > e/( p - 1), entonces </>p es un isomorfismo en (ii).

DEMOSTRACIÓN. Sea 1 + a E u�>. Desarrollando el binomio

p( p - 1 )  2 1 ( 1  + a)P = 1 + pa + a + · · · + paP- + aP 
2 

observamos que las valuaciones de sus términos son 

v( pa) 
v(( p( p - 1)/2)a2) 

= v( p) + v( a) = e + i
v( p( p - 1)/2) + v(a2) = e + 2i

v( paP- 1 )
v(aP) 

de donde se sigue que 

v( p) + v(aP- 1 ) 
= pv(a) 

- e + ( p  - l)i
= pi, 

v((l + a)P - 1) - v( pa + aP) s1 v( pa) # v(aP)
v((l + a)P - 1 ) > v( pa + aP) s1 v( pa) = v(aP).

Nótese que 

v(aP) � v( pa) {::} pi � e + i {::} i � e/( p  - 1), 

de tal forma que 

v(aP) < v( pa) {::} i < e/( p - 1 )  
v(aP) > v( pa) {::} i > e/( p - 1 )
v(aP) = v( pa) {::} i = e/( p - 1 )  E Z. 

Se sigue entonces que para a = 1 + e'TT'i E U'/¡:

v(( l + e'TT'i)P - 1) = v(eP'TT'Pi) si 
v((l + e'TT'i)P - 1 )  = v( pe'TT'i) si 
v((l + e'TT'i)P - 1 )  = v(eP'TT'Pi + pe'TT'i) si
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i < e/( p  - 1 )
i > e/( p  - 1 )
i = e/ (p  - 1 )  E Z, 
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es decir, 
(J + B'TT'i)P
(1 + B'TT'i)P
(1 + B'TT'i)P

= 1 + E:p'TT'pl (mód 7T'pl+ l) Sl 
l + Ooe'TT'i+e (mód 7T'i+e+ l) si 

- l + (eP + Ooe)'TT'1+e (mód 7T'pi+ l) si 

i < e/( p - 1) 
i > e/( p  - 1 ) 
i = e/( p - 1) E Z

ya que la primera congruencia es consecuencia de la primera igualdad de las tres 
igualdades previas. La segunda congruencia es porque Oo E R es el coeficiente 
de 'TT'e en la expansión de p en (*), de tal forma que p - Oo'TT'e E 'TT'e+ I oK.
La última congruencia es porque pi = e + i y así, usando de nuevo que
p - Oo'TT'e E 7re+ 10K , se tiene que

eP 7rPi + pe'TT'i = eP 'TT'pi + Oo'TT'e B'TT'i = (eP + Ooe )'TT'i+e mód 'TT'i+e+ 1 .
La conmutatividad de los diagramas de la proposición se sigue de las tres 

congruencias anteriores. 
Finalmente, si 1 � i < e/( p - 1), en el primer diagrama A; y Ap; son

isomorfismos y Frp : K ---t K es el isomorfismo de Frobenius (K es finito). Se
sigue que </>p : uf ¡u�+ I)  ---t u<¡i) ¡uy_i+l) es un isomorfismo en este caso.
También, si i > e/( p - 1), los morfismos A; y A;+e son isomorfismos en el 
segundo diagrama y la aplicación e f---+ Ooe es un isomorfismo de K en K ya 
que Oo -=f. O. Se sigue que </>p también es un isomorfismo. O

Corolario 1 .  72. Sean K un campo local y p = car (K). 
(1) Si n 2 1 es un entero coprimo con p, entonces para todo i 2 1 los grupos
ut> son unívocamente n -divisibles. 

(2) Si car (K) = O, entonces para toda n 2 1 el grupo (K*)n es abierto de
índice finito en K*. 
(3) Si car (K) = p = car (K), entonces el grupo (K*t es abierto de índice
finito en K* si y sólo si p f n.

DEMOSTRACIÓN. (1):  Si a = 1 + e'TT'; E uf y si a" = 1 ,  como la clase lateral
de an en u<j_> /u<j_+l) -:::= K es 

1 = an = (1 + e71'1t = 1 + ne71'1 + términos en 'TT'j con j 2 i + l
= 1 + ne71'1 mód p7 1 , 

entonces 1 = 1 + ne71'1 mód P1 1 ,i.e., ne71'1 E P1 1. Pero como K es
unívocamente n-divisible y p = car (K) f n, entonces la única posibilidad
para que se dé la igualdad anterior es que n = O. 
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(2): Si car (K) = O, entonces (K*t tiene índice finito en K* por ( 1 .69). Tenemos ahora dos subcasos: 
(i). Si p f n .  Entonces u�> � (K*t por la parte ( 1 ), y así (K*)n es abierto en
K* . 

(ii). Si p in,  escribamos n = p1m con p f m. Escojamos un entero i tal que
i 2 vx(p1) + 1 = t + l .  Por ( 1 .67) se tiene que 

uf+vK(P')) = ( urr' � (K*)P' ,
y por lo tanto (K*)p' es abierto. 
(3): Si car (K) = p = car (K), de nuevo consideramos dos subcasos: 
(i). Si p f n ,  de nuevo por la parte ( 1 ), u�> � (K*t y así (K*t es abierto. Yes de índice finito por ( l .69). 
(ii) Si p in,  escribamos n = p1m con p f m y notemos que si p f i, entonces
u�> i (K*)P ya que si sucediera lo contrario, i.e., si 1 + 'Tri E (K*)P con1 + 7ri E uf, entonces existiría un a E K* tal que aP = 1 + 7ri y comoestamos en característica p > O, esto implica que (a - I)P = aP - 1 = 'Tri, por lo que pvx(a - 1) = i, i.e., p l i, una contradicción ya que a f. O. Se sigue que (K*)P no contiene a ningún u'j¿ con p f i y por lo tanto nocontiene a ningún u�>, ya que por ( 1 .70) el morfismo <f,p : ut >-+ u'¡i> esinyectivo. Por lo tanto, (K*)P no es abierto en K* . O 

La proposición anterior muestra que en característica O las propiedades topológicas y las algebraicas de un campo local K están estrechamente relacio­nadas. Esto no es así en el caso de carac;terística igual. 
1 .8 Grupos de ramificación 
En esta sección introducimos los grupos de ramificación de una extensión finita de Galois de campos locales y finalizamos probando que el grupo de Galois de una tal extensión es soluble. Será hasta el capítulo 4 cuando estudiaremos más a profundidad estos grupos de ramificación. En esta sección sólo estudiaremos las propiedades básicas que nos serán útiles inmediatamente. 
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Definición 1 .  73. Sea L / K una extensión finita de campos locales con grupo
de Galois G = Gal(L/ K). Para cada número real s 2 -1 se define el s-ésimo 
grupo de ramificación de L / K mediante

Gs = Gs(L/K) := {u E Gal(L/K) : VL(u(a)-a) 2 s+ l para todo a E ('.Ji }. 

El grupo Go = { u E Gal(L/ K) : vL(u(a) - a) 2 1 } es el grupo de inercia 
(véase (l.50)(4)) de L/K y G_ 1 = G = Gal(L/ K). El grupo G 1 se llama el 
grupo de ramifi<¿ación de L/ K y los grupos G;, para i 2 2 se llaman los grupos 
de ramificación superior de L/ K. 

Observemos que como v L : L * - Z tiene valores enteros, entonces para 
todo número real s 2 -1 se tiene que

Gs = G j(s), 

donde j(s) es el menor entero 2 s. En efecto, si u E G j(s), entonces para todo
a E OL se tiene que 

vL(ua - a) 2 j(s) + 1 2 s + 1
ya que j(s) 2 s. Se sigue que u E Gs , Recíprocamente, si u E Gs entonces 
vL (ua - a) 2 s +  1 para todo a E OL . Pero corno VL(ua - a) E Z, entonces el 
entero vL(ua - a) - 1 es 2 s y como j(s) es el menor entero con esta propiedad, 
entonces j(s) :S vL(ua - a) - 1 ,  i.e., vi (ua - a) 2 j(s) + 1 y por consiguiente
u E G j(s) ·

Que los G; � G son, en efecto, subgrupos de G es porque si u E G; ,
entonces para todo a E OK se tiene que u(a) - a E pi¡t1 y por lo tanto

a - u- 1(a) = u-1(u(a) - a) E P1 1 ,

por (1.27)(3), i.e., u- 1 E G;. Similarmente, si a; T E G; y a E OK, entonces,
de nuevo por (1.27)(3) 

<TT(a) - a = u(r(a) - a) + u(a) - a E vt1 .

y por lo tanto <TT E G;. 

Nótese que se tiene una cadena de subgrupos 
.. · � G; � .. · G1 � Go � G. 
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Lema l .  7 4. Sea L / K una extensión finita de Galois de campos locales. 
Entonces, los grupos Gs son subgrupos normales de G = Gal(L/ K) y además G s = { 1 }  para s suficientemente grande.

DEMOSTRACIÓN. Si u E Gs y 7' E G, entonces como vi(O(a)) = vi(a) para 
todo (} E G,  se tiene que para (} = T- 1 :

vi(T- 1 UT(x) - x) = vi(T- 1 (UTx) - 7'- 1 (TX)) = vi(UTX - TX) 2 s + 1 ,
l a  última desigualdad porque u E Gs y TX E th ; se sigue que T- 1uT E Gs.

Para la segunda afirmación, sea u =/= 1 ;  entonces existe un a E O L tal que 
ua =/= a. Se sigue que si s 2 vi(ua - a) entonces u {/:.  Gs , i.e., Gs no contiene 
elementos u =/=  1 ,  i.e. , Gs = { 1 } .  Tomando entonces 

so := máx{vi (ua - a) : u E G, u -:fa 1 }  

( G es finito) se sigue que G s es trivial para s 2 so. o 
Lema 1 .  75. Sea L / K una extensión finita de Galo is de campos locales con 
grupo de Galois G = Gal(L/ K). 
( 1 )  Si j 2 - 1  es un entero, entonces 

G j = { u E G : u actúa trivialmente en Oif¡,{+1 } .

(2) Usando ( 1 .40) escribamos Oi = OK[x] para algún x E Oi. Entonces

Gs = {u E G : vi(u(x) - x) 2 s +  l } .
DEMOSTRACIÓN. ( 1 ): Si u E Gj , entonces para toda a E Oi se tiene que 
vi(ua - a) 2 j + 1 y por lo tanto ua - a E ¡,{+ 1 , i.e., ua = a en el cociente
O L / ¡,{+ 1 . La otra inclusión es similar. 

(2): Por la observación después de la definición basta suponer que ses un entero 
2 - 1. Pongamos 

Gs,x :=  {u E G : vi(ux - x) 2 s +  l }.
Claramente, Gs � Gs,x · Recíprocamente, si u E Gs,x y a E Oi es cualquier 
elemento, entonces por ( 1 .40) a =  I: a;xi con a; E OK y por lo tanto

i:2'.0 
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(la segunda igualdad porque a(a¡) = a¡ ya que a; E K). Observemos ahora 
que si a E Gs,x, entonces vi(ax - x) 2 s + 1 y así como 

a(x2) - x2 = a(x)a(x) - xx = a(x)(ax - x) + x(ax - x)

donde x, a(x) E O L se sigue que 

vi(a(x)(ax - x) + x(ax - x)) 
2 mín{ VL (ax(ax - x)), v¿ (x(ax - x))} 
2 VL(ax - x) 2 s + 1 .

Recursivamente se prueba que 

y por lo tanto 

i .e. , a E Gs. 

VL(ua - a)= vi (I: a¡(a(l) - l)) 2 s + l .
i20 

o 
Proposición 1 .  7 6. Si L / K es una extensión finita nonnal de campos locales 
con campos residuales L 2 K respectivamente y pongamos G = Gal(L / K); 
entonces: 

( 1 )  Gal(L/ K) '.::: G/Go. 

(2) El campo fijo de Go es la máxima extensión no ramificada Lo de K contenida 
en L. 

(3) Si 7rK es un elemento primo de K (y por lo tanto es primo de Lo ya que
Lo/ K es no ramificada), entonces para j 2 1 se tiene que

Gj = {a E Go : V¿0(a7rK - 7rK) 2 j + 1 },

i.e., para j 2 1 los grupos de ramificación de G = Gal(L/K) coinciden con
los grupos de ramificación de su grupo de inercia Go = Gal(L / Lo). 
DEMOSTRACIÓN. En ( 1 .50) vimos que si Lo es la máxima extensión no
ramificada de K contenida en L se tiene que 

Gal(L/Lo) '.::: Go

es el grupo de inercia de L/ K. Esto es precisamente (2). 
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Para (1), en la torre de extensiones L � Lo � K se tiene que 

G/Go � Gal(L/K)/Gal(L/L0) � Gal(Lo/K) � Gal(L/K), 

el último isomorfismo porque Lo/K es no ramificada. 
Finalmente, pongamos Gj,O := {u E Go : vi0(u7TK - 7TK) � j + 1 } .

Claramente G j,O � G j · Recíprocamente, como j � 1 entonces G j � Go y así, 
si u E G j entonces u E Go y por lo tanto G j � G j,O· D 

Si L/ K es una extensión finita de Galois de campos locales con grupo 
de Galois G = Gal(L/ K) y grupos de ramificación G;, sea 7TL un elemento 
primo de L ;  como por la proposición anterior Go = Gal(L/ Lo), entonces para 
todo u E Go, u( 7Ti) sigue siendo un elemento primo de L y por lo tanto 
U7TL = Uu7TL para algún Uu E Ui , Definimos entonces las funciones 

mediante 

donde 

r/10,L : Go -+ L* y o/i,L : G¡ -+ L (i � 1)

y A- L : U(i) -+ L (i > 1 )� L -

isomorfismos de ( 1 .65). 

Corolario 1 .  77. Sea L / K una extensión finita de Galois de campos locales 
con grupo de Galois G = Gal(L/K) y grupos de ramificación G¡. Entonces, 
las funciones o/i,L son mo,jismos con núcleo G;+J · Se sigue que: 

(1) El grupo Go/G1 es isomorfo a un subgrupo de L* (y por lo tanto es cíclico
de orden coprimo con p = car (L)).

(2) Para i � 1 los cocientes G¡/G;+1  son isomorfos a subgrupos del grupo
aditivo L (y por lo tanto son abelianos).

(3) G 1 es un p-subgrupo de Sylow de Go.

DEMOSTRACIÓN. Si 7TL es un primo de L entonc�s, para todo u E G =
Gal(L/ K), U7TL sigue siendo un primo de L y por lo tanto U7TL = Uu7TL para
algún Uu E Ui . Así, Uu = u7TL/7TL E Ui y tiene sentido definir 

r/li,L (u) := Á¡(uu), 
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Para el caso i = O, si <r, -r E Go entonces 

(<rr)7TL = -r(Uu7TL) = -r(uu)T(7T¿) = (mu)U-r7TL 

con Uu , u,, E U L · Notemos ahora que mu = Uu (mód Pi) ya que -r E Go. Se
sigue que 

y así

i/lo.L(-ra) = Ao.i((-rcr)7T¿/7TL) = lluU-r (mód p¿) = i/lo.i (-r)i/Jo,L(cr) (mód p¿),

i.e., i/Jo.L es un homomorfismo. 
Nótese ahora que el núcleo de i/Jo. L  consiste de aquellos cr E Go tales que 

Uu = 1 (mód p¿), i.e., tales que Uu - 1 E PL, i.e. , <r'TT'¿/71'¿ - 1 E PL, i.e., 
CT7T¿/7TL - 1 = t7T¿, y por lo tanto CT7T¿ - 7TL = l7TI E pi , de donde se sigue 
que cr E G 1 , 

Para i � 1 ,  el argumento es similar. 

Las partes (1), (2) y (3) son consecuencia directa de lo anterior. D 

Corolario 1 .  78. Toda extensión finita de Galo is de campos locales es soluble, 
i.e., su grupo de Galois G = Gal(L/K) es soluble. 

DEMOSTRACIÓN. Como G / Go � Gal(L / K), entonces G / Go es cíclico. 
Además, en la filtración 

· · · � G¡ � · · · � G1 � Go � G

los cocientes G¡/G¡+1 son abelianos por el corolario anterior. D 

Corolario 1 .  79. Si L / K es una extensión finita mansa de campos locales, en­
tonces no tiene ramificación superior, i.e. , si G¡ son los grupos de ramificación 
de G = Gal(L/K), entonces G¡ = O para i � 1. 

DEMOSTRACIÓN. En efecto, si Lo es la mayor extensión no ramificada de K 
contenida en L y si p = car ( K), entonces 

e = e(L/K) = e(L/Lo)e(Lo/K) = e(L/Lo) = [L : Lo],

la penúltima igualdad porque Lo/ K es no ramificada y la última igualdad porque 
L/Lo es totalmente ramificada. Se sigue que e = [L : Lo] = I Gal(L/Lo)I =
I Gol - Ahora, como para toda i � 1 se tiene que G; � G ¡ y G¡  es un p-grupo, 
entonces los G¡ , para i � 1,  también son p-grupos que además están contenidos 
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en Go, cuyo orden ! Go l = e no es divisible por p porque L/K es mansa. Se
sigue que los G; = O para i 2 1. O

Los grupos de ramificación de una extensión finita L/K de campos 
locales se pueden estudiar mediante la siguiente función, donde usamos que 
Oi = OK [a] por (1.40) y ponemos G = Gal(L/ K): 

ÍG : G --t Z 

es la función dada por: iG(u) := vi(ua - a) si u =f. 1. Observemos que iG(u) 
es un entero > O si u =f. 1;  se define iG( l)  = + oo. Los números iG(u) no
dependen de la elección del generador a de O L ya que si a' es otro generador, 
entonces a' = u a  con u E UK y así 

vi (ua' - a') vi (u(ua) - ua) = vi(uua - u a)
- vi(u(ua - a)) = vi(u) + vi(ua - a)
- vi(ua - a).

Lema 1 .80. Los mímeros ia(u) satisfacen las propiedades siguientes: 

(1) iG(u) 2 s + 1 si y sólo si u E Gs.

(2) ia(TOT- I) = ÍG(O'). 
(3) iG(OT) 2 mín{ia(u), ia(r)}. 

DEMOSTRACIÓN. (1): Por definición de Gs y de iG , es claro que
Gs = {u E G : ia(u) 2: s + l }.

(2): Se sigue de (1) y de que los Gs son subgrupos normales de G. 
(3): Se sigue de 

iG(ur) - vi(ur(x) - x) = vi(u(rx - x) + ux - x) 
> mín{ vi(u(rx - x)), vi (ux - x)}
- mín{ vi (rx - x), vi (ux - x)} ya que vi (u(y)) = vi(y)
- mín{ia(r), iG (u)}.

o 
Grupos de ramificación y unidades superiores. Los dos resultados sigu ientes 
relacionan los grupos de ramificación con los grupos de unidades superiores: 
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sea L/ K una extensión finita de Galois de campos locales y sea Lo la mayor 
extensión no ramificada de K contenida en L. Sea 7TL un elemento primo de L 
y sea G = Gal(L/ K). 

Proposición 1 .8 1 .  Con la notación anterior; si i 2 O es un entero, entonces 
un elemento u del gntpo de inercia Go pertenece a G; si y sólo si 

u(7TL)/7TL = 1 mód PL 
i.e., u E G¡ si y sólo si u(7TL)/7TL E ut.
DEMOSTRACIÓN. Como VL(u(7TL)) = VL(TTL), entonces u(7TL)/7TL E UL.
Ahora, como Go = Gal(Lo/ K), reemplazando K por Lo y G por Go nos
reducimos al caso de una extensión tot.,lmente ramificada L/ K. En este caso, 
por la proposición (1 .40) el elemento 'TT"L es tal que ( h = Ox [7rL]. Se sigue
que 

ia(u) - VL(U('TTL) - 'TTL) 
- vi(7TL(<r(7Ti)/7TL - 1))
- VL (7TL) + VL(<r(7Ti)/7TL - 1)
- 1 + VL (<r(7TL)/7rL - 1)

y así 

u E  G; {:} ia (u) 2 i + 1
{:} 1 + VL (<r(TTL)/7TL - 1) 2 Í + 1
{:} VL (U(7TL)/7rL - }) 2 i 
{:} u(7TL)/7TL - 1 = O mód p�
{:} u(TTL)/'TTL = 1 mód p�
{:} u('TTL)/TTL E ur> = 1 + p�.

o 
Recordando ahora que G;+ J <J G; , la proposición anterior se puede refinar 

para dar información sobre los cocientes G; / G ;+ 1 : 

Proposición 1 .82. Sea L / K una extensión finita de campos locales con grupo 
de Galois G. Sea 'TTL un elemento primo de L. Entonces, para cada entero 

93 



1. Campos locales

i 2: O lafimción que asigna a cada a E G¡  el cociente a( 7TL)/rrL E ut\nduce 
por paso al cociente un monomorfismo 

(i) (i+ I )ii; : G¡/G;+1 >--+ UL /UL 
que no depende del primo 7TL elegido. 

DEMOSTRACIÓN. Observemos primero que ii; no depende del primo 7TL . En 
efecto, si 7T1 es otro primo de L, entonces 7T1 = 117TL con 1t E U L y así 

a(7r1)/7r1 = a(7TL)/7TL · <I(1t)/1t, 

y como <J E  G1 , entonces v¿(<I(u) - u) 2: i + 1 ,  i.e., <I(u) = ,, mód p�+1 , i.e., 
<I(u) = u + e7rt+1 por lo que a(u)/11 = 1 + e'7rt+1 E ut+ 1 > con e' = e/u E
O¿ , i.e., a(u)/u = 1 en ut> /ut+ 1 > .  Se sigue que <I(7r')/7T' = <I(7r¿)/7TL en
u�> /u�+J ) y por lo tanto 'tf¡ no depende de la elección de 7T' .  

La función -0-; es un homomorfismo ya que si  a; T E G; , entonces poniendo
u := -r(7r)/7r E U¿ observamos que

( )/ - <rr(7r)/<I(7T)
<J lt lt -

T(7T)/7T 
, 

por lo que 
a-r(7r)/7T = (a(7r)/7r)(-r(7r)/7r)(<I(11)/11) 

y por lo que probamos en el párrafo previo <I(u)/u = 1 en ut> /ut+ 1 > y así

<J'T(7r)/7r = (a(7r)/7T). (-r(7r)/7r) en ut 1ut+ 1 >,
lo cual muestra que -0-¡ es un homomorfismo. 

Finalmente, si iJ-¡(<I) = <I(7T)/7r = 1 en ut> ¡uf+ 1> ,  entonces <I(7r)/7T E
U (i+I )  ' 1 . .  ' . G . 1 G /G . 

L y as1, por a propos1c1on prevta a E ;+ 1 , 1.e., a = en ; ;+ 1 , 1.e., 
ii; es inyectiva. O 

1 .9 Anexo 1 :  Extensiones de Galois infinitas 
Sea k un campo y sea ks una cerradura separable de k. Sea Gk := Gal(P /k)
el grupo de Galois correspondiente. La extensión ks /k en general es de grado 
infinito, pero contiene (y de hecho está generada por) todas las extensiones 
finitas de Galois de k; probaremos en esta sección que 

Gal(P /k) = lím Gal(K/k)-
K 
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(el límite inverso de los grupos de Galois de las subextensiones finitas de Galois
K/k). Así, Gal(ks /k) es el límite inverso de grupos finitos, i.e., es un grupo
pro/mito y viene equipado con una topología natural, la topolog(a de Krull, 
donde la identidad 1 E Gal(ks /k) tiene una base de vecindades consistente de 
subgrupos normales, a saber, los subgrupos

G K := Gal(e /K) � Gal(e /k) 

donde las K/k son extensiones finitas de Galois contenidas en P /k. Es decir, 
para cada u E G k las clases laterales uG K forman una base de vecindades de 
u, donde K/k recorre el conjunto de todas las subextensiones finitas de Galois 
de ks /k. Con esta topología, la operación de grupo de Gk = Gal(P /k)

(o; T) H <77" 

es continua ya que la  imagen inversa de un básico abierto crrG K de CTT contiene 
a la vecindad abierta uGx x TGK de (u, -r). Similarmente, la operación 

es continua, de tal forma que Gk = Gal(P /k) es un grupo topológico y de 
hecho: 

Teorema 1 .83 (Krull). Si fi/k es una extensión de Galois (finita o infinita), 
entonces el grupo de Galois G = Gal(fi/k) es Hausdorff y compacto con 
respecto a la topología de Krull. 

DEMOSTRACIÓN. ( 1 ): Sean u =f. T en G. Entonces existe una subextensión
finita de Galois K/k de fi/k tal que ulx =f. -rl K, es decir, uGal(fi/K) =f. 
-rGal(fi / K), y por lo tanto uGal(fi / K) n TGal(fi / K) = 0 (ya que las clases
laterales son disjuntas), i.e., G es Hausdorff. 
(2): Para mostrar que G es compacto, consideremos el homomorfismo 

h :  G - II Gal(K/k)
K 

dado por: u H II ul K , donde K/k recorre todas las subextensiones finitas
K 

de Galois de Gal(fi/k). Los grupos finitos Gal(K/k) se consideran discretos 
(y por lo tanto, compactos), de tal forma que su producto es compacto por el 
teorema de Tychonoff. 

El homomorfismo h es inyectivo ya que ulx = 1 para toda K implica 
claramente que u = 1 .  
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Los conjuntos 
U = 11 Gal(K/k) x {o=}.

K=fKo 

donde Ko / k es cualquier suhextensiónfinita de Galo is de O/ k y u E Gal(K o/ k ),
forman una sub-base de vecindades abiertas del producto 11 Gal(K/k).

K 
Ahora, como Gal(K0/k) es un cociente de G = Gal(O/k), si u E G es un 

levantamiento de u, entonces h- 1 (u) = uGal(O/ K0), lo cual muestra que h
es un homomorfismo continuo. 

Más aún, como h(uGal(O/ Ko)) = h(G) n U, entonces h es una aplicación
abierta. 

Mostraremos que h(G) es cerrado: en efecto, para cada par L' :2 L de 
subex.tensiones finitas de Galois de 0/k consideremos el conjunto

ML'/L = {11 O'K E 11 Gal(K/k) : (TL' ' L  = <TL } .
K K 

Es claro entonces que 
h(G) = n Mu /L ·

L'2.L 
Mostraremos que cada Mu¡L es cerrado: si Gal(L/k) = {u1 , ... , <Tn } y

S; � Gal(L' /k) es el conjunto de extensiones de u; a L', entonces 

ML'/L = ü ( 11 Gal(K/k) x S; X {u;}) ,
i=l K=fL',L 

lo cual muestra que M L' ¡ L es cerrado; se sigue que h( G) es cerrado y así
h es un homeomorfismo de G en un subconjunto cerrado h(G) del producto 
11 Gal(K/k) y por lo tanto es compacto. O
K 

Así, dado un campo k, al considerar el grupo de Galois G1c. = Gal(P /k) ya 
estamos considerando todos los grupos de Galois finitos Gal(K/k), y entonces 
ks /k es el objeto más importante en teoría de Galois. Sin embargo, se tiene el
problema de que el teorema principal de la teoría de Galois, la correspondencia 
entre las subextensiones de ks / k y los sub grupos de Gal(P / k) ya no es válida en
su forma usual (véase el ejemplo 2 4  al final de esta sección) y debe reformularse 
tomando en cuenta la topología natural (de Krull) de G1c.. Luego de esta 
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consideración, el teorema principal de la teoría de Galois se puede formular 
ahora como sigue: 

Teorema 1 .84. Sea !l / k una extensión de Galo is (finita o infinita) con grupo 
de Galois G = Gal(!l/k). Entonces: 

( 1 ) Lafanción
K 1---+ Gal(!l/ K) 

establece una biyección entre el conjunto de todas las subextensiones K/k de
!l/k y el conjunto de todos los subgrupos cerrados de G = Gal(O/k). La
inversa de esta fanción es la aplicación

H 1---+ ,nH , 
donde H e;: G = Gal(!l/k) es un subgrupo cerrado y !l8 e;: n es el campo
fijo de H. 

(2) Los subgrupos abiertos de G = Gal(!l/k) corresponden a subextensiones
finitas de O/ k.

DEMOSTRACIÓN. (i): Notemos primero que un subgrupo abierto H de G =
Gal(!l/k) también es cerrado ya que es el complemento de la unión de sus 
clases laterales (que son abiertas) distintas de H en Gal(!l/k).
(ii): Ahora, si K/k es cualquier subextensión de !l/k y si { K¡ /k} es la familia 
de todas las subextensiones finitas de K/ k, entonces K = LJ¡ K; y por lo tanto 

Gal(O/ K) = íl Gal(!l/ K;),
i 

donde las K;/k recorren las subextensiones finitas de K/k .  Ahora, cada K; 
está contenido en alguna extensión finita de Galois L ¡ de k (por ejemplo, en su 
cerradura normal) y así 

Gal(!l/ K;) ;;;? Gal(!l/ L¡), 

y por lo tanto cada a E Gal(!l/K;) tiene la vecindad abierta aGal(!l/L;) � 
Gal(!l/ K;) y consecuentemente Gal(!l/ K;) es abierto en G. Por (i) se sigue 
entonces que Gal(!l/K;) también es cerrado y así Gal(O/K) = íl; Gal(!l/K;) 
es cerrado y por lo tanto la función del teorema tiene imagen donde debe. 

(iii): La función K 1-t Gal(!l/ K) es inyectiva ya que si K es cualquier campo 
intermedio: 
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K 

/ 
k 

entonces fi/K también es Galois, y por lo tanto K = n,GaI(n/K) _ Así, si
Gal(fi/ K) = Gal(fi/ K') entonces

K = n,GaI(n/K) = n,Gal(n/K') = K'.

(iv) : Para la suprayectividad tenemos que probar que si H es un subgrupo
cerrado de Gal(fi/k) entonces H = Gal(fi/ K), donde K = 08 es el campo
fijo de H.  Claramente H � Gal(fi/K) = Gal(fi/fiH). Recíprocamente, 'sea
u E Gal(fi/ K). Si L/K es una subextensión finita de Galois de fi/ K, entonces
uGal(fi/ L) es una vecindad abierta básica de u en Gal(fi/ K). Consideremos
ahora el diagrama siguiente: 

H 

r�
Gal(fi/ K) T Gal(L/ K) 

donde observamos que Gal(L/ K) � Gal(fi/ K)/Gal(fi/L) y <f, es el epimorfis­
mo canónico. Afirmamos que la composición (} es un epimorfismo. En efecto, 
si fJ(H) = H � Gal(L / K), como este último grupo es finito, por teoría de 
Galois de extensiones finitas existe un campo intermedio K � L Ti � L tal que 
Gal(L/ LH) = H y se tiene que

K C LTi = LH c n,H= K- - '
por lo que K = LTi y así H = Gal(L/ K). 

Se sigue que, para u E Gal(fi/ K), su imagen u E Gal(L / K) - H 
proviene, bajo O, de un T E H, i.e., existe T E H tal que TI L = ul i y por
lo tanto T E H n aGal(fi/L), i.e., H n uGal(fi/ L) f 0 y consecuentemente
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1.9. Anexo 1 :  Extensiones de Galois infinitas 

<T pertenece a la cerradura de H, i.e., <T E H ya que H es cerrado por hipótesis;
se sigue que H = Gal(.0/K), lo cual prueba la suprayectividad requerida, y
esto finaliza la demostración de la parte (1 ). 

Para la parte (2), si H es un subgrupo abierto de Gal(.0/k), entonces por
la observación al principio de la demostración, H también es cerrado y así
es de la forma H = Gal(.0/ K). Ahora, Gal(.0/ k) es la unión disjunta de 
las clases laterales abiertas de H y corno Gal(.0/k) es compacto, entonces un
número finito de estas clases laterales debe cubrir a Gal(.0/k), y como las clases 
laterales siempre son ajenas entre sí, entonces el número de clases laterales de 
H en Gal(.0/k) es finito, i.e., H = Gal(.0/ K) � Gal(.0/k) es de índice finito 
y esto implica que K/k es de grado finito. D 

1 .9.1 Grupos profinitos
En la sección anterior vimos que el grupo topológico G = Gal(.0/k) tiene la 
propiedad de que su identidad 1 E G tiene una base de vecindades consistente 
de sub grupos normales N � G. Esto nos lleva a la definición siguiente:

Definición 1 .85. Un grupo pro.finito es un grupo topológico G que es Haus­
dorff, compacto y tiene una base de vecindades abiertas de la identidad 1 E G 
consistente de subgrupos normales. 

Observaciones: (1 ). La última condición es equivalente a la condición de que G es totalmente disconexo, i.e., todo elemento de G es su propia componente 
conexa. 

(2). Necesitaremos usar más adelante los hechos siguientes acerca de grupos 
topológicos en general: sean G un grupo topológico y H la intersección de 
todas las vecindades del elemento neutro 1 de G. Entonces: 

(i) H es un subgrupo de G.

(ii) H es la cerradura { 1 }  de { 1}.

(iii) G / H es Hausdorff.

(iv) G es Hausdorff si y sólo si H = 1.

La parte (i) se sigue de la continuidad de las operaciones de grupo. Para
(ii) se tiene que: a E H � a E U, para todas las vecindades U del 1 E G,
y esto último sucede si  y sólo si  a E {1 }. Notamos ahora que (ii) implica que

99 



l. Campos locales

las clases laterales de H son cerradas y por lo tanto los puntos son cerrados en 
G / H, por lo que G /H es Hausdorff. La parte (iv) se sigue de (iii) y (ii). 

Ejemplo 20. Además de los grupos de Galois G = Gal(n/k) anteriores, 
obviamente los grupos finitos G con la topología discreta, son grupos profinitos. 
Veremos a continuación que los grupos profinitos generales no están muy 
lejos de los grupos finitos; de hecho un grupo profinito es el límite inverso 
(proyectivo) de grupos finitos: 

Teorema 1 .86. ( 1 )  Si G es un grupo pro.finito y N recorre la familia de 
subgrupos normales abiertos de G, entonces 

G � lím G/N.-
N 

(isomorfismo y homeomorfismo). 

(2) Recíprocamente, si {G;, /ij} es un sistema inverso de grupos finitos, con la
topología discreta, entonces

G = lím G;

es un grupo pro.finito. 

DEMOSTRACIÓN. Observemos primero que si H <J G es un subgrupo abierto 
normal, como G es compacto N sólo puede tener un número finito de clases 
laterales en G ya que estas clases laterales forman una cubierta abierta disjunta 
de G. Así, el cociente G / N es un grupo finito y por lo tanto el límite en ( 1) es 
de grupos finitos. 

Para demostrar (1), sea G un grupo profinito y sea N := { N¡ : i E I }  la
familia de abiertos normales de G. Así, cada G ¡ := G /N¡ es un grupo finito.
Ordenemos la familia N (más bien, al conjunto de índices /) mediante: i � j 
si N; � Nj , de tal forma que ([, �) es un conjunto dirigido y además tenemos
las proyecciones canónicas 

fii : Gj = G/Ni --+ G/N; = G;

siempre que i � j. Se tiene entonces un sistema inverso { G;, /¡j} de grupos 
finitos y mostraremos que el morfismo natural 

f :  G --+  lím G; 
iE/ 
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dado por: u f4 TiiE/ u¡, donde u¡ := u mód (N¡), es un isomorfismo y un
bomeomorfismo. 

Para comenzar, f es inyectiva ya que su núcleo es la intersección n N¡ , la 
iE /  

cual es { 1 }  porque G es Hausdorff. 
Mostraremos ahora que f es continuo: los conjuntos 

Us := IT G; x II { l Gi }
ií/_S iES 

forman una sub-base de vecindades abiertas del 1 en IJ G;, donde S recorre la
iE/ 

familia de subconjuntos finitos de l.  Se tiene entonces que 

¡-1 (Us n � G¡) = (¡ N¡ ,
iEI iES 

y por lo tanto f es continua. 
Observemos ahora que como G es compacto, la imagen de f es cerrada en 

lím G ¡. Y por otro lado, esta imagen es densa ya que si 
+-

a' = IT U¡ E ·� G¡
iE /  

y a'(Us nlím G;) es una vecindad abierta básica de a', entonces podemos elegir 
+-

un u E G tal que, bajo el morfismo G --+ G /Nk (donde Nk = n N;),
iES 

va a dar a Uk, de tal forma que u mód (N¡) = u¡ para toda i E S, i.e., 
f(u) E a'(Us n lím G ¡). Se sigue que f(G) es denso en lím G¡ , y por lo

+- 4---
i 

tanto f(G) = lím G¡ , i.e., f es suprayectiva. 
+-

j 

Ahora, como G es compacto, f manda cerrados en cerrados y por lo tanto 
f es una función abierta. Se sigue que 

f :  G ---+ lím G; 
iE/ 

es un isomorfismo y un homeomorfismo. 
Para (2), sea { G¡ , Jij } un sistema inverso de grupos finitos. Considerando

a los grupos G; como espacios topológicos discretos y por lo tanto compactos, 
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se sigue que el grupo G := lím G; es un subgrupo cerrado del grupo topológico 
+-
iEl 

IL El G; , el cual es Hausdorff y compacto y por lo tanto G también es Hausdorff
y compacto. Más aún, si 

Us = IT G¡ x I1 H¡,
i{/S iES 

donde S es un subconjunto finito de / y H¡ <J G es un subgrupo normal, entonces 
los subgrupos normales 

Us n G
forman una base de vecindades abiertas del 1 E G, i.e., G es un grupo 
profinito. O 

Corolario 1 .87. Sea G un grupo pro.finito. Si H es un subgrupo cerrado de 
G, entonces 

H :::  lím H/ H n N¡ ,+-
¡ 

donde los N; recorren la familia de subgrupos normales abiertos de G. 

DEMOSTRACIÓN. Si U¡ es un subgrupo abierto normal de H, entonces U¡ = 
V¡ n H para alguna vecindad abierta V¡ del 1 en G. Ahora, como G es compacto 
totalmente disconexo, entonces V¡ contiene un subgrupo abierto normal N; , y 
por lo tanto N¡ n H � U;. Hemos mostrado así que la familia { N; n H }  es 
ca.final en la familia de todos los sub grupos abiertos normales U¡ de H. Se 
sigue que 

lím H/ H n N, ::: lím H/U¡ ::: H
+- +-

El último isomorfismo es el del teorema anterior. o 
Corolario 1 .88. Sea G un grupo pro.finito. Si H es un subgrupo cerrado de 
G, entonces 

G/H ::: lím G/N;H, 
+-
¡ 

donde N¡ recorren la familia de subgrupos normales abiertos de G. 

DEMOSTRACIÓN. Mostraremos primero que G / H es pro.finito. Claramente 
G / H es compacto. Resta mostrar que es totalmente disconexo. Para esto, sea 
x E G - H arbitrario. Entonces, para cada h E H existe una vecindad abierta 
y .compacta Vh � H que no contiene a x  ya que G es totalmente disconexo. Se 
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sigue entonces que H � LJ Vh y como H es compacto (porque es cerrado en 
hEH 

el compacto G), entonces H � Vh 1 U · · ·  U Vh. =: V (una subcubierta finita).
Así, V es abierta y compacta y contiene a H pero no a x. Se sigue que G / H es 
totalmente disconexo. 

Habiendo ya mostrado que G / H es profinito, como los subgrupos normales 
de G / H son de la forma N;H/ H donde los N; son subgrupos normales de G, 
entonces, por el teorema anterior aplicado a G / H, tenemos que 

G/H � lím(G/H)/(N; H/H) � lím G/N; H. 
+- +-
¡ ¡ 

o 
Ejemplos de grupos profinitos 

Ejemplo 21. El grupo de Galois Gal(fi/k) de una ext.ensión de Galois !1/k es un 
grupo topológico Hausdorff y compacto, por el teorema de Krull, en el cual los 
subgrupos de la forma Gal(fi/ K) (que son normales), para K/k una extensión
de Galois finita, forman una base de vecindades abiertas del 1 E Gal(fi/k), i.e., 
Gal(fi/k) es un grupo profinito y de hecho como 

Gal(!1/k)/Gal(!1/ K) � Gal(K/k), 

entonces, por el teorema anterior 

Gal(fi/k) = üm Gal(K/k). 
+-
K 

Ejemplo 22. Si p E Z es un primo, entonces los grupos Z/ pnz, para n E N, 
junto con los morfismos naturales Z/ pnz -+ Z/ pmz para n � m, forman un 
sistema inverso: 

. . .  -+ Z/pm+I z - 'l/pm'l -+ 'l/pm- I 'l -+ . . .  -+ 'l/p'l

cuyo límit.e inverso es, por el ejemplo 17  después de ( 1 .59), 
'l

p := lím 'l/ pm'l, +­
m 

el cual es un grupo profinito, que de hecho es un anillo: el anillo de enteros 
p-ádicos.
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Ejemplo 23. Los grupos (de hecho, anillos) '!L./n'!L., n E N, junto con las proyecciones canónicas '!L./n'!L. -. '!L./m'!L. siempre que m ln (i.e., ordenamos N mediante la división), forman un sistema inverso cuyo límite 

Z := lím '!L./m'!L.
+­
m es un grupo profinito, que de hecho es un anillo : el anillo de Prüfer, y es la 

completación de '!L.. Nótese que se tienen isomorfismos 
Z/nZ � '!L./n'!L.. También, si cada natural n se descompone como producto de primos n = IJ pnP ,  entonces, por el teorema chino del residuo, se tiene una descomposición

p 

Ejemplo 24. Si lF q es un campo finito y IF;1 es una cerradura algebraica de lF q,entonces 
n donde n E N. Ahora, sabemos que cada Gal(IF q• /IF q) es cíclico de or­den n (generado por el automorfismo de Frobenius correspondiente) y así Gal(IF q• /IF q) � '!L./n'!L.. Se sigue que 

Gal(�q /IFq) � lím Gal(IFq• /IFq) � lím 'lL./n'!L. = Z.
+- +-n n Obsérvese ahora que si Fr es el Frobenius de �' y 

<I> = (Fr) = {F� : n E '!L.} 
es el subgrupo cíclico de Gal(IF1 /lFq) generado por el Frobenius, entonces 

(�1)4> = lFq = (IF:')Ga1(�1/JFq),
i.e., <I> y Gal(� /lF q) tienen el mismo campo fijo; sin embargo, observamosque mandando al Fr E <I> al 1 E '!L. se tiene un isomorfismo <I> � 'lL, y así<I> � Gal(IF;' /IF q) ya que 'lL, � Z. El problema es que <I> no es un subgrupocerrado de Gal(F1 /lF q). Por esto tiene que corregirse la formulación del teoremaprincipal para extensiones de Galois infinitas. 
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1 .10 Anexo 2: Traza, norma y discriminante 
En este anexo recolectamos algunos resultados sobre la norma, traza y discrimi­
nante de una extensión de campos que usamos en el texto, tanto en este capítulo 
como en los restantes. Si K/k es una extensión finita de campos y n = [K : k], 
dado un elemento a E K sea La : K -t K la función dada por multiplicación 
por el elemento a, i.e., si a E K se define La(a) := a ·  a. Es fácil ver que La es 
una aplicación k-lineal. Ahora, si B es una base de K sobre k y si B' es otra base, 
sean [La]B y [La]B, las matrices asociadas a La en las bases B. B' respectiva­
mente. Si A es la matriz de cambio de base, se tiene que [LalB = A -1 [La]B, A.
Se sigue que det [La ls = det [La]B, y que Tr[Lals = Tr[La]B,, de tal forma 
que se puede definir det(La) y Tr(La) usando cualquier base de K/ k. 

Definición 1 .89. Si K/k es una extensión finita de campos, dado cualquier 
elemento a E K, se definen su norma Nx¡k(a) y su traza Trx¡k(a) mediante 

N Kfk(a) := det(La) y Trx¡k(a) := Tr(La), 

El lema siguiente resume algunas propiedades elementales de la norma y 
traza que se siguen directamente de las propiedades del determinante y traza de 
una matriz: 

Lema 1 .90. Sea K/k una extensión finita de campos de grado n = [ K : k]. 

(1) Si a E K, entonces Trx¡k(a) E k y la función Trx¡k : K -t k es un morfismo
aditivo; más aún, es k-lineal. 

(2) Si a E k, entonces Trx¡k(a) = na. 

(3) Si a E K*, entonces Nx¡k(a) E k* y la /unción Nx¡k : K* -t k* es un
morfismo multiplicativo.

(4) Si a E k, entonces Nx¡k (a) = <X'. 

(5) Si x(x) = x' + bn- 1x'- 1 + · · · + bo es el polinomio característico de La ,
entonces la traza y la norma de a están dadas por 

N Kfk(a) = (- 1 )" bo y 

o 
El resultado siguiente muestra que si conocemos el polinomio mínimo de 

un elemento a E K, entonces es fácil calcular la norma y traza de ese elemento. 
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Proposición 1 .  9 1 .  Sea K/ k una extensión finita de campos de grado n = [K : 
k]. Si a E K y p(x) = lrr(a, k) = x"' + ªm- 1:x"'- 1 + · · · + ao es el polinomio
mínimo de a sobre k, entonces 

Nx¡k(a) = (- 1 )'1a�/m y Trx¡k(a) = _!:_ªm- 1 · m 
DEMOSTRACIÓN. Sea <p : K - Endk(K) = Homk(K, K) la aplicación 
<p(a) := La , Es fácil ver que La+{J = La + L¡J y que LafJ = La o L¡J, 
de tal forma que <p es un morfismo de anillos. Más aún, si a E k y a E K, 
entonces Laa = aLa, de tal forma que <p es k-lineal. Nótese que como el 
anillo K es un campo, entonces <p es inyectiva ya que no es el modismo cero. 
La inyectividad de <p implica que el polinomio mínimo de a y el polinomio 
mínimo de La son iguales. 

Ahora, si x(x) = :x!' + b11_1:x!'-1 + · · · + bo es el polinomio característico de
L a, entonces, por el teorema de Hamilton-Cayley, el polinomio mínimo divide 
al polinomio característico y ambos tienen los mismos factores irreducibles. 
Así, como p(x) = Irr(a, k) es irreducible, comparando grados se sigue que 

x(x) = p(xyilm,

donde notamos que m ln  ya que m = [k(a) : k] y k(a) es un campo intermedio 
de la extensión K/k (que tiene grado n = [K : k]).

Finalmente, por el lema anterior, Nx¡k(a) = (- l)llbo y Trx¡k(a) = -bn- 1 ,
y como x(x) = p(x)lllm , entonces bo = a�/m y bn-1 = (n/m)am- 1 , de donde
se sigue el resultado deseado. O 

Corolario 1 .92. Si K/k es una extensión finita y a, f3 E K tienen· el mismo
polinomio mínimo, entonces tienen la misma norma y la misma traza. 

o 
En ocasiones es fácil obtener el polinomio mínimo de un elemento a y así 

es fácil calcular su traza y su norma por el resultado anterior. Sin embargo, en 
otras ocasiones es difícil hallar el polinomio mínimo de un elemento y por lo 
tanto se necesitan otros métodos para calcular su norma y traza. A continuación 
veremos que para extensiones de Galois se tiene una descripción de la traza y 
norma en términos del grupo de Galois correspondiente y como consecuencia 
obtendremos también una propiedad de transitividad para la norma y la traza. 
Antes necesitaremos el lema siguiente: 
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1 . 1  O. Anexo 2: Traza, norma y discriminante 
Lema 1 .93. Sea K/k una extensión.finita totalmente inseparable. 

( 1 ) Si a E K, entonces al K:kJ E k. 
(2) Más generalmente, si N/k es cualquier otra extensión.finita de Galois y si
a E NK, entonces alK :k J E N. 

DEMOSTRACIÓN. ( 1 ) :  Sea n = [K : k]. Si a E K y si car (k) = p, como a es totalmente inseparable, entonces el polinomio mínimo de a tiene una sola raíz, i.e., es de la forma Irr(a, k) = xP
m - b = (x - a)� , donde pm = gr(lrr(a, k)) = [k(a) : k] y por lo tanto alk(a):kJ = b E k: Así, como [k(a) : k] divide a [K : k] = n, entonces an E k. 

(2): Como N/k es Galois, entonces N n K es una extensión separable de k y como K/k es totalmente inseparable, entonces N n K = k. Por el teorema delas irracionalidades naturales, Artin l2], se sigue que lNK . K) :;= lN : k) . Por lo tanto, en el diagrama NK 
/

N K 

se tiene que [NK : N] = [K : k] .  Finalmente, la extensión NK/N es totalmente inseparable y así, por la parte ( 1 ), se debe tener que alK:k J = alNK:N J E N  para todo a E NK. O
El resultado principal es: 

Teorema 1 .94. Sea K/k una extensión.finita de grado n y denotemos su grado 
de inseparabilidad mediante [K : k];. Sean a1 , . . .  , a,. Los r distintos k­
monomo,:fismos de K en una cerradura algebraica kª1 de k. Si a E K, entonces:

( 1 )  NK¡h) = ( I] ui(•)Y
K

,•J, 

(2) Trx¡k(a) = [K : k]; · ¿ aj(a).
j 
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DEMOSTRACIÓN. Recordemos que si S es la cerradura separable de k en K, 
entonces r = [S : k] y [K : k]; = [ K  : S] de tal forma que r[K : k]¡  =
[K : k] = n. Sean a1 , • • •  , a,. los r distintos k-monomorfismos de K en una 
cerradura algebraica kaJ de k; para a E K consideremos el polinomio siguiente
(con coeficientes en kª1) :

g(x) := n (x - aj(a)) 
( ) [K:k]1

J=l  
Obsérvese que el grado de g(x) es r[K : k]; = [K : k] = n .  Probaremos ahora 
que: 

(i) g(x) E k [x],
y 
(ii) g(x) tiene las mismas raíces que p(x) = Irr(a, k).

Suponiendo que esto ya ha sido probado, se sigue que p(x)lg(x) y como
todas las raíces de g(x) son raíces de p(x), entonces el único factor irreducible
de g(x) es p(x) y por lo tanto g(x) = p(xtlm , donde m = gr(p(x)). En la
demostración de ( 1 .91) se mostró que p(xllm es el polinomio característico
x(x) del morfismo La y consecuentemente g(x) = x(x). Por lo tanto, si
g(x) = x'' + Cn- 1:x''- 1 + · · · + co, por (1.91) se tiene que

Nx¡k(a) = (- l tco y TrK¡k(a) = -cn- 1 ·
Finalmente, por la definición (*) de g(x) se tiene que

co = n(-aj(a)) = (- l )"[K:kJ, p aj(a) ( ) 
[K:k];

( ) 

[K:k]1 

J=l  J= l 
,. 

Cn-1 = -[K : k]; · ¿ aj(a)
j=l 

lo cual nos da las fórmulas deseadas para la norma (ya que (- l )'[K:kJ, = (-1)11)
y para la traza. Resta entonces probar las afirmaciones (i) y (ii). 

Comenzamos con (ii): nótese primero que cada raíz aj(a) de g(x) es una
raíz de p(x), ya que cada ªi es un k-monomorfismo y como a = id(a) = ao(a)
es raíz de p(x) = Irr(a, k), entonces también aj(a) es raíz de p(x) ya que ªi 
fija a k. Por otra parte, si b E kª1 es una raíz de p(x), entonces, por la unicidad
de los campos de descomposición, existe un T : kª1 

---t kal. tal que T(a) = b, y
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1.1 O. Anexo 2: Traza, norma y discriminante 

como Tlk es uno de los CTj, digamos Tlk = u;, entonces b = T(a) = u;(a), Le., 
b = u;(a) es raíz de g(x). Esto prueba (ii). 

Para probar (i), sea N la cerradura normal de S/k. Entonces N/k es Galois 
y por lo tanto separable. También K N / K es Galois y, por el teorema de las 
irracionalidades naturales, Artin [2 ] ,  [KN : K] divide a [N : S]. Se sigue que 
[ KN : N] divide a [K : S] = [K : k]; ya que

[KN : N][N : S] = [KN : S] = [KN : K] [K : S].

Ahora, la extensión KN/N es totalmente inseparable ya que K/ S lo es. Por el 
lema (1.93) previo, para e E KN se tiene que c l K:kJ, E N.

Por otra parte, como KN es la composición de una extensión de Galois de 
S y una extensión totalmente inseparable (y por lo tanto normal) de S, entonces 
K N /S es normal y consecuentemente se tiene que uj(K) t;: KN para toda j, y 
por lo tanto, ya que a E K, entonces uj(a) E KN y como por el lema previo 
(KN)IK:k li s;;: N, se sigue que CTj(a)IK:kJ, E N, i.e., los coeficientes de g(x) están
en N.  Notemos ahora que si T es cualquier elemento de Gal(k"1 /k), entonces

{(To-¡ ) IK, . ..  , (Tu,.)IK} = {u¡ , ... , ur }, 

de tal forma que T(g) = g y por lo tanto los coeficientes de g(x) est.ln en el
campo fijo de Gal(kª1 /k). Observamos ahora que este campo fijo es la cerradura
totalmente inseparable de k en k°Z, ya que kª1 /k es normal. Se sigue que los
coeficientes de g son inseparables sobre k. Por otra parte, como los coeficientes 
de g(x) están en N y N / k es separable, entonces estos coeficientes de g son
separables sobre k y por lo tanto son separables e inseparables sobre k y así 
deben estar en k, i.e., g(x) E k[x] como se quería. O 

Obsérvese ahora que si K/ k es Galois de grado n, entonces, con la notación
anterior r = n y [K : k]; = 1 (ya que K/k es separable). El corolario siguiente
es entonces inmediato: 

Corolario 1 .95. Si K/k es una extensión fmita de Galois y G = Gal(K/k),
entonces para todo a E K se tiene que: 

( 1 )  NK¡k(a) = IT u(a). 
uEG 

(2) TrK¡k(a) = L CT(a). o 
uEG 
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Ejemplo 25. Sea k un campo de característica =/- 2 y sea K = k( Vd) para
algún d E k - k2 . Entonces Gal(K/k) = { id, a} ,  donde a es la conjugación
u( Vd) = -./d. Entonces

Nx¡k (a + bvld) = (a + bVcÍ)(a - bvd) = a2 - b2d
y 

Trx¡k (a + bvd) = (a + bvd) + (a - bvd) = 2a.

Ejemplo 26. Sea k un campo que contiene una raíz primitiva n-ésima de la 
unidad w y sea K/ k la extensión de grado n dada por K = k( y'ci) con a E k - k11 .
Entonces, existe un autornorfisrno a de K tal que a( y'ci) = w.::(a y por J o  tanto 
el orden de a es n, de tal forma que Gal(K/k) = {u, a2, . . .  , o-11 = id} es 
cíclico generado por a. Se tiene entonces que 

N K/k U:/a) a0( {i'a)a 1 ( {Ya) · · · a"- 1 ( {Ya) 
.:/aw{i'a . . .  w11- l .:fa
wn(n- 1)/2( .:fat 
wn(n- 1)/2 a. 

Obsérvese ahora que si n es impar, entonces n(n - 1)/2 es múltiplo de n y 
por lo tanto w11<n- l)/Z = l. Por otra parte, si n es par entonces n(n - 1)/2 no
es múltiplo de n y así w11<n- l )/2 =/- 1; sin embargo, ( w"<"- l )/2 ) 2 = 1 y por lo 
tanto wn(n- I)/2 = -1. Se sigue que

wn(n- 1 )/2 = { 1 si n es impar } = (- l)"+ l
-1 si n es par 

y así Nx¡k(y'ci) = (-1r+ 1 a. 
Para la traza observamos que w es raíz del polinomio 

y por lo tanto 

:x!' - 1 = 1 + x  + ... + :x!'- 1
x - 1

Trx¡k ( .:fa) = .:fa +  w.:/a + · · · + wn- I {Ya =  (1 + w + · · · + w11 - 1 ) .:/a = O. 
Nótese que este cálculo de la norma y traza de {/a se pudo haber hecho 

observando que el polinomio mínimo de ya es x' - a. 
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En los ejemplos anteriores calculamos la norma y traza de un elemento 
primitivo de la extensión K/k, i.e., de un elemento a E K tal que K = k(a).
Si uno quisiera calcular la norma y traza de un elemento b E K que no genera 
a K sobre k, nuestros cálculos se podrían complicar; sin embargo, el resultado 
siguiente nos dice que esto se puede facilitar usando la transitividad de la norma 
y traza para torres de campos: 

Teorema 1 .  96. Si K ¿ M ¿ k es una torre de extensiones finitas, entonces:

( 1 )  Nx¡1c = NM/lc o Nx/M·
(2) Trx¡1c = TrM/lc o TrK/M·

DEMOSTRACIÓN. Sea kaJ una cerradura algebraica de k y sean u1 , . . .  , u,. los 
r distintos k-monomorfismos de M en Jél1. y sean T¡ , . . .  , Ts los s distintos M­
monomorfismos de K en kaJ . Por la unicidad de los campos de descomposición, 
podemos extender cada u; y cada Tj a automorfismos u;, Tj : k.'11 - kaJ . Cada
ci;Tj es un k-rnonomorfismo de K en k.'11 ; de hecho, cualquier k-monomorfismo 
p de K en kal. es de esta forma ya que PI M : M - kal. tiene que ser uno de los 
u;, y por lo tanto la función u¡-

1
p es un k-rnonomorfismo de K en k.'11 que fija

a M y así debe ser de uno de los Tj, i.e., u¡-
1

p = Tj de tal forma que p = u;Tj
para algún j. 

Ahora, si a E K entonces, por el teorema previo, 

( )

[K:lc]1 

N Kj1c(a) = n U¡Tj(a) 
1,) 

y 

de donde se sigue que 

( )

[K:MJ, 

I1 Tj(a) 
j 

NM¡,(Nx¡M(a)) - ( f,I u; ( IJ Tj(a)) '

K

"'l'
)

'

M

>J,

( ) 

[K:MJ1 [M:lc]1 

I] u;Tj(a) 
i,j

(rr ) [K:k]1
p(a) 

- Nx¡1c(a).

Un cálculo similar prueba la fórmula para la traza. 
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1 .  Campos locales 

Como una consecuencia de este teorema, se tiene que la existencia de un 
elemento con traza no cero es un criterio para separabilidad: 

Corolario 1 .97. Una extensión.finita K/k es separable si y sólo si el morfismo 
Trx¡k : K - k no es el mo,fismo cero. Más aún, en este caso la traza Trx¡k es 
suprayectiva. 

DEMOSTRACIÓN. Si K/k es separable, sea N la cerradura normal de K/k. Por
el teorema anterior sabemos que TrN/k :f. O implica que Trx¡k :f. O, de tal
forma que basta probar que TrN/k :f. O. Para esto, pongamos Gal(N/k) 
{ a1 , . . .  , a11 } .  Entonces, por el corolario ( 1 .95) para a E N se tiene que 

TrN¡k(a) = ¿ aj(a),
j 

pero como los u¡ son independientes por el teorema de Dedekind, entonces 
existe un a E N tal que ¿j aj(a) :f. O, i.e., tal que TrN¡k(a) :f. O.

Recíprocamente, supongamos Trx¡k :f. O. Si K/k no fuera separable, para
comenzar se tendríaentonces que car (k) = p > O. Sea S la cerradura separable 
de k en K. Entonces S :f. K y K/ S es una extensión totalmente inseparable, de 
tal forma que [K : S] = p1 para algún t 2'. l .  

Ahora, si a E K, por el teorema anterior Trx¡k(a) = Trs¡k (Trx¡s(a)) .
Por otra parte, si a1 , . . .  , a,. son los r distintos S-monomorfismos de K en kª1 

entonces, por ( 1 .94), 

Trx¡s(a) = [K : S]¡ (t aj(a))
¡=I 

donde [K : S]¡ = [K : S] = p1 con t 2'. 1 (ya que K/ S es totalmente 
inseparable). Pero como car (k) = p y [K : S]¡ = p1 , entonces (*) implica que 
Trx¡s(a) = O y por lo tanto

Trx¡k(a) = Trs¡k ( Trx¡s(a)) = O 

para todo a E K, i .e., Trx¡k(a) = O para cualquier a E K, en contradicción con
la hipótesis de que Trx¡k :f. O. 

Finalmente, si a E K es tal que Trx¡k (a) = f3 :f. O, f3 E k, entonces dado
cualquier 'Y E k, como f3 :f. O, podemos escribir 'Y =  0/3 con o E k. Poniendo
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1 . 10. Anexo 2: Traza, norma y discriminante 

el := aó E K se tiene que

TrK¡k(a') = TrK¡k(ó/3) = óTrK¡k (a) = ó{3 = 'Y, 

i.e., TrK/k es suprayectiva. o 
Observación. En el caso particular cuando se tiene una extensión finita de 
campos finitos IF q• /IF q, como estas extensiones son separables, se sigue que la 
traza TrlF

'l" /lFq : IFq• -+ 1Fq es suprayectiva. En este caso, también la norma es
suprayectiva: 

Proposición 1 .  98. Si L / K es una extensión finita de campos finitos, entonces 
la no,ma N7,¡Jf. : L -+  K es suprayectiva.

DEMOSTRACIÓN. Si I K I = q = p'' y n = [L : K], entonces ILI = q1' . 
Como el grupo de Galois Gal(L/ K) es cíclico generado por el automorfismo de 
Frobenius u : a i-+ aq , entonces la norma N = N7,¡

x_ está dada, para a E r* ,
por 

n - 1  
N(a) I1 u¡

(a) = au(a)u2
(a) · · · un-1

(a) = aaqaq2 . . .  aq
"- i

i=O 
= a1+q+q2+ .. +q"-I

y su núcleo consiste en aquellos a E r* tales que 

a1 +q+q2+ .. +q"- 1 = a<q" - 1)/(q- 1 ) = 1,

y así el núcleo está dado por raíces (q'' - 1 )/(q - 1)-ésimas de la unidad y por 
lo tanto su orden es � (q' - 1 )/(q - l); se sigue que el orden de su imagen es 

1r 1 1r1 (q' - t) 
1 1 Im (N) I =

IKer (N)I 2: (qn - 1 )/(q - 1 )
= 

(qn - 1 )/(q - 1 )
= q -

y como K* tiene orden (q - 1 )  e Im (N) � K*, entonces Im (N) = K*. O 

El discriminante de una extensión. Para finalizar, recordamos el concepto de 
discriminante de una extensión.finita separable L/K de grado n = [L : K] : si 
a¡ ,  . . .  , ªn es una base de L/ K, el discriminante de esta base es

D(a¡ ,  . . .  , a11) := det [TrL¡K (a;aj)] E K, 
nxn 

donde Tri¡K : L -+  K es la traza de la extensión.
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Recordamos que si L / K es separable de grado n y si N / K es normal tal que 
L � N y u1 , ... , un : L - N son las n K -inmersiones de L en N, entonces
la traza de L / K está dada por 

Tr¿¡x(a) = L u¡(a), 
i=1 

y Tr¿¡x : L --+ K es un morfismo aditivo. Se sigue que si a1 , . .. , an es una
base de L / K, entonces 

D(a¡, ... , an) = [det(u¡(aj)J2 

ya que si M := (u¡(aj))nxn y A := M' M = (tij)nxn , donde M' es la matriz
transpuesta, como 

entonces 

n n 

TrL¡K(a¡aj) = L <Tk(a¡ aj) = ¿ <Tk(a;)uk(aj) = tij,
k=I k=I 

D(a1 , . . . , an) .- det [TrL¡K(a¡aj)] = det(tij) 

- det(M' M) = det(M)2 = det[u;(aj)f.

Proposición _1 .99. Sea L/ K una extensión fmita separable de grado n y sea 
a¡ , ... , an una base de L/ K. 

(1) Si /31 , . .. , f3n es otra base de L/ K, entonces

D(/3¡ , ... , f3n) = det(A)2 D(a¡, . . .  , an)

donde A es la matriz de cambio de base. 

(2) D(a¡ , ... , an) =/- O. 

DEMOSTRACIÓN. La matriz A = (a;j) está dada escribiendo una base en 
términos de la otra: f3 i = L ªkiªk y así
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1 .10. Anexo 2: Traza, norma y discriminante 

[det(a;(,8¡))]2 

n 
[det(¿ ak¡a;(ak))]2 

k= l 

(det[a;(ak)] [a¡k]')2 por definición de producto

(det[a;(ak)J)2(det[a ¡k ])2 

D(a1 , . . .  , a,.) det(A)2 .

Para (2), recordemos que si N / K es una extensión normal finita que contiene 
a L,  las n K-inmersiones a; : L >-+ N están dadas como sigue: como L/ K es 
separable entonces, por el teorema del elemento primitivo, existe un elemento 
-y E L tal que L = K(-y) y si m(x) = lrr(-y, K) es el mónico irreducible de
'Y, entonces gr(m(x)) = n = [L : K] y m(x) es separable por lo que tiene 
exactamente n raíces distintas : 'Y = ')'¡ , . . .  , 'Yn en N. Se define entonces
a; : L >-+ N mediante a;(')') := y;.

Ahora, para la base 1, -y, . . .  , y'- 1 de L / K se tiene, usando el determinante
de Vandermonde 

- 1  
· 

2 II D(l ,  y, . .. , y1 ) = [det(a;(-y1))] = (a;(-y) - a¡(y)) .¡. O
i>j 

(es distinto de cero porque a;(')') = ')'; .¡. 'Y¡ = a¡(-y) cuando i .¡. j). 
Finalmente, el resultado se sigue de la parte ( 1 ). D 

La parte (1) de la proposición anterior nos dice que para cualesquiera dos 
bases de L / K sus discriminantes son iguales módulo cuadrados, i.e., son iguales
en el grupo cociente K* /(K*)2 :

Definición 1 . 1  OO. Si L / K es una extensión finita separable, el discriminante 
de La extensión es la clase lateral 

!).L/K := D(a1 , . . .  , an) E K* /(K*)2 ,
para cualquier base a¡ , . . . , a,. de L/K. 
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1 . 1 1  Ejercicios 
l. Demuestre que si K es un campo de car (K) = p > O, entonces cualquier 

valor absoluto de K es ultramétrico.
2. Demuestre que, en la métrica inducida por un valor absoluto ultramétrico,

todo "triángulo" es isósceles y todo punto interior de una bola abierta es un
centro de la bola.

3. Sea <f, : Q!p --+ Q!q un isomorfismo y un homeomorfismo. Demuestre que
p = q.

4. Sea K, v un campo valuado discreto y p K su ideal máximo. Defina la
topología p x-ádica en K tomando los conjuntos a + p} (n 2:: O) como
vecindades abiertas de a E K. Demuestre que la completación de K con
respecto a la topología p x-ádica coincide con la completación K de K con
respecto a la valuación v. 

5. Demuestre que un campo valuado discreto completo no es numerable.
6. Sea a E Q!p una raíz del polinomio f(x) = xP -x- 1 E Q!p [x]. Demuestre

que Q!p(a)/Q!p es una extensión normal y no ramificada de grado p.
7. Si u E UQP es una unidad y l3 es una raíz del polinomio g(x) = xP -x-u  E 

Q!p [x], demuestre que Qp(/3) = Qp(a) con a como en el ejercicio anterior.
8. Demuestre que Z es denso en Zp. En particular, demuestre que dados

a E Zp y n  2:: l , existe una  E Z con O ::; a ::;  pn - l talque J a-aJ p ::; p-n.
Más aún, este a es único con las propiedades anteriores.

9. Demuestre que para todo a E Zp existe una sucesión {an } en Z (con la
valuación p-ádica) tal que lím { an } = a y tal que:

n--+oo 
• o ::; an ::; pn - 1. 
• an = ªn- 1 (mód �- 1), para todo n. 
• La sucesión { an } anterior es única con las propiedades anteriores.

10. Demuestre que Q!p = Zp [ l /p], es decir, demuestre que para todo a E Q!p 
existe un entero n 2:: O tal que p"a E Zp. 

1 1. Si a, 13 E Q!p , demuestre que Ja  - 13lr ::; p-n si y sólo si a - 13 E pnzP.
1 2. Considere el primo p = 1 y considere las congruencias 

x2 
= 2 rnód 7n.

• Para n = 1 observe que la congruencia x2 = 2 rnód 7 tiene las
soluciones x = 3 rnód 7 y x = -3 rnód 7. 

• Para n = 2 observe que cualquier solución de la congruencia 
x2 = 2 mód 72 al reducirla módulo 7 debe dar una solución de
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la congruencia x2 = 2 mód 7. Encuentre las soluciones de la
congruencia x2 = 2 mód 72. 

• Demuestre que para cada n 2: 1 la congruencia x2 = 2 mód ¡/1 tiene
a lo más dos soluciones. 

• Demuestre que dada una solución a11 de la congruencia x2 _
2 mód 711

, existe una única solución ª11+ I de la congruencia x2 _
2 mód 7n+ 1 tal que ªn+ 1 = ª" mód 7n.

• Calcule algunos términos de la sucesión { ªn } de soluciones de la
congruencia x2 = 2 mód 7n ; digamos muestre que

{an }  = (3, 10, 108, 2166, ... ). 

• Demuestre que la sucesión {a,, } anterior es de Caucby en la valuación
7-ádica.

• Sea a := lím {a,.} E ((h. Demuestre que a E Q-, es una raíz de
ll-+00 

la ecuación x2 = 2, i.e. a= ../2 E Q7. Se sigue que el campo �
,contiene propiamente a Q. 

1 3. En forma análoga, demuestre que la ecuación x2 + 1 = O tiene una solución
en Qs , i.e, que i = J=T E Q5. Sin embargo, muestre que x2 + 1 = O no
tiene una solución en Q7. 

1 4. Demuestre que para cada primo p, la inclusión Q � Qp es propia.
1 5. Sea p" : Zp --+ Zp el rnorfismo de grupos abelianos dado por a 1--t p" a.

Demuestre que para todo n 2: 1 se puede definir un homomorfismo 
<p : Zp --+ Z/ ¡flZ tal que la sucesión de grupos abelianos siguiente
es exacta: 

p" <p O - Zp --+ Zp --+ Z/ p11 Z - O. 
Se sigue que Zp/ ¡flZp � Z/ p"Z.

16. Sea p un primo racional y I IP el valor absoluto p-ádico. 
• Sea m un número natural. Demuestre que lm ! IP = p-M , donde

M = [m/ p] + [m/ p2] + [m/ p3] + · · · ,  [ ] la función mayor entero.
• Concluya de lo anterior que si 1 1 es el valor absoluto usual, entonces

lm ! I > P-m/(p- 1 )_
• Poniendo m = ao + a¡ p + · · · + ar pT con O � a¡ < p, suponga que

m !  = pM · N, donde p f N. Demuestre que 
T 

(p - 1 )M = m - ¿ a¡ 
i=O 
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y que 
N = (-l)M Il(a¡ l) (mód p). 

i 

1 .  Campos locales 

17. Sea K, 1 l v  un campo valuado no arquimediano y sean A el anillo de
sucesiones de Cauchy en K y M el ideal (máximo) de A de sucesiones que
convergen a O (véase la demostración del teorema (1.11)). Si (an) E A - M
demuestre que la sucesión de números reales lan lv se estaciona, i.e., existe
un N E N tal que l an l v  = lam lv para todo m, n 2: N.

18. (Lema de Krasner). Si K, 1 l v es un campo no arquimediano completo,
L/ K es finita de Galois y a, a' E L son conjugados sobre K, demuestre
que para todo a E K se tiene que

la - aj¿ 2: la - a'I L · 
19. Sea K, 1 lv  un campo no arquimediano completo. Si f(x) E OK [x] es un

polinomio con discriminante d y si a E (h satisface que I J(a)iv < ld l2 ,
use el lema de Hensel para mostrar que f (x) tiene una raíz en O K.
Sugerencia: Use el hecho de que el discriminante d de un polinomio f(x)
se puede escribir como d = u(x)f(x) + v(x)f'(x) con u(x), v(x) E Ox [x].

20. Demuestre que la conjetura de Fermat es falsa localmente, es decir, si
p 2: 3 es cualquier primo impar, demuestre que para todo campo q-ádico 
Qq existen enteros a, {3, 'Y E Zq \ {O} tales que

aP + f3P = yP.

Sugerencias: Como p es impar, cambiando 'Y por --y basta probar que 
la ecuación aP + f3P + yP = O tiene soluciones no triviales en Zq. Se
tienen entonces dos casos: si q =f. p, considere el polinomio f(x) 
xP + qP + (- l)P, su reducción f(x) en lF q[x] y observe que 

J(x) = xP - T = (x - l)(xp- l + xP-2 
+ · · · + x + 1), 

donde T no es raíz del segundo factor ya que p =f. q = car (JF q); por lo
tanto, existe a E lF q \ {T} tal que f(a) = O. Use entonces el lema de
Hensel. En el segundo caso, q = p, de nuevo considere el polinomio 
f(x) = xP + pP + (- l)P y su derivada J'(x) = pxP- 1. Muestre
que I JO)lp = IPP IP = p-P Y I J'(l)ip = I Plp = p- 1 , por lo que
IJ(l)lp = p-P < p-2 = IJ'(l)i! ya que p 2: 3. Aplique entonces el 
lema de Hensel (1.2 1). 
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1.1 1. Ejercicios 

2 1. Sea k un campo perfecto de característica p > O. Muestre que toda
extensión finita totalmente inseparable del campo k((T)) es isomorfa a una 
extensión de la forma k((Tq- i )), donde q es una potencia de p.

22. Sea K, 1 lv un campo local con valor absoluto normalizado (i.e., lalv =
q-v(a) , donde q es el orden del campo residual K) y sea µ una medida de
Haar en el grupo aditivo de K (que es localmente compacto por ( 1 .60)). 
Demuestre que para todo subconjunto medible E � K y para todo a E K
se tiene que

µ(aE) = lalv · µ(E). 

Sugerencias: Suponga primero que a -=f. O y muestre que la homotecia 
La : f3 f---+ af3 es un automorfismo del grupo aditivo de K y concluya 
entonces que La transforma la medida de Haar µ, en uno de sus múltiplos 
m(o:)µ. Después muestre que el factor m(u) es precisamente Jo: lv · Para 
esto último, como m(a) y lalv son multiplicativos, observe que se puede 
asumir que a E OK. Entonces, tomando E= OK verifique que E= Ox 
es la unión de I O K / aO K I clases laterales módulo aE y por lo tanto 
µ(E) = IOK/aOx lµ(aE), y así m(a) = IOK/aOK ¡- 1. Finalmente,
como I O K / aO K I = qv(a) se sigue que

m(a) = q-v(a) = lalv ·

2 3. Usando el ejercicio anterior y la demostración del corolario ( 1.69), demues­
tre que si K es un campo local de característica p 2: O y m 2: 1 es un entero 
coprimo con p (arbitrario si p = O) entonces 

[K* : K*m ] = m[Ux : UK] = mqtm> ¡µm (K)j ,

donde qK es el orden del campo residual de K, J.Lm(K) es el grupo de raíces 
m-ésimas de la unidad en K y v K es la valuación de K. Sugerencia: Muestre

[u(i) . u(i+vK(m))] 
_ VK(m) que K . K - qK . 

2 4. Si p -=f. 2 es un primo impar y b E (Zp)* es una unidad tal que existe un
entero a E Zp que satisface a2 = b mód pZp , demuestre que b es el
cuadrado de un elemento de (Zp)*. Sugerencia: aplique el lema de Hensel
a x2 - b. Usando lo anterior, demuestre que [Q; : (Q;)2 J = 4. Calcule el
índice de (Q2)2 en Qi ,

2 5. Sea L/ K una extensión finita de campos valuados discretos completos tal 
que la extensión de campos residuales L / K es separable. 
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1 .  Campos locales 

(i) Demuestre que existe un campo intermedio L 1 de L / K tal que L 1 / K
es mansa y para todo campo intermedio M de L / K se tiene que M / K
es mansa si y sólo si M � L 1 .

(ii) Si car (K) = p > O, demuestre que [L : L ¡ ] es una potencia de p. 
(iii) Si L / K es normal y G = Gal(L / K), demuestre que L 1 / K es nonnal 

y L1 es el campo fijo del grupo de ramificación G ¡ de G .  
(iv) Observe que, por la parte (3) del corolario ( 1 .58), la composición

de todas las subextensiones finitas mansas de K contenidas en una
cerradura algebraica fija Kal de K es también es mansa. Esta
composición se denota Km,. y se llama la máxima extensión mansa
de K. Su maximalidad implica que Km,·/ K es Galois. Demuestre
que si car (K) = p > O, entonces 

Gal(Kmr / K) � II Ílq,
q-h 

26. Demuestre que, en general, la composición de dos extensiones totalmente
ramificadas L1 / K y Li/ K no es totalmente ramificada.

27. Sea L / K una extensión totalmente ramificada de campos valuados discretos
completos y sea "'L un primo de L. Demuestre que

f(x) = IT (x - mrL)
uEGal(L/K) 

es el polinomio de Eisenstein de "'L sobre K. 
28. Muchas cuestiones de análisis en campos no arquimedianos completos

K, 1 lv (de característica O) son más sencillas que sus contrapartes en lR ó
C. Los resultados siguientes son en ese sentido:

(i) El rearreglo de series y la suma de series dobles es fácil :  si a;¡ E K,
i, j = O, 1, 2, . . .  , supongamos que para todo real e > O existe un real
N(e) tal que la;¡ lv < e siempre que máx(i, j) 2:: N(e). Demuestre
que las dos series siguientes convergen y sus sumas son iguales:

y 

(ii) Dada una serie de potencias con coeficientes a; E K:
00 

J(x) = ¿a;:i 
i=O 
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1 . 1 1 .  Ejercicios 

se puede definir su radio de convergencia R como 
1 

R ·- -----.-
lim sup ¡a11 J �fn 

11-+00 

de tal forma que O � R � oo, todo esto en analogía con los casos 
usuales de lR ó C. Sea D ¡ � K el conjunto de los e]ementos a E K
tal que la serie f (x) converge. Demuestre que:

- Si R = O, entonces D¡ = {O}. 
- Si R = oo, entonces D f = K. 
- Si O < R < oo y si la11 lv R11 

- O, entonces

D¡ = {a E K : Ja l v � R} .
- Si  O < R < oo y s i  lan lvR11 

� O,  entonces

D¡ = {a E K : lalv < R}.
Observe que si R no está en la imagen de I lv : K - lR U { oo},
entonces los dos conjuntos D ¡ anteriones son iguales.

(iii) E] resultado siguiente muestra que la técnica de continuación
analítica en términos de series de potencias que se usa en la teoría de 
funciones de variable compleja no se transfiere en forma directa al
análisis no arquimediano, de tal forma que tuvieron que elaborarse
otras técnicas de continuación analítica, debidas a Krasner (quesos
suizos) y Tate (espacios rígidos). El resultado a que nos referimos

00 

es el siguiente: Sea f(x) = I::>1xi una serie de potencias con los
}=O 

a J E K y sea D ¡ su dominio de convergencia. Si a E D ¡, para cada
O � m < oo pongamos

bm := L ( j ) ªJªJ-m .
J?.m m 

Entonces, la serie 
00 

g(x) := ¿ bm? 
m=O 

tiene dominio de convergencia D ¡ y además 

J (a + a) = g(a)
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1 .  Campos locales 

para todo a E D¡. Sugerencia: Primero note que g(x) claramente 
converge y luego, dado a E D ¡, evalúe /(a + a) observando que 
queda una suma doble y entonces use el inciso (i) anterior. Esto 
muestra que D8 ¿ D¡. Luego invierta los papeles de / y g.

(iv) Usando el inciso anterior, muestre que una función f(x) definida 
por una serie de potencias con coeficientes en K es continua en su 
dominio de convergencia. 

(v) El teorema siguiente muestra el marcado contraste con la situación
usual de R ó C: 

Teorema (S�mann). Sea K, 1 lv un campo no arquimediano
completo y sea

00 

f(x) = I: a;x" 
i=O 

una serie de potencias con los a1 E K. Supongamos que {a¡ }  -t O
de talfonna que f(x) converge en OK, pero que no todos los a¡ son
O. Entonces, existe a lo más un número finito de elementos a E O x
tales que /(a) = O. Más precisamente, existen a lo más N tales a, 
donde N es el entero definido por 

(*) JaN Jv = m!ix Ja; Jv Y Ja; Jv < JaN Jv para i > N.

DEMOSTRACIÓN. Por inducción sobre N. Si N = O y /(a) = O para
algún a E O x, entonces 

ao = - I: ªn a',
n2:I 

lo cual es una contradicción ya que la desigualdad de ( *) y N = O
implican que 

Supongamos ahora que N > O y que /(a) = O con a E Ox. Sea 
b E Ox . Entonces 

/(b) = /(b) - /(a) = L ªn(bn - an) = (b - a) L L ªnbj<i'-l-i_
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1 . 1 1 .  Ejercicios 

Por (i) podemos rearreglar esta suma en potencias de b de tal forma 
que 

J(b) = (b - a)g(b), 

donde g(x) = ¿ b jXi con los b i = ¿ a i+ 1 +,-a1
• •  De ( *) se sigue

r2'.0 
que 

lbj l v  < laN l v  
lbN- 1 ' v = laN l v  

lbj l v  < laN l v 

para todo j 

para j > N - 1 .  

Por lo tanto, l a  serie g(x) satisface las hipótesis del teorema pero con 
N - l en lugar de N. Por hipótesis de inducción, g(x) tiene a lo más 
N - 1  ceros b E Ox y como f(c) = O implica que e =  a ó g(c) = O,
entonces f(x) tiene a lo más N ceros, como se deseaba. O 

(vi) Sean /(x), g(x) dos series de potencias con coeficientes en K tales
que convergen en Ox y además f(a) = g(a) para un número
infinito de a E Ox . Use el teorema de Strassmann para mostrar
que f(x) = g(x), i.e., ambas series tienen los mismos coeficientes.

(vii) Supongamos ahora que car (K) = O y sea /(x) una serie de potencias
con coeficientes en K que converge en Ox . Use el teorema de
Strassmann para mostrar que si f(x) es periódica, entonces es
constante.

(viii) Determine el dominio de convergencia DE y D L en <Qlp de las series
siguientes:

X x2 .x" 
exppCx) = 1 + 1! + 

2! + . .  · + 
n ! + · · ·

x2 x3 
n+ 1 .x" logp( l  + x) = x - 2 + 3 - · . .  + (- 1 )  

-; 
+ . .  ·

• Muestre que si a, b E DE , entonces exp/a + b) = expp(a)expµCb).
• Muestre que si a, b E 1 + p'll.,p, entonces log

p(ab) = logµCa) +
logp Cb). 

Sugerencia: La convergencia de logP es fácil. Para expP use el primer
inciso del ejercicio 1 6. 

29. Sea K/<Qlp una extensión finita y sean Ox su anillo de enteros y PK  su ideal
máximo. Extienda la definición de las series exp P y logP del inciso anterior
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l .  Campos locales

a K. Sea e =  e(K/Qp). Demuestre que, para n > _
e
_' las series expp p - 1

y log
P anteriores inducen isomorfismos continuos, inversos uno del otro :

Pn expp u(n)
K -----t K y 
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Capítulo 2 

El morfismo de reciprocidad 

para campos locales 

En este capítulo estudiaremos los grupos de Galo is de las extensiones (de Galois) 
de un campo local K, en particular de la extensión Ks/ K dada por una cerradura 
separable de K que, como sabemos, contiene a todas las extensiones finitas de 
Galo is de K. En este sentido, el objetivo es tratar de determinar la estructura del
grupo de Galois G K := Gal(Ks/ K). La teoría que desarrollaremos determinará 
el grupo G K módulo su grupo conmutador, i.e., la abelianización G°Jt del grupo 
G K, de tal forma que sólo obtendremos información sobre las extensiones 
abelianas de K. Esto se hará estableciendo una correspondencia entre las 
extensiones abelianas L de K y ciertos subgrupos del grupo multiplicativo 
K*, dados por el morfismo de norma N L ¡ K. Esta correspondencia está dada
por el mo,fismo de reciprocidad de Artin : 

( ' L I K) : K* ---t Gal(L / K)ªb 

que construiremos usando el método de Neukirch (30]. Comenzamos estudian­
do la norma Ni¡K en extensiones cíclicas de grado primo. 

2. 1 La norma en campos locales
En esta sección, siguiendo a Hasse ( 15], estudiamos el morfismo de norma 
N L/ K : L - K para extensiones de campos locales, en especial su acción en los
grupos de unidades superiores respectivos, enfocándonos al caso de extensiones
cíclicas L / K de grado primo, donde después de un análisis detallado de la 
acción de la norma en los grupos de unidades superiores, se obtendrá como 
una consecuencia importante que, cuando L / K es cíclica de grado primo f, 
entonces el grupo cociente K* /NL¡KL * es cíclico de grado f = [L : K];
éste es un resultado importante que incluye las llamadas dos desigualdades 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

fundamentales, que después se generalizará en (2.30) al caso cuando L / K es 
abeliana, para probar que [K* : NL;KL *] = [L : K], por una reducción al caso 
cíclico anterior. 

Los lemas siguientes nos serán de utilidad para estudiar el morfismo de 
norma y para comparar filtraciones: 

Lema 2. 1 .  Sean A y B grupos abelianos filtrados por subgrupos An y Bn 
respectivamente, n 2: O: 

A =  Ao 2 A 1 2 · · · B = Bo 2 B 1 2 · · · .  
Supongamos además que A y B son completos y Hausdorff en las topologías 
definidas por estas filtraciones (i.e., los morfismos canónicos A --+ lím Aj A 11 y 

+-

B --+  lím B/ Bn son isomorfismos, en particular íl,i>O An = O y íln>o B,1 = O). 
+- - -

Sea u : A --+ B un morfismo de grupos filtrados, i.e., un homomorfismo de 
grupos tal que u(An) � Bn para toda n 2: O. Sean 

Un : An/ An+I ---+ Bn/ B11+ 1 

los mo,fismos inducidos por paso al cociente. Entonces: 
( 1 )  Si los Ün son suprayectivos para toda n 2: O, entonces u también lo es. 

(2) Si los Un son inyectivos para toda n 2: O, entonces u también es inyectivo.

DEMOSTRACIÓN. ( 1 ): Sea b E B arbitrario. Como u0 : Ao/A 1 -* B0/B 1 es
suprayectivo, entonces existe un ao E Ao tal que u(a0) - b = b1 E B 1. Ahora, 
para este b1 E B1 como íi1 : A i / A2 -* B i / B2 es suprayectivo, entonces existe
un a¡ E A 1 tal que u(a¡ ) + b¡ = b2 E B2 y por lo tanto

u(ao + a1 ) - b = u(ao) - b + u(a¡) = b1 + u(a1) = bi E B2.

Continuando de esta forma construimos dos sucesiones: { ªn }  en A y { bn } en B, tales que la serie ao + a¡ + · · · converge a un elemento a E A porque A es
completo y Hausdorff. Más aún, como u(a) - b  E Bn para todo n 2: O y como 
íln20 Bn = O, entonces u(a) = b. 
(2): Mostraremos por inducción que Ker (u) � An para toda n 2: O. En efecto,
como Un : An/  An+ I >---+ Bn/ Bn+l es inyectivo, entonces 

Ker (u) n A11 = Ker (u) n An+ t , 
y por lo tanto Ker (u) � An implica que Ker (u) � An+ l · Se sigue que
Ker (u) � íln�O An = O. O
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2.1. La norma en campos locales 

Lema 2.2. Sea L / K una extensión finita de campos locales, separable y de 
grado primo f. Si 'Y E p L, entonces 

NL¡K(l + y) =  1 + NL¡K('Y) + TrL¡K('Y) + Tri¡K(S) 

para algún S E OL tal que vL(S) � 2vi(-y). 

DEMOSTRACIÓN. Sea G = Gal(L / K) y supongamos que 'Y E P1 . Si A � G
es un subconjunto (finito) pongamos 

'YA := IJ u(-y);
uEA 

entonces: 

(*) NL¡xO + -y) = I1 u(l + -y) =  I1 (1 + u(-y)) = ¿ 'YA 

uEG uEG A�G 

Si definimos n(A) := I A I (el cardinal del conjllllto A), observemos que: 

Si n(A) = O, entonces A = 0 y el sumando correspondiente en (*) es l. 

Si n(A) = 1 ,  entonces A =  {u} y hay R. =  IG I de estos conjuntos con un solo 
elemento y los sumandos correspondientes en (*) son: ¿ 'Yu = TrL¡x(-y). 

uEG 

Si n(A) = R. =  IG I ,  entonces A =  G y el sumando correspondiente en (*) es 
'YG = IT u(-y) = N¿¡x('Y),

uEG 

Si n(A) f O, 1, R., entonces como G es cíclico de orden primo R., se tiene que 
uA f A para todo u f  1 de G. Sean A1 , A2, . . .  , Ar los subconjuntos de G 
con n(A;) � 2. Se tiene entonces que 

donde 

NL¡K(l + y) =  1 + Tri;x('Y) + NL¡x('Y) + L L 'YuA, ,
i=I u 

¿ 'YuA = TrL¡x('YA) E TrL/K (Pf') ,
uEG 

ya que n(A) � 2 y 'Y E P1 -
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

2.1 .1 La norma en extensiones cíclicas de grado primo 
Si L / K es una extensión de campos locales, cíclica de grado primo f, entonces 
poniendo e =  e(L/K) y f = f(L/K), como ef = f, entonces e =  l y f = f 
ó e =  e y f = l. En el primer caso se tiene que L/ K es no ramificada y en el 
segundo caso L / K es totalmente ramificada. Este último caso lo separaremos 
en dos subcasos: si p = car (K), entonces p =/ f ó p = f; en el primer 
subcaso L / K es mansa totalmente ramificada, y en el segundo subcaso L / K es 
totalmente ramificada de grado f = p. A continuación describimos la acción de 
la norma N L/ K sobre los grupos de unidades superiores u<i) correspondientes
en cada uno de los tres casos anteriores. 

Extensiones no ramificadas de campos locales. Si L / K es una extensión 
finita no ramificada de campos locales, como Gal(L / K) � Gal(L / K) y este 
último grupo es cíclico, generado por el Frobenius, entonces L / K es cíclica. 

Proposición 2.3. Si L / K es una extensión finita no ramificada de campos 
locales, entonces la norma NL/K manda uf> en ui> para toda i � O. 

DEMOSTRACIÓN. Si a =  l + y E 1 + p� = uf>, entonces por el lema (2.2):

NL¡x(a) = l + NL¡K(Y) + TrL¡x(Y) + TrL¡x(8)

con 8 E OL tal que vL(8) � 2vL (y). Se sigue que 

(*) NL¡x(a) = l + TrL¡x(Y) mód p�

ya que vL (Y) � i porque y E p�. Ahora, como L /  K es no ramificada, entonces 
un primo 'TTK de K permanece primo en L y así p� n K = Pk, y por lo tanto
(*) implica que NL¡K(a) = l rnód Pk ya que y E p� implica que o-(y) E p�
para toda o- E Gal(L/K) y por lo tanto TrL¡K(Y) E PL y como TrL¡x(Y) E K,
entonces TrL¡x(Y) E p� n K = Pk- Pero NL¡x(a) = l mód Pk- quiere decir
que NL¡K(a) = l + O con O E Pk , y por lo tanto NL¡K(a) E uf. O 

El resultado siguiente describe la acción de la norma N L ¡ K con respecto a 
las filtraciones u<i) respectivas en el caso cuando L / K es no ramificada:

Proposición 2.4. Sea L / K una extensión finita no ramificada de campos 
locales de grado n. Entonces: 

(l) Un elemento primo 'TTK de K también es primo de L.
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2. 1 .  La norma en campos locales

(2) Si A;,F son los epimorfismos de (1.65) para el campo F, entonces los
diagramas siguientes conmutan:

(i) A1,L _ Ui - L
x - z VI( 

NL/K l ¡ TrI/f 

u<0 - K
K A1,K 

DEMOSTRACIÓN. (1) es precisamente (1 .36)(3). Denotemos a este elemento 
primo común por 7T.

Para (2), como f(L/ K) = n = [L : K], entonces por definición de vi se
tiene que para todo a E L • :  

1 
vL(a) = -vx(NL¡x(a)), n 

i.e., vx (NL¡x(a)) = n · vi (a) y por lo tanto el primer diagrama conmuta.
Para el segundo diagrama, como L / K es no ramificada se tiene un 

isomorfismo Gal(L/ K) � Gal(L/ K), u 1-+ u y por lo tanto Ni¡x(a) =

Nr,¡x(a), y así el segundo diagrama conmuta. Para el tercer diagrama, el lema
(2.2) nos dice que 

Ni¡x ( l  + B7Ti) = 1 + NL¡x(e'TT';) + TrL¡x(e'TT';) + TrL¡x(<5)

= 1 + (NL¡xe)'TT'ni + (Tri¡xe)'TT'i + TrL¡x(<5)
(la segunda igualdad es porque 7T E K y por lo tanto queda fijo bajo la acción 
de Gal(L/ K)); aquí � es tal que vL(�) 2 2vi(e1ri) = 2i y consecuentemente
VL(TrL¡x (�) 2 2i. Se sigue que 

NL¡x(l  + B7Ti) = 1 + (Tri¡xe)1ri (mód 7Ti+ 1)
ya que ni, 2 i  2 i + l .  Usando esta congruencia, como Ai,L(l  + e'TT';) = e E L,
se tiene que 

A;,x (Ni ¡x O + B7Ti)) - A;,x(l + (Tri¡xe)'TT';) (mód 7Ti+ t)

- TrL/Kº (mód 7Ti+l)
Trr¡¡;(e) 

Trr¡xCAi.L(l  + e'TT';)), 
i.e., el último diagrama conmuta. 
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2. El mortismo de reciprocidad para campos locales

Corolario 2.5. Si L / K es una extensión finita no ramificada de campos 
locales, entonces: 

( 1 )  Ni¡K(uf>) = U'j) para toda i 2: l .

(2) Ni¡K(UL) = Ux. 

(3) K* /Ni¡KL * � 7l./n7l., donde n = [L : K].

(4) Ni¡KL*  � (1rn) X UK , donde n = [L : K] y 1T E K es un primo.

DEMOSTRACIÓN. (1) :  Por (2.3) Ni¡x induce por paso al cociente morfismos

Ni¡K : uf> ¡uf+ 1> - ui> 1ui+ 1 >

y por la conmutatividad del tercer diagrama en la proposición anterior, para 
i 2: 1 ,  se tienen entonces diagramas conmutativos: 

uf> ¡uf+1 > � L

NLJK t j TrI/K° 

u<i)¡uu+ 1 > - KK K At,K 

donde los morfismos horizontales son isomorfismos y la traza es suprayectiva 
en campos finitos. Se sigue que la norma es suprayectiva en los cocientes 
u<i)¡u<i+ I y así, por el lema (2.1), la norma Ni¡K : uf> - ui> es suprayectiva,
lo cual prueba (1). 

Para (2), consideremos ahora el siguiente diagrama conmutativo con 
renglones exactos (por (1.65)): 

o - ut > - ui � L* - o

NLJK t NLjK j l NI/K 

O - U(l ) - UK -- 1(* - 0K Ao,K 

donde el cuadrado de la derecha es el segundo diagrama de la proposición previa 
y el cuadrado de la izquierda conmuta porque Ni¡K manda uf > en u2> por
(2.3) y es la restricción de la norma Ni¡K : UL -t Ux. Si ahora denotamos
con N', N, N" a las tres normas que aparecen en este diagrama, la sucesión 
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2. 1 .  La norma en campos locales

núcleo-conúcleo del lema de la serpiente (véase Rolman [34]) asociada a este 
diagrama es 

0 -t Ker N' --+ Ker N -t Ker N" � Coker N' -t Coker N -t Coker N" --+ O 

donde por la parte ( 1 )  de este corolario Coker (N') = u�> /NL¡x (U¿1>) = O, el 
segundo conúcleo es Ux/NL¡x (UL ) y el tercer conúcleo es X* /NI¡x.(I*), y 
por lo tanto se tiene la sucesión exacta: 

/ ) Ao,i. =*/ ...,-,. 
O -t Ux NL¡x (UL __. K N[

¡x_(L ) --+ O, 

i.e., Ao.L es un isomorfismo. El resultado se sigue del hecho que N L/ K : L --+ K
es suprayectiva en campos finitos ( 1 .98).

Para (3), consideremos el diagrama conmutativo con renglones exactos: 
VI.

o - uL - L* - z - o

Ni.¡K 1 Ni./K l l xn

o - ux - K* - z - oVK 

donde la sucesión núcleo-conúcleo asociada satisface que 

Coker (NL/K : UL -t Ux) = UK/NL¡K UL = 0
por la parte (2). Se tiene entonces que 

Coker (N L/ K : L * -t K*) � Coker (n : Z -t Z), 

i.e., K* /NL¡KL * � Z/nZ.

Para ( 4 ), la elección de un elemento primo 7T de K (y de L,  por la proposición 
anterior) escinde las sucesiones exactas del diagrama anterior, donde se ha 
identificado a Z con el grupo (7r) generado por 7T. Se tiene entonces que 
L * � ( 7T) x U L y K* � ( 7T) x U K , y estos isomorfismos son compatibles .con 
la acción de Gal(L / K). Se sigue que 

NL¡x(L * )  � NL¡x (('TT) X UL ) � (7r!') X NL¡x (UL) � (7rn) X Ux 

ya que 7r E K implica que Ni¡x ('TT) = 7Tn . o 
Extensiones mansas totalmente ramificadas cíclicas de grado primo. A 
continuación consideraremos el caso de una extensión L/ K cíclica mansa de 
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2. El morfismo de r�iprocidad para campos locales

grado f =/=- p = car (K). El resultado siguiente describe la acción de la norma 
N L/ K con respecto a las filtraciones uU> respectivas en este caso: 

Teorema 2.6. Sea L / K una extensión de campos locales, cíclica de grado 
primo f. mansa totalmente ramificada. Entonces: 

( 1 )  Para un elemento primo 'TTL de L. el elemento 'TTK = 'TTf es un primo de K.

(2) Los diagramas siguientes conmutan ( donde L = K): 

L* � Z

NL/K J ¡ id 

K* - ZVI( 

U 
Aa,L � 

L - L

NL/K J l �l 

UK - 1{*Áo,K 

(ii) At1,L _
UL - L

NL/K t 1 xi 

u<0 - KK A1,K 
donde Á;,F  son los epimorfismos de ( 1 .65), id es el morfismo identidad, <Pi es 
el mo,fismo a 1--+ ai y xf es multiplicación por f E K, si i :2:: 1 .

(3) S . o j, • N u<0 N u(i+I )z .e, 1 z, entonces L/K L = L/K L 

DEMOSTRACIÓN. Como L / K es totalmente ramificada, e = [ L : K] = f y así
(1 ) es precisamente ( 1 .34). 

Para (2), como f = f(L/K) = 1 ,  entonces por (1.41), para todo a E L* 
se tiene que 

1 
vi(a) = ¡VK(NL¡K(a)) = VKNL¡K(a) 

y así el primer diagrama conmuta. 
Para el segundo diagrama, como L / K es Galo is, entonces para todo 

a E Gal(L/K) y todo a E OL , usando el· epimorfismo Gal(L/ K) --* 
Gal(L/ K) = {id} se tiene que a(a) = a. Se sigue que para a E Ui:

Ao,x N L/ x(a) = Ao,K (il o-1( a)) (u un generador de Gal(L / K))

i i 
= rr ai(a) = Il a

i=l  i=l 

al = <f>t(a) = <PtÁo,i(a),

y por lo tanto el segundo diagrama conmuta. 
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2. l .  La norma en campos locales
Para el tercer diagrama, como Oi = Ox [1ri], si 

podemos pensar que e E O K y observamos que 1rf = ( 1rf i = 1r}c de tal formaque 1 + e� = 1 + 81Tk E uf> � K. Se tiene entonces que 
N L/K(l + s1rf) = IJ u(l + s1rf) = IJ u(l + s1rk)

Se sigue que 

uEGal(L/K) uEGal(L/K) ( 1  + s1rk i ya que e E K 1 + fs1r}c mód 1rit 1 .

i '  . A¡,xNi¡x( l + s1r¿) - Á¡,x( l + fs1r1()

R .  e 
- l.' = f · ÁLi,L(l  + s1r¿),

y por lo tanto el tercer diagrama conmuta. 
Para (3), si f f i, para 1 + s1r� E uf> con e E Oi, como Oi = Ox[1ri]podemos pensar que e E O K, y así se tiene que 

i- 1 i- 1N¿¡x( l + s1rÍ) = IJ O  + uj(s1rt)) = IJ(l  + suj(1rt)) 
j=O j=O ya que e E Ox � K 
l- 1- II o +  stj1ri)
j=O ya que por (l .56)( 1 )  u(1ri) = {1ri, donde { E K es una raíz primitiva f-ésima de la unidad. . il - (-s1rL) 

l. . l - 1 - (-e) 1rx ya que 1rL = 1TK
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

y, similarmente, 
l-1 l-1 

Ni¡x(l + s1ri+1) = II (1 + crÍ(s1ri+1)) = II (1 + scrÍ(1ri+1))
J=O j=O 

l- 1 l-1  
= II (1 + s[Í1ri+1) = II (1 + (s1ri){Í1ri)

J=O j=O 
i l l i - 1 - (-&1TL 1T¿) = 1 - (-&1TL) 1TK 

y como los lados derechos de las dos igualdades anteriores son de la misma 
forma en U'j¿, se sigue que los lados izquierdos están incluidos uno en la imagen 
del otro, i.e., Ni¡Kuf> = Ni¡Kuf+ 1>. o 

Corolario 2. 7. Sea L / K una extensión de campos locales, cíclica de grado 
primo f, mansa totalmente ramificada. Entonces: 

(1) Ni¡K u<t> = ui> para i � l.

(2) Ni¡x ui1 > = u�>. 

(3) K* /Ni¡xL * es cíclico de orden f.

DEMOSTRACIÓN. (1) se sigue como en la demostración de (2.5)(1), usando 
la conmutatividad del tercer diagrama en el teorema anterior, el hecho de que 
multiplicación por f es un isomorfismo y el lema (2 .1). 

Para (2), por la parte (3) del teorema anterior se tienen las igualdades 
siguientes donde la última igualdad es por la parte (1) de este corolario: 

Ni¡x ur> = NL¡x ur+I) = ... = Ni¡K ut- 1) = NL¡K UÍl) = u�>.
Para (3), usando los cuadrados conmutativos del teorema anterior, considere 

el diagrama conmutativo con renglones exactos siguiente: 

o - u1,1 > - uL � r· - o

NL/K 1 NL/K ¡
1 �l 

o - u0 > - uK - K* - oK Áo,K 
donde denotamos sus morfismos verticales por g', g. <Pl de tal forma que como 
por la parte (2) de este corolario Coker (g') = u�) /NL¡K U¿1 ) = O, entonces la
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2. 1 .  La norma en campos locales
sucesión núcleo-conúcleo asociada es 
i .e.,
(a)

O .- Coker (g) .- Coker (</>i) .- O, 

(L / K) = 1 :  VL o - uL - L* - z - o
NL/K l NL/K l 1 1  

o - uK - K* - z - oVK y denotando sus modismos verticales por g', g, 1 ,  notando que Ker ( 1) = O y Coker ( 1 )  = O, la sucesión núcleo-conúcleo se vuelve O .- Coker (g1
) --t Coker (g) --t O,

i.e.,
(b)
Entonces, de (a) y (b) se sigue que K* /NL¡KL * � Ux/NL¡K UL � K* /(I'l, y este último grupo es cíclico de orden f ya que f f. car (K). O 

El caso que nos falta, cuando f = [L : K] = car (K) = p, es un poco más complicado y para estudiarlo necesitaremos calcular la traza de algunos ideales, donde usaremos los resultados siguientes sobre el diferente de una extensión 
L / K. Recordemos los hechos pertinentes:
2.1 .2 El diferente de una extensión 
En esta sección consideramos un invariante de una extensión de campos locales 
L/K relacionado con el discriminante /j.LfK , pero más sutil. La construcciónla daremos en una situación un poco más general: si L/ K es una extensión finita separable de campos valuados discretos completos, entonces la traza TrL/K : L - K es suprayectiva ( 1 .97) y la forma bilineal TrL¡K (xy) es no degenerada en L .  El conjunto 

V1)x := {y E L  : TrL¡x(xy) E Ox para todo x E OL }
satisface las propiedades siguientes: 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos l ocales

( 1 )  1Yi,} K es un O L -submódulo de L.  

En efecto, claramente es  cerrado bajo sumas ya que la  traza es  aditiva. 
Ahora, si z E 'DL/K y Á E OL , entonces para todo x E C:h se tiene que
TrL¡x(xÁz) = TrL¡x((xA)z) E Ox , ya que xÁ E OL y z E 'D¿¡x · 

(2) Tri¡x(DZ}K) � Ox .

Esto es obvio tomando x = 1 E O¿ . 

(3) Más aún, si E es cualquier OL -submódulo de L tal que TrL¡x ( E) � Ox,
entonces E � Di}x ·

En efecto, si z E E �  L, entonces para toda x E (h se tiene que xz E E,
ya que E es O¿-submódulo. Se sigue que Tri¡x(xz) E OK por hipótesis, y por 
lo tanto z E vz}x , i .e. , E � 'DL/K '

De (2) y (3) se sigue que: 

(4) 'DZ¡x es el mayor Oi -submódulo de L tal que su traza está contenida en
Ox. En particular, como TrL¡x(OL) � Ox, entonces OL � vz}x y Di)x es
un ideal fraccionario de L, al que se llama el codiferente de L / K , y su inverso
'DL/K es un ideal (entero) de OL , al que se llama el diferente de L/ K.

A continuación demostramos varios resultados sobre el codiferente y el 
diferente de una extensión que usaremos para calcularlo en el caso cuando 
L / K es una extensión totalmente ramificada de campos locales.

Sean L / K una extensión de campos valuados discretos completos, sepa­
rable y finita de grado n y a¡, . . .  , ªn una base de L/  K; dado un z E L,  
escribámoslo como z = x1 a1 + · · · + Xn ü'n con los X¡ E K. Para cada a¡ 
consideremos las trazas 

TrL¡x (a;z) = x1 Tri¡x(a;a1 ) + · · · + xnTrL¡x (a¡ an)

(donde las X¡ salen de las trazas porque están en K); observemos entonces que 
el sistema de ecuaciones lineales homogéneas 

sólo tiene la solución trivial ya que si no fuera así, i.e., si existiera una 
solución z =/= O de ( * ), entonces multiplicando las ecuaciones ( *) por elementos 
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2. 1 .  La norma en campos locales

arbitrarios a¡ E K y sumando obtenemos 
n 

¿TrL¡x(a;a;z) = O, 
i=l 

y como la traza es aditiva, se sigue que 
TrL¡x((a1 a1 + · · · + an an)Z) = O, 

donde (a1 a¡  + · · · + a11 a11)z es un elemento arbitrario de L. Se tiene entonces
que la traza es cero en L, lo cual no es posible ya que L/ K es separable (1.97). 
Así ( *) sólo tiene la solución trivial z = O. Se sigue que las ecuaciones no 
homogéneas 
(**) con b¡ E K, 1 � i � n 

... , n existe una única
solución ª¡ de las ecuaciones TrL¡K(a¡z) = 5;j (la delta de Kronecker). 

Lema 2.8. S{L / K es una extensión de campos valuados discretos completos,
separable y finita de grado n y a¡, ... , a11 es una base de L/ K, sean a1 las 
soluciones únicas de TrL¡x(a;z) = 5;j; entonces los elementos a� , ... , a� 
forman una base de L/K (llamada la base complementaria de a¡,  . .. , a11). 
Más aún, si () = Y1 a� + · · · + Yn a:, E L, con los y; E K, entonces

y; = TrL¡x(fJa;) 
y si g = x1 a¡ + · · · + x11 a11 E L, con los x; E K, entonces

x; = TrL¡x(gCX:). 

DEMOSTRACIÓN. Para la primera afirmación basta probar que los af son 
linealmente independientes. Para esto, si O = y¡ a� + · · · + Yn a� , con los
y j E K, multiplicando por los a; y tomando la traza obtenemos 

O = TrL¡K(Y1 a; a¡+ · ·+yna�a¡) = y¡ TrL¡K(a� a;)+· ·  ·+y11TrL¡x(a;1 a¡) = y;

la última igualdad porque TrL¡K(a1a¡) = 5;1. 
Para la segunda afirmación, multiplicando () por a¡ obtenemos 

de tal forma que 
() 

I I a¡ = y¡ a¡ a; + · · · + Yn a11 a;,

TrL¡x(fJa¡) = YI TrL¡x(a¡ a¡) + · · · +  Yn TrL¡K(an a;) = y¡ , 

la última igualdad porque TrL¡x(a1a;) = 5ij. 
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2. El morfisrno de reciprocidad para campos locales

Corolario 2.9. Si L/ K es una extensión de campos valuados discretos com­
pletos, separable y finita de grado n y a¡ , . . .  , ª" es una Ox-base de Oi, 
entonces la base complementaria a1 es una Ox -base de VL/Kº

DEMOSTRACIÓN. Dado -y E L escribámoslo como -y= y¡ ªi + · · · + y11 a� con
y¡ E K. Entonces 

-y E v¡)x <=> Tri¡x(-yOi) e;: OK por definición de VL/K
<=> Tri¡K(ya;) E OK, 1 � i � n, porque { a; }  es base de Oi 

por la segunda parte del lema. 

Esto implica que todo -y E VL/K es combinación lineal de los a: con 
coeficientes en O K .  O 

Para el caso de extensiones de campos locales totalmente ramificadas L / K 
de grado n ,  se sabe que Oi = Ox[1ri ]  con 7TL un primo de L de tal forma que
1 ,  7TL, .. . , 1rf- 1 es una Ox-base de Oi , y en este caso se puede ser más explícito
con la base complementaria de las 1{ anteriores. Para esto necesitaremos 
el siguiente resultado de Euler, válido en la situación general que estamos 
considerando: 

Lema 2. 1 O (Euler). Si K es un campo valuado discreto completo, L = K(a) 
y f(x) = lrr(a, K), entonces

para O �  i � n - 1 y donde J'(x) es la derivada de f(x). 

DEMOSTRACIÓN. Como L/ K es separable las raíces de f(x) son distintas, 
digamos a =  ao, a¡ ,  . . . , a11_ ¡ ,  y el grupo de Galois G = Gal(L/K) permuta 
estas raíces. Entonces 

( ' )  
· n i i 

(t) T 
f(x) a' _ u(f(x)) u(a') _ - f(x) aj ri¡x 

x - a f'(a) - L u(x - a) u(f'(a)) 
- ¡: x - a ·  J'(a ·)uEG J=O 1 1 

y éste es un polinomio g(x) de grado � n - 1. 
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1. 11. .  La norma en campos locales

Por otra parte, como f(x) = (x - a)(x - a¡) · · · (x - ªn-1 ), entonces
, 

n- 1 f (x) f(x)
J'( x) = ¿ y los sumandos evaluados en ªk son 

x - a · x - a · j=O J J

f(x) 
1 = { f1(aj) s1

x - a · O si 1 x=at 
Se sigue que la traza (t) evaluada en ªk es 

k = j 
k ::/: j. 

( 
f(x) aj 

) 1 
n- l J (x) ai . _ j 

g(x)lx=ai = TrL/K --
!'( ) 

= ¿ f'(
J 

) 
- ajx - a  a _ ._0 x - aj aj x-a1 J- x=ut 

para O � j � n - 1 ,  y así (g(x) - xi) lx=at = O para O � j � n - 1 ,  i.e., g(x) 
(un polinomio de grado � n - l) tiene n ceros comunes con ::x! ;  se sigue que 
g(x) = .J , como se quería. D

Usando este lema podemos calcular explícitamente una Ch-base del 
codiferente de una extensión totalmente ramificada L / K, y de hecho lo haremos
en la situación más general siguiente: L / K es una extensión finita de campos 
valuados discretos completos tal que la extensión de campos residuales L/ K es 
separable; entonces, por ( 1 .40) (h tiene una Ch-base consistente de potencias 
de un sólo elemento a E OL , i .e., Or = Ox[a]. Ahora, si f(x) es el polinomio
característico de a, entonces los coeficientes de f(x) están en OL y en K; se 
sigue que los coeficientes de f(x) están en OL n K = Ox. Nótese que todo
esto es cierto en el caso cuando L / K es totalmente ramificada. 

Teorema 2. 1 1 .  Si L / K es una extensión finita de grado n de campos valuados 
discretos completos tal que la extensión L / K de campos residuales es separa­
ble, usando ( 1 .40) escribamos Or = OKfa] con a E OL y sea f(x) el polino­
mio característico de a. Entonces los elementos aj/ f1(a), para O � i � n - 1 , 
son una base del Ox-módulo vz}x · 
DEMOSTRACIÓN. Como 1 ,  a, a2, . . .  , �- I es una Ox-base de OL, escribiendo
f(x) = (x - a)(bo + b¡ x  + · · · + bn- l xn- 1 ) con los bj E L ,  mostraremos
primero que los elementos 

bj 

.f'(a) ' 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales 

son una base complementaria del codiferente v¡) K . En efecto, por el lema de 
Euler, 

y comparando coeficientes se sigue que 

Tri¡K ( ;:(�)) = i>ij
y ésta es precisamente la condición (**) para que b¡/ J'(a) sea una base 
complementaria de L / K, y por el corolario (2. 9) ésta es una O K-base de vz} K.

Para calcular los coeficientes b¡ escribamos f(x) = Z::t=O a¡xi con an = 1 .
Como J(a) = O, entonces 

f(x) f(x) - f(a) ¿¡>o a¡:xi - Z::::i>O a¡ a
i 

x - a x - a x - a 

¿ a¡ x - a 

= ¿ a;(xi- 1 
+ axi-2 

+ . . .  + ai-1 )n ( ¡ 
¡

) n 
i=l  X - a i=l  

y así, igualando coeficientes con 
f(x) = bo+b1 x+ · · ·+bn- l �

-1 , obtenemos
x - a 

bo a ¡ +  a2 a + · · · + an �- I 

b1 a2 + a3 a + · · · + an a
n-i

bi a3 + a4 a  + · · · + ªn ªn-3

bn-2 - ªn- 1 + an a = ªn- 1 + a 

bn- 1 - ªn = 1

140 



2. 1 .  La norma en campos locales

y como el polinomio característico f(x) tiene coeficientes aj E OK, entonces 
los elementos de la base b;/ J'(a) los podemos reemplazar por 

b11- I 1 
J'(a) 
b11-2 
f'(a) 
b11-3
f'(a) 

bo 
J'(a) 

J'(a) 
ª11- 1 ª" a 1 a 
J'(a) 

+ 
J'(a.) = 

ª
11

-
1 

J'(a) 
+ 

!'(a)
1 Ci. Ci.2 

-
a,,-2 f'(a) + a,,- 1 f'(a) + 

f'(a.)

de tal forma que se obtiene la base equivalente 

O � i � n - l

o 
El corolario siguiente nos dice quién es exactamente el diferente de una 

extensión como las consideradas: 

Corolario 2. 1 2. Si L / K es una extensió,i fi,iita de grado n de campos 
valuados discretos completos tal que la exte,isión L / K de campos residuales
es separable, usando (1 . 40) escribamos Oi = OK [a] con a E Oi y sea f(x)
el polinomio característico de a. Entonces, Vi¡K = (!'(a)). 

DEMOSTRACIÓN. Por la proposición anterior aj/ J'(a), O � i � n - 1 ,  con
n = [L : K] , es una OK-base de VL/K ·  Entonces, si y E L , como Oi = OK [a]
se tiene que 
'Y E Oi <=?, y es una combinación lineal de los aj con coeficientes en (JK 

<=?, y/ J'(a.) es una combinación lineal de los aj/ J'(a.)
con coeficientes en (JK 

<=?, y/ f'(a) E VL/K porque { a;/ !'(a)} es una Orbase de VL/K

<=?, y E J'(a)VL/K• 

de donde se sigue que Oi = J'(a)VL/K' i.e., Vi¡K = (!'(a)). 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales
El cálculo anterior se puede refinar para el caso de L / K normal, de grado 

n,  introduciendo los grupos de ramificación de G = Gal(L/ K). Sabemos por ( 1 .74) que los grupos de ramificación G; de G son triviales para i suficientemente grande y están determinados por la función ÍG definida por iG('r) = vi(T(a) - a), donde Oi = OK [a] (véase ( 1 .75)(2)). Entonces, si f(x) E OK[x] es el polinomio mínimo de a (que es igual al polinomio característico en este caso, véase § 1 . 10), entonces u;(a) para O � i � n - 1
n- 1  son todas las raíces de f(x) (tomando uo = iá) y así f(x) = IT (x - u;(a)),i=O 

n- 1por lo  que J'(x) = II (a - u;(a)) y así, para la  valuación vi se tiene quei= l 
n-1  n- 1  

vi(J'(a)) = L vi(a - u;(a)) = L ic(u;).i= l i=I Observemos ahora que la función ÍG es constante, de valor i, en los conjuntos G;- 1 - G; ya que T E G;_¡ - G; si y sólo si ÍG(T) > i eiG(T) l. i + 1 ,  i.e., si y sólo si ÍG(T) = i. También, como G;_¡  2 G;, entonces IG;_¡  - G; I = IG;-1 I - IG; I . Se sigue que 
L iG (T) = L i( IG¡_ ¡ , - I G; I) = ¿ i((I G;- 1 I - 1 )  - ( I G; I - 1 ))i�O i�O - ((!Go l  - 1 )  - ( IG1 1 - 1 )) + 2((! G1 1 - 1 )  - (I G2 I - 1 ))+3(( IG2 l  - l )  - (I G3 I  - 1 )) + · · ·

= ( !Gol - 1 ) + ( IG 1 1 - 1 )  + ( IG2 I  - 1 )  + · · · ,de tal forma que juntando esta igualdad con (*), hemos probado: 
Proposición 2. 1 3. Sea L / K una extensión finita nonnal de grado n de campos 
valuados discretos completos tal que la extensión L / K de campos residuales 
es separable; usando ( 1 .40) escribamos Oi = C'.h[a] con a E Oi y sea f(x) 
el polinomio mínimo de a. Sea G = Gal(L / K); entonces 

vi(f'(a)) = ¿ ÍG(r) = ¿(IG; I - 1), Tfid i�O 
donde los G; son los grupos de ramificación de L/ K. 
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2. 1 .  La norma en campos locales

La proposición siguiente también nos servirá para el cálculo de la traza que 
necesitamos: 

Proposición 2. 1 4. Sea L / K una extensión finita separable de campos va­
luados discretos completos. Sean l un ideal fraccionario de K y J un ideal 
fraccionario de l. Entonces 

Tri¡K(J) <;;;; l {=> J <;;;; /VL/K " 

DEMOSTRACIÓN. Si l = O, el resultado es trivial. Supongamos entonces que 
l =f O. Entonces

TrL¡K(J) <;;;; I {=> r 1 TrL¡x(J) <;;;; Ox

<=> Tri¡K(r 1 J) <;;;; Ox
ya 4ue l <;;;; K y la traza es K-lineal. 

<=> ¡- l J <;;;; VL/K por (3) de la definición de VL/K

<=> J <;;;; 1vzJx · 
o 

Extensiones totalmente ramificadas de grado p = car (K). Consideraremos 
ahora el caso que nos falta de una extensión de Galois L / K totalmente 
ramificada de grado e = car (K) = p. Para comenzar, por ( 1 .54), Oi = 
th[1ri], L = K(1ri) para 7TL un elemento primo de L y L = K. Como L/ K 
es cíclica de grado p, sea <r un generador de G = Gal(L/ K). Recordemos 
que la función ia definida en ( 1 .80) es : ia(T) = vi(T(1ri) - 1ri) si T =f 1 y
pongamos 

t := ÍG(<r) - l . 
Corno ia(<r) > O por ( 1 .80), entonces t � O. 

Ahora, si t = O entonces ia (<r) = 1 y así G = Go. Nótese que entonces 
G 1 = 1 ya que G 1 es un p-subgrupo de Sylow de G (que es de orden p), y por 
lo tanto G1 = 1 ó G 1 = G, pero <r f/. G1 ya que de lo contrario se tendría que 
ia (<r) = 1 + 1 y consecuentemente t = ia(<r) - 1 � 1 ,  lo que contradice la
hipótesis de que t = O. Se sigue que G1 = 1 y por lo tanto G j = 1 para toda 
j � 1 cuando t = O.

Ahora, si t > O, como ia (<r) = t + l , entonces, por ( l .80), <r E G, y por
lo tanto G, = G ;  se sigue que 

G = Go = G 1 = · · · = G, . 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Mostraremos ahora que G,+1 = 1 y consecuentemente se tendrá que 
1 = Gr+l = Gr+2 = · · · · 

En efecto, como Gr+1 es un subgrupo de G que tiene orden p, entonces 
Gr+l es trivial o es igual a G. Si sucediera que Gr+l = G, entonces u E G,+1 y
por lo tanto ÍG(u) � (t + 1) + 1 > t + 1 = iG(u), lo cual es una contradicción. 
Se sigue que Gr+l = l .  

Podemos entonces pensar al entero t como el mayor entero tal que u E G,, 

o usando (1.81), como el mayor entero tal que u(1Ti)/Tt'L E uf>. Escribamos
entonces
(t) 

con 'Y E U L � U K • U¿1>. Nótese que el entero t no depende del elemento primo
'"L de L ni del generador u de G = Gal(L/ K), lo primero por las observaciones 
antes de (1 .80) y lo segundo porque 

(*) ui(7rr)/7ri = 1 + iy1Tt mód '77't+1 ,
donde esto último sucede ya que por (t) u(7rr)/'77'L = 1 + 'Y'77'i_ con 'Y E UL �
U x · U¿1 >. Se sigue que

Ahora, para el caso que nos interesa, podemos calcular explícitamente su 
diferente: si L / K es una extensión cíclica totalmente ramificada de grado f, 
como antes sea t = iG(u) - 1  para u un generador de G = Gal(L/ K). Sean '7TL 
un primo de L y f(x) el polinomio de Eisenstein correspondiente. Entonces, 
ui(7r¿) para O :'.S i  '.S f - 1 son todas las raíces de f(x) y así, por (2.13) se tiene
que 

l-1 

vi(f1('1TL)) = ¿ ÍG(ui) = ¿(IG¡ I  - 1)
i=l i:2'.0 

donde G¡ son los grupos de ramificación de L/K. Ahora, como vimos antes 
de la subsección sobre el diferente, los grupos de ramificación de L / K son 
G¡ = G para O :'.S i  '.S t y G; = 1 para i � t + 1 ;  y como IG I = f, entonces 

t t 

VL(f1('1TL)) = ¿(IG¡ I - 1) = ¿(f - 1) = (t + l)(f - 1). 
i=O i=O 
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2. 1 .  La norma en campos locales

Hemos así probado: 

Corolario 2. 1 S. Sea L / K una extensión cíclica totalmente ramificada de 
grado f. y sea t definido como antes. Si m = (t + l)(f. - 1 ), entonces
VL (j1(7rL)) = m y por lo tanto J1(7rL) = u'TT'i con u E UL, es decir; el
diferente de L/ K es 

VL/K = Pi • 

DEMOSTRACIÓN. La afirmación es consecuencia de los cálculos previos y de 
(2. 1 2) y (2. 1 3). O 

Usando el corolario anterior y los resultados previos sobre el diferente de 
una exlensión, podemos calcular la traza siguiente: 

Lema 2. 1 6. Sea L / K una extensión cíclica totalmente ramificada de grado f. 
y sea t definido como antes. Para i 2: O pongamos

r(i) := t + 1 + [(i - 1 - t)/f.J = [ (t + l )(f.
f.

- l)  + ¡ ] ,
donde [m] es el mayor entero :S m. Entonces 

TrL¡x('TT't ('.h) = 7T'�
i)ºK·

DEMOSTRACIÓN. Si r 2: O es cualquier entero, por (2. 14) y (2. 1 5) se tiene que 

TrL;K(P�) e;;;: Px <=:} p� e;;;: PÍ:VZ)x = PÍ:Pi
m 

ya que VL/K = (f1(7rL)) = Pi con m = (t + l)(f. - 1 )

<=:} P� e;;;: P1Pim 

ya que PÍ = p K porque 7rj, = TTK

<=:} P� e;;;: Pt-m 

y esto último sucede si y sólo si rf. - m :S i, i .e., si y sólo si r :S (m + i)/f..
Ahora, como TrL/K es Ox-lineal, entonces TrL¡x(P�) es un ideal de Ox y 

por lo tanto es de la forma P1i) con r(i) el mayor entero posible, que en vista de 
la desigualdad anterior es el mayor entero :S (m + i)/f., i.e., r(i) = [(m + i)/f.}
ro� re ��- O 

El resultado principal describe la acción de la norma N L/ K con respecto a 
las filtraciones u<i) respectivas en este caso:
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Teorema 2. 1 7. Sea L / K una extensión de campos locales, cíclica totalmente
ramificada de grado p = car (K). Sea 'TT'L un primo de L ( de tal fonna que 
'TT'K = NL/K'TT'L es primo de K) y sea t como antes. Para un entero i > 1 
definamos la función ,f,(i) = ,f,L¡ K(i) mediante 

,f,(i) := { : + p(i - t) :: 
i � t 
i � t.

Entonces: 

( 1 )  LA norma NL/K manda UL en Ux y para i � 1 manda u<;!<i)) en u�> y
u<;!<i)+ l) en u�+1>. 

(2) Los diagramas siguientes conmutan ( donde, como L / K es totalmente
. - - - -p ramificada, L = K) y q, p : (J 1--+ (J :

U Ao.L -;-. 
L -- L 

NL/K l ! �P 

si 1 � i < t: 

si i = t: 

U(i) i\1,1. -
L - L 

Ux - K*Ao,K 

Ni/K ! l �P

u<i) -+ K  K 
i\1,K 

si i > t, de tal forma que t/l(i) = t + p(i - t):
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2. 1 .  La norma en campos locales 

U(l/t(i)) 
A,xl),L _ 

L - L 

NL/K. ! ¡ 8 ,_. (8)(-'y'P- 1 ) 

u<i) - KK A1,K. • 

(3) Úl nonna es suprayectiva en el tercero y quinto diagramas. 

DEMOSTRACIÓN. Para comenzar, observemos que como L / K es totalmenteramificada, por ( 1 .54) L = K( 7TL) con 'TT'L un primo de L y raíz de un polinomiode Eisenstein f(x) con coeficientes en Ox. Entonces, si ao es el término independiente de f(x), por ( 1 .90)(5) NL¡K('TT'L) = ±ao y como f(x) es de Eisenstein, entonces ao es un primo 'TT'K de K. Las afirmaciones ( 1 )  y (2) se probarán simultáneamente. 
La conmutatividad de los primeros dos diagramas se prueba como en (2.6) y es fácil probar que NL¡K UL � Ux y NL¡xui1 > � u�>.Para el tercer diagrama, observemos primero que como 1 ::; i < t, entoncestf,(i) = i y if,(i) + 1 = i + 1 ;  ahora pongamos e =  1 + 07ri E uf> con O E UL .Entonces, por el lema (2.2): 

NL¡x(e) = 1 + NL¡x(0)7Tk + TrL¡K(07ri) + TrL¡x(O�)
(ya que NL¡K('TT'i) = 'TT'K) con vi (�) �  2i. El lema previo implica que

vx(TrL¡x('TT'i)) � r(i) = t + 1 + [i -:- t J  
y 

vx(TrL¡x(�)) � r(2i) = t + 1 + [2¡ -: - ' ] .
Ahora, como t + 1 + [ i-�-, ] = [ <'+l)Crt>+i ] y como 1 ::; i < t implicaque (i + l)(p - 1 )  < (t + l)(p - 1), entonces 

(i + l ) p  - i = (i + l)(p - 1 )  + 1 ::; (t + l)(p - 1 )
y por lo  tanto (i + l ) p ::; (t + l )(p - 1 )  + i y así [(l+l)(rl)+i ] � i + 1 ,  por loque 

i . [ (t + l )(p - l) + i ] . vx(TrL¡x('TT'L) � r(z) := 
p 

� 1 + l .
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

En forma análoga se prueba que vx(TrL¡K(ó)) � i + 1 .  Se sigue entonces
que 

1 + NL¡x(0)7Tk + TrL¡K(07Tt) + Tr¿¡K(Oo)

1 + NL¡K(0)7Tk mód P1 1 .
y como NL¡K(0)7T� E p� , entonces la congruencia anterior muestra que NL/K 

manda uf> en uf) y uf+I )  en uf+ ! ), lo cual prueba (1) en este caso. Más aún,
como O E UL � UK · ur), entonces

NL¡K(OTTt) = N¿¡K(0)7T� = OP7Tk mód P'.{ 1 

(porque O E OK y [L : K] = p) y así NL¡K(e) = 1 + OP7T� mód P1 1 , por lo
que 

Á;,K o NL¡x(e) = 7/ mód pi_;¿- 1 = c/>p o A;,L(s),
i.e., el tercer diagrama conmuta. 

Para el cuarto diagrama, i = t y así if,(i) = t, (i + l)(p- 1) = (t + l)(p- 1),
por lo que (i + l)p - i - 1 = (t + l)(p - 1), y consecuentemente 

r(i) = [
(t + l)(p

p
- l) + i

] = [
(i + l

:
- 1

] = [(i + l ) - 1] = i.

Entonces, para e = 1 + 07Ti, E ut, por (2.2) se tiene que

N¿¡x(e) = 1 + NL¡K(fJ)7Tjc + TrL¡K(07Ti.) + TrL¡K(Oo) 

con vx(o) � 2 t, por lo que TrL¡K(fJó) E p� � p�i[1 y así

(*) NL¡K (e) = 1 + NL¡x(07Ti.) + TrL¡K(OTTD mód P1 1

donde, por el lema anterior, notando que para i = t se tiene que r(i) = r(t) = t,
se sigue que TrL¡K(OTTi.) E Pk y Tr¿¡K(07Tt+ 1) E P1 1 , y consecuentemente
(*) implica que N¿¡x manda Uf} en ut y uf+l) en ut+l) . 

Ahora, para calcular NL¡K (e), recordando la definición de t escribamos

<T(7TL)/7TL = 1 + 'Y7Tt con 'Y E UL.

Entonces, como NL¡x(<r(TT¿)/TTL) = 1 ,  se tiene que

1 = NL¡x(<r(TTL)jTTL) NL¡x(l + 'Y7TD
1 + N Lf K('Y)7Tjc + TrL¡K(YTTD mód 7T1 1
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y así 
TrL¡K(y1ri) = -NL¡K(y)1r'K = -yP1rk rnód 1rl 1 .

la última congruencia porque NL¡K('Y) = yP mód 1TL ya que UL � UK · ui1 )
y NL¡ K actúa en los elementos de K elevando a la potencia p; se sigue que 

NL;K(l + (ry1ri) = 1 + NL¡x(y)NL¡K(0)1Tk + TrL¡x(y01ri) mód 1rt 1

= 1 + yP OP 1rk + o TrL¡ K( y1ri) mód 1rl 1 ya que () E (h 

= l + yP(JP1r'K - fryP1Tk rnÓd 1Ti l 

= 1 + yP1r�((JP - O) mód 1r11 .

Se sigue que 

Át,K o NL¡K(l + (ry1rÍ) = A,,K(l + yP(()P - 0)1rg-) = yP(ijP - 6) mód 1rt 1

y denotando con µ al morfismo 9 1-t ¡jP - yP-19, entonces

µ o :>..,,¿(1 + fry1ri) = µ(fry) = ()yp - yP-l (J'Y = yP(jjP - O)

por lo que el cuarto diagrama conmuta. 

Para el quinto diagrama, i > t y así (i + l )p - (i + 1)  = (i + l )(p - 1 )  >
(t + 1)(p - 1 ), por lo que

(i + l )p - (t + l )(p - 1)  - 1 2: i + l .  

Y como i > t,  entonces t/J(i) := t + p(i - t)  = (i  + l)p - (t + l )(p - 1)  - l ,  
por lo  que la desigualdad anterior dice que t/J(i) 2: i + 1 y se tiene que 

r(t/J(i)) = [
(t + l)(p

�
l) + t/J(i)

] = [
(i + l

:
p - 1

] = [i + l - i] = i

y 

r(t/J(i) + l ) =  [
(t + l )(p -

�
+ t/J(i) + l

] = [
(i + l)p

p
- 1 + 1

] = i + l. 

Entonces, si e = 1 + 01rf<i) E u¿"'(i)), como r(t/J(i)) = i ,  por el lema
anterior se tiene que TrL¡K(01rf<i)) E Pk , También, como NL¡K(01rf<i)) = 
N L ¡ K ( ())1r Í(i) E t, i(i) y como t, f U) � P1 1 ya que t/J( i) 2: i + 1 ,  entonces por el
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales 

lema (2.2) aplicado a e = 1 + 01rf{i) se tiene que
"'º "'º NL¡K (e) 1 + NL¡K (07TL ' ) + TrL¡x (07TL 

1
) + Tri¡x(Oo)

1 + TrL¡x(01rf{i)) mód p�{ 1 

con vx(o) � 21/J(i) y la congruencia es porque 1/J(i), 2tf!(i) � i + 1 y con
T (() .¡,e;>) ; s · N d u<"'<i>> u<i) imil. rL/K 7TL E Px · e sigue que L/K man a L en K , y s armente 
la norma manda vi"'<i)+ l )  en ut+l ) _

Usando ahora que Ni¡K(1ri) = 7TK , como [L : K] = p,  por definición de 
la valuación en L se tiene que 1rf = 7TK salvo una unidad de K; entonces los 
elementos de ui"'(i)) = uf+p(i-r)) los podemos escribir de la forma

_ l + () r+p(i-t) _ l + () p(i-1) r _ l + () i-r r e - 7TL - 7TL 7TL - 7TK 7TL 

con () E O K. Entonces la congruencia de arriba queda 

N ( 1  + () r+p(i-t)) l + Tr ( () r+p(i-1)) 
'd i+ l

L/K 'Y7TL L/K 'Y 7TL mo 7TK 

- 1 + TrL¡K((01r�-r)-y1rD mód 1ri 1 

- 1 + 01rt1Tri¡x (,11rD mód 1ri 1

1 - fJ1rk-t ')'p 7T� mód 7Tt 1 

1 - fJ1rk,1
P mÓd 1r}t 1 ,

la penúltima congruencia por el cálculo TrL¡x (,11rD = --yP1r}c mód 1ri 1 que
hicimos para el cuarto diagrama. Se sigue que 

Á;,x o NL¡x ( l + O-y1r�+p(i-r)) = Á;,x ( l  - 1tyP 1r�) = -OyP mód 1rf 1 ,

y denotando con µ al morfismo vertical derecho del quinto diagrama, se tiene 
que 

t+p(i-t) - - -1 -- , i+l µ o Ár+p(i-t),L( l + O-y1rL ) = µ(Of) = -fFfyP = -8yP mod 7TK , 

i.e., el quinto diagrama conmuta.

Para la parte (3) del teorema, en el tercer diagrama </>p es un i somorfismo 
y así la suprayectividad de la norma en el tercer diagrama se sigue como en 
(2.5)( 1 )  usando la conmutatividad del tercer diagrama en el teorema anterior 
y el lema (2. 1). S imilarmente para la norma en el quinto diagrama, usando el 
hecho de que multiplicación por -;;¡p- l es un isomorfi smo. O
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2. 1 .  La norma en campos locales

Corolario 2. 1 8. Sea L / K una extensión de campos locales cíclica totalmente ramificada de grado p = car (K) y sea t como antes. Entonces: 
( 1 )  NL¡x Ui"'(i)+l ) = U�+l ) para todo i 2 t.
(2) Ni¡x ui+1 > = u�+1 >.
(3) K* /NL¡xL * es cíclico de orden p.
DEMOSTRACIÓN. (1) :  Como i + 1 > t, entonces

iJ,(i + 1) = t + p(i + 1 - t) = t + p(i - t) + p > t + p(i - t) + 1 = if,(i) + 1
por lo que 

u<i/l(i+ 1» e u<"1<0+1> L - L 

y la parte (1) del teorema anterior nos dice que 

(**) NL¡x uto+1> k ui+1 >.
Ahora, como i + 1 > t, se sigue que

ui+1 > N L/ g Ui"'(i+l )) por la parte (3) del teorema previo

k N¿¡K ut<i)+I ) por (*) 

e u�+l) por (**) 

y así las inclusiones anteriores son igualdades, en particular u�H) = 
N L ¡ K u¿"'(i)+ l > como se quería. La parte (2) es un caso particular de ( 1) no­
tando que iJ,(t) = t .  

Para (3), considere primero e l  diagrama conmutativo (por el diagrama (4) 
del teorema) 

o - u<r+l) - u<t) � -i - o 
N,¡,Ll N,¡, f J• 

O ___.  u<r+t)  ___. u<t) - K - 0K K ht,K 

donde J.L es el morfismo del diagrama (4) del teorema anterior, i.e., µ(O) =
oP - yP- 1 O. Denotemos los tres morfismos verticales por N', N, J.L y notemos
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

que Coker (N') = O por la parte (2) de este corolario, de tal forma que la sucesión núcleo-conúcleo implica que 
Coker (N) = U'f /NL¡KUf> ::::::.Coker (µ).

Calculemos ahora el conúcleo de µ: es claro que y =/= O está en el núcleo de µ. Entonces 
µ(O) = fjP - yP-1 ¡j = yP((O/y)P - O/y) = yP(p(O/y))

con yP =f:. O y donde p : K - K es el morfismo de Artin-Schreier p(a) =aP - a, (véase el Anexo 2). Se sigue que lm (µ) = yPJm (p) :::::: Im (p) = p(K) y por lo tanto 
(a) 

Mostraremos ahora que 
(b) 

es un isomorfismo para toda 1 ::; i ::; t por inducción sobre i � 1 .En efecto, consideremos el diagrama conmutativo siguiente: 
Ü - uf- 1 > ¡uf> - ui1uf- 1 > -- UL/Uf> - o

N' l N l 1 N" 

o - ut- 1 > ;ut> - uK;ui- 1 > - uK/ut> - o 
donde los morfismos verticales son inducidos por la norma N L/K . Observamosahora que N' es un isomorfismo por la conmutatividad del tercer diagrama en el teorema previo y N es un isomorfismo por hipótesis de inducción. Se sigue que N" también es un isomorfismo. 

Consideremos ahora el diagrama conmutativo 
o - uf> - UL -- UL/uf> - o 

NL/K 1 NL/K ! 1NL/K 

o - u'f - ux - Ux/ut> - o
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donde, denotando los morfismos verticales por N', N, N" y usando el hecho de 
que el núcleo y el conúcleo de N" son O por el paso (b) anterior, de la sucesión
núcleo-conúcleo se sigue que 

(e) 

Finalmente, consideremos el diagrama conmutativo 
VL 

o - ui - L· - z - o

Ni¡K ! Ni¡K J ! /= l 

o - ux - K• - z - o
VK 

donde f = f(L/ K) = 1 y la sucesión núcleo-conúcleo implican que 

(d) 

Los isomorfismos (a), (c) y (d) implican que 

K* fNL¡xL * � K/p(K), 

y este último grupo cociente es cíclico de orden p. 

2.2 Levantamientos de Frobenius 

o 

El automorfismo de Frobenius es uno de los principales personajes de la teoría 
que desarrollaremos, y en esta sección comenzamos mostrando que si L/ K es
una extensión finita de Galois de campos locales, todo u E Gal(L / K) se vuelve 
el Frobenius de una extensión asociada a L / K (2.20). 

Sea K un campo local y sea Ks = Ksep una cerradura separable de K. En 
el diagrama de extensiones siguiente: 

Ks 

� 
Knr 

/
K 
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2. El modismo de reciprocidad para campos locales

se tiene el epimorfismo canónico 

PK : Gal.(Ks/ K) - Gal.(Kn, /K) '.:::'. Z 
dado como sigue: ya que Gal.(Kn,/ K) � Z está generado topológica.mente por 
el Frobenius FrK y el isomorfismo Gal.(Knr / K) '.:::'. Z está dado por FrK f-t a E 
Z, entonces PK está definido mediante restricción: u i--+ ulKn, = FrK f--+ a. 

Ahora, si L / K es una extensión finita de campos locales, sabemos por
( 1 .5 1) que Ln,. = L Kn,. y si Lo = L n Knr , entonces L/Lo es totalmente
ramificada y Lo/ K es no ramificada; y por lo tanto, 

f(L/K) = f(L/Lo)f(Lo/ K) = f(Lo/ K) = [Lo : K] . 
Ahora, si L/ K es una extensión finita separable de campos locales (donde 
asumimos que Ls = Ks) y si 1, : Gal(Ls/ L) <---+ Gal.(Ks/ K) es la inclusión
natural, Lo := L n Kn, y f(L / K) = [Lo : K], entonces el diagrama siguiente
conmuta: 

PL Gal(Ls/ L) ------ Gal.(Ln,./ L) 

• f if(L/K)
PK Gal.(Ks/K) Gal.(Kn,./K) 

Para comenzar, pasemos de la extensión L /  K a  la extensión Ln,-/K en el 
diagrama siguiente: 

Lnr 

/ 1
L Knr

1 /
K 

y consideremos el epimorfismo canónico PL/K : Gal.(Ln,./ K) --* Gal.(Km-/ K)
� Z dado por u i--+ ulKn, = FrK i--+ a y pongamos

Frob(L/ K) : =  {u E Gal.(Ln,./K) : PL¡x(u) E N � Z}, 

donde enfatizamos que O '/. N. 
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2.2. Levantamientos de Frobenius 

Lema 2. 1 9. Sea L/ K una extensión finita de Galois de campos locales. 
Entonces: 

(1) La aplicación natural p : Frob(L / K) --+ Gal(L / K) dada por restricción:
U 1-t ulL , es suprayectiva.

(2) El conjunto Frob(L/ K) es cerrado bajo productos pero no es cerrado bajo
inversos y 1 (/. Frob(L / K).

DEMOSTRACIÓN. (1): Dado un u E Gal(L/ K), su restricción u l Lo es tal que 
u J Lo = (FrK I L0)'

1 para algún entero n � 1. Sea Fr E Gal(Ln,./ K) cualquier
extensión de Frx E Gal(Kn,·/ K) a Lnr · Entonces, como uFc-

n
l La = idL0 (por

la elección de n) se sigue que uFr-n
l L E Gal(L/ Lo) � Gal(Ln,·/ Kn,.) y por lo

tanto uFr-n
lL = T IL para algún T E Gal(Lnr/ Knr). 

Ahora, poniendo a := TFrn observamos que u E Frob(L/ K) ya que

ul K., = TFt l x., = Ft l x., = Frx
(la segunda igualdad porque T IK., = id y la última igualdad por definición de 
Fr). Se sigue que 

PK (u) = uiK., = Ffx 
y como bajo el isomorfismo Gal(Knr / K) :::: z se tiene que Frx 1-t n E Z, 
hemos así probado que px(u) = n E N � Z, i.e., u E Frob(L/ K).

Finalmente se tiene que 

ul L = TFt li = u
por definición de u y así p es suprayectiva. 

Para (2), es claro que 1 </. Frob(L/ K) porque px(idi.,) = idx., = Fri 
y O (/. N. Que Frob(L/ K) es cerrado bajo productos es porque si u1 ,  'ü2 E 
Frob(L / K), entonces 

px('ü1 'ü2) = pK(u¡)px('ü2) = Fr� Fr1 = Fri1 +ª2 = a¡ + a2 = px('ü1) + px('ü2),

Y así PK('ü1'ü2) = pg (u1 ) + PK (u2) E N. 0 

Sea u E Gal(L/K); si u E Frob(L/ K) � Gal(Ln,./K) es tal que p(u) = u, 
diremos que u es un levantamiento de u. La propiedad que nos interesa de este 
levantamiento es que para cada elemento u de Gal(L / K), su levantamiento u 
es el Frobenius Fr¡ de la subextensión I/ K de Ln,./ K dada por el campo fi jo 
I de u: 
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2. El modismo de reciprocidad para campos locales

Proposición 2.20. Sea u E Gal(Ln,. / K) un levantamiento de u E Gal(L / K)

y sea I = Lff.) el campo fijo de u. Entonces:

(1) [I : K] < OO.
(2) Si Io = I n Kn,., entonces Io es el campo fijo de ul K., E Gal(Kn,. / K) y 
ulK., = Fr�o:

KJ . i.e., P"i.¡K(u) = J(I/ K) = [Io : K].

(3) I111· = Lnr· 
(4) u = Fr¡ E Gal(In,./I). 

DEMOSTRACIÓN. (2): Es claro que Io es el campo fijo de érlK., = P"i.¡K(u) E 
Gal(K11,. / K) y así 

Gal(K111. /I0) � (ulx., ) � Gal(K111. /  K) 

por lo que ulK., = Fr�o:
K

] '  i.e. , P"i.jK(ulK.,) = [Io : K] = J(I/ K). 

(1): Por (1.52) con L = I se tiene que 
[I : !o] = [!111· : K111- l  = [!Kn,. : K111- l  :S: [L111. : K111.] = [L : K] < oo 

y como !o/ K es no ramificada por (1.52), entonces 
[Io : KJ = J(!/K) < oo 

y por lo tanto [! : K] = [! : IoHio : K] < oo. 
(3): Como I � L111. ,  entonces In,. � Ln,. y así se tiene el epimorfismo canónico 

PL/I : Gal(L111-/!) -+t Gal(!n,./!). 
Ahora, como Gal(L111.j!) = (ér) es un grupo (profinito, véase §1.9) cíclico 
generado por u por definición de ! = Lff.) ,  entonces para cada n � 1 se tienen 
epimorfismos 

Z/nZ -t Gal(Ln,./!)/Gal(Ln,./I)"
dados por: 1 (mód n) 1--+ u mód Gal(L111./It. Se sigue que la composición 

Z/nZ -t Gal(L111./I)/Gal(Ln,./It -t Gal(I111./!)/Gal(!n,./!t -t Z/nZ
es un isomorfismo y por lo tanto 

Gal(L111./!)/Gal(L111./!)11 
� Gal(!111. /I)/Gal(I111.jI)11 

i.e., el epimorfismo canónico

PL/I : Gal(L111./I) -+t Gal(!n,./!)
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es un isomorfismo y consecuentemente en la torre de extensiones 2 � 211,. � 

L,.,. se debe tener que Gal(Ln,./Kn,.) = {1} ,  i.e., [Lnr : 2nr1 = 1 ,  i.e., 
Ln,. = 2nr · 

Finalmente, como 

p¡(éi) =
f("i,

l
/ K/K(éi) = 

f(;/ K) 
[2o : K] = 1 

la última igualdad por (1), entonces u va a dar al generador Fr!. de Gal("i,11,./"i,),
lo cual prueba (4). O 

2.3 El morfismo de Neukirch 
Si L/ K es una extensión finita de Galois de campos locales, en esta sección, 
siguiendo a Neukircb (30], construimos un isomorfismo de grupos 

'l!L/K : K* /N¿¡xL * ---+ Galª\L/ K) 

donde Galªb(L/ K) es la abelianización del grupo de Galois Gal(L/ K). Este 
isomorfismo se llama el isomorfismo de reciprocidad local o isomorfismo 
de Artin local. La construcción que daremos, debida a J. Neukircb [30) , 
es elemental y procede construyendo primero un homomorfismo (llamado el 
morfismo de Neukirch) : 

y L/K : Galªb(L/ K) - K* /NL¡K L *,

probando después que Y L/K es un isomorfismo, para definir el morfismo de 
reciprocidad '\J! L/ K como el inverso de Y L/ K. Comenzamos con la construcción 
del rnorfismo de Neukirch. 

Definición 2.2 1 .  Sea L/ K una extensión finita de Galois de campos locales 
y sea Frob(L/ K) el conjunto de levantamientos de Frobenius de L/ K (véase 
(2.19)). Se define 

mediante 
Yr¡K(éi) := N"i¡K('TT'"i,) mód N¿¡x L*, 

donde 2 = iff.> es el campo fijo de u y 'TT'"i, es un elemento primo de 2. 

Lema 2.22. YL/K : Frob(L/K) ---+ K*/N¿¡xL* es una función bien 
definida, i.e. , no depende de la elección del primo 7T"1, en el campo fijo 2 de u. 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

DEMOSTRACIÓN. Sean ?TJ ,  ?T2 elementos primos de I. Entonces, ?Tt = U?T2 
para alguna unidad u E Vi. Sea F = IL el campo compuestocorrespondiente: 

Ln,. 

1 

F 

(/ �
L I 

� /
K. 

Como I/ K y L/ K son de grado finito, entonces F/ K también es de grado 
finito. Más aún, F/I es no ramificada ya que Lnr = In,. y F/I está contenida 
en In,. /I, y así N F/i (UF) = Ui por (2.5); en particular, u E Ui lo podemos
escribir como u =  Np¡I(e) para algún e E Up. Se sigue que

Ni¡x(?T1) = Ni¡x(?T2u) = Ni¡x(?T2)Ni¡x(u)
= Ni¡x(?T2)Ni¡x(Np¡i(e)) 
= Ni¡x(?T2)Ni¡x(Np¡i(e)),

la última igualdad por la conmutatividad del diagrama anterior. 
Por lo tanto, Ni¡ x( ?T¡) es igual a Ni¡ x( ?T2) módulo un factor en N L/ K L *,

i.e., Ni¡x(?T1) = Ni¡x(?T2) mód Ni¡xL *. O

Para mostrar que la función Y L/K induce un homomorfismo de grupos 

Y L/K : Gal(L/K) - K* /Ni¡xL*

necesitaremos el  resultado siguiente: 

Teorema 2.23. Sean u¡, u2, u3 E Frob(L / K) tales que u3 = u2u1 y sean 
I1, I2, IJ los campos fijos correspondientes. Si 77"¡, 77"2, 77"3 son primos en 
I1, I2, IJ, entonces 

Ni3 ¡x(?T3) = Nii 1x(?T1)N1i 1x(?T2) mód Ni¡xL *.

DEMOSTRACIÓN. (Neukirch). Sea Frx E Frob(L/K) � Gal(Ln,./K) un 
levantamiento del Frobenius Frx E Gal(Kn,./ K) y sea I el campo fijo de 
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2.3. El morfismo de Neukirch 

Frx .  Entonces Io := I n K,11 = K ya que por (2.20) Io es el campo fijo de
Frx lx., = Frx. 

Sea L' / K la menor extensión de Galois contenida en Ln,./ K tal que
L, I, I¡ � L', donde I¡ son los campos del enunciado del lema. Entonces 
L�,. = Ln,. y los automorfismos u¡ del enunciado se pueden considerar 
elementos de Frob(L' / K). Si probamos que 

Ni,¡x 'TT'J = N¡ 1 ¡x 'TT'1 Niz1x'TT'2 mód NL'¡xL'*,

como N L' ¡ K L.'* � N L ¡ K L * ya que L � L 1, entonces la congruencia del
teorema ya estaría probada. Podemos suponer entonces, sin perder generalidad, 
que L contiene a los campos I, I;. 

Pongamos n¡ = Px(u¡) = [l& : K] por (2.20)(2). Como a3 = u2u1 ,
entonces n 3 = n 1 + n2 . Consideremos ahora el automorfismo u4 :=
Fr�

n1 u 1Fr¡ ; entonces n4 := px(u4) = n 1 • Más aún, el campo fijo de u4 
es I4 := Fr"j(I 1 ) y está contenido en L. Además 'TT'4 := Flj{(7r¡ )  es un primo
de I4 . Como N¡4¡K'TT'4 = N¡1 ¡x'TT'1 y como los 'TT'¡ son primos de L porque
L /I; es no ramificada ya que I'¡r = L11,. .  Entonces la congruencia que debemos
probar es 

N¡3¡x 'TT'J = N¡4 ¡x 'TT'4NY.ri/x'TT'2 mód NL¡xL*.
- n, _ _ ¡ Pongamos T¡ := Frxu; E Gal(Ln,-/ Kn,.)- Entonces

F- n3 __ ¡ F- n1 +112 (- - )-1r3 = rx u3 = rx u2u1 

F- 111 F- "2 -- I - - l F- n1
(F
- n2 - - 1p- -n2)F- n2 -- 1rx rx u1 u2 = rx rx u1 rx rx u2 

- n i - - J  - Frx u4 r2
- n4 - - l  Frx u4 r2 ya que n 1 = n4 
T4Tz 

y además r¡(7T¡) = Fr�u¡- 1 (7T¡) = Fr�(7r;) ya que 7T¡ E Ii y I; es el campo
fijo de u; . Pongamos 

n,- 1 � II - j
7T¡ := Frx(7r¡). 

)=O 

n¡ - 1  

Entonces por (1.27)(2) v¿(7r¡) = ¿ vL(7T;) = n ¡ ya que vi(7r;) = 1 porque
)=O 

los 'TT'¡ son primos de L. Se sigue que vi(:¡¡.3:¡¡.2 1 :¡¡.4 1 ) = n3 - n2 - n4 =
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

- �  1 - �  1 - �  1 - Frx (1r3)1r3 Frx (1r2 )1r2Frx (1r4 )1r4

- T3( 1T3)1T3
1 T2(1T:z 1 )1T2T4( 1T4

1 )1r4

y como 1r¡ son primos de L, entonces difieren por unidades, digamos 1r31r2 1 =
e2 E UL , 1r4

1 T2(1r3) = e4 E UL (ya que T21r3 también es primo de L); por lo
tanto, podemos escribir 

Frx(e)e- 1 - T3( 1r3)1r3
1 T2( 1r2 1 )1r2T4( 1r4

1 )1r4
- ( 7'47'2)( 1T3)e¡ 1 1r:z 1T2( 1T:z 1 )1r2T4 7'2( 1T3)- 1 T4(e4)e4 1 T2( 7T3)
- 7'2 (e2)e2 1 T4(e4)e 4 1 •

Pongamos Lo = L n Km· y sea Mo/ Lo la subextensión no ramificada de 
Ln,./Lo de grado n = [L : K]. Considerernos el campo compuesto M := MoL:

Entonces, M n Knr = Mo y M/ L es no ramificada de grado n ,  M/ Mo es Galois
y Gal(M/Mo) � Gal(L/Lo). 
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2.3. El morfismo de Neukirch 

Como M/L es no ramificada, NM/L : UM -t Ui es un isomorfismo por
(2.5) y así para e, e2, e4 E U L existen unidades u, u2, u4 E UM tales que 
NM¡i(u) = e, NM¡i(u2) = e2 y NM¡L(u4) = e4. Usando la igualdad para 
FrK(e)e- 1 anterior, esto significa que

FrK(NM¡i u)NM¡iu - 1 = -r2(NM¡iu2)NM¡L u2 1 -r4(NM¡i u4)NM¡i u4 1 ,

i .e. , 

i.e. ,

NM¡LCFrK(u)(u- 1 )) - NM¡i(T2(u2)u'i 1 )NM¡L (T4(U4)u;: 1 )

NM¡L (T2 (u2)u-; 1 -r4(u4)u-;¡ 1 ).

N ( 
Frx(u)(u- 1 ) 

) _ 1M/L 
( ) -1 ( ) - 1 -

T2 U2 U2 T4 U4 U4 
y así, por el Teorema 90 de Hilbert (Anexo 1 ,  (2.72)), existe un f3 E M tal que 

- 1 
(*) 

FrK(u)(u- ) = 13_1 Fr (/3)
( ) - 1 ( ) - 1 L T2 U2 U2 T4 U4 U4 

ya que Fri es el generador de Gal(M/ L). Ahora, como M/L es no ramificada,
entonces un primo 'TT' L de L también es primo de M y así, para {3 E M
escribiéndolo como f3 = 'TT'i 8 con 8 E U M, se tiene que 

a := {3-1 Fri(/3) = 'TT'ii8- 1 Fr¿('TT'i8) = 'TT'L i8- 1 'TT'iFri(8) = 8- 1 FrL(8),

i .e. , podemos pensar que f3 E UM . Se tiene entonces que 
- 1 - 1 NM¡M0
FrK(u)(u- ) = NM¡M0

FrK(/3)({3- )

ya que NM/M0(-r; (u;)u, 1 ) = 1 porque u; E M y T¡ E Gal(M/Mo). Y como 
NM/Mo 

conmuta con FrK y Fri ,  entonces 

(t) FrK(NM/M0 u)NM/M0 U- l = FrL(NM/M0/3)NM/Mo
f3-1 •

Ahora, como L / Lo y 1 /lo son totalmente ramificadas y lo = K, entonces 
L/1 es no ramificada de grado f = [Lo : K] .  Se sigue que Fr' = FrL y 
poniendo 

J- 1 

II - 1 ,\ : =  FrK(/3) E M*,
j=O 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales
- jdonde observamos que como /3 E UM entonces FrK(/3) E UM y así A E UM , Además, 

FrK(A) FrK(/3)Fr�(/3) · · · Fr,(/3) Fr{(/3) FrL(/3) 
-A - = {3Frx(/3) . . · Frt \{3) 

= f3 - f3por lo que, substituyendo en (t) y usando el hecho de que la norma conmuta con el Frobenius, obtenemos 
Frx(NM/M0u)(NM/Mo u- 1 ) = FrL(NM/Mo f3)NM/Mo f3- 1

= NM!Mo <Fri ({3){3- 1 )

- 1 
= NM/M/Frx(A)A- )

- - 1 = FrK(NM/M0 A)NM/Mo Á ya que 7'¡ E Gal(M/Mo) 
= Frx('Yh'- 1

donde 'Y := NM/M0(A) E UMo · Se sigue que
- 1 - 1Frx('Y)- Frx(NM/M0 u) = ,.- NM/M0 U, 

i.e., Frx("'/- I NM¡M0 u) = ,.- 1 NM¡M0 u, i.e., ,.- 1 NM/Mo ll queda fijo bajo Frx ypor lo tanto está en K* . Pongamos a := y- 1 N M/Mo 
u E K*. Entonces 

NL/Lo
e = NL/Lo(NM/Lu) por definición de e =  NM¡L u · 

= NMo/L0(NM/Mo u) por la conmutatividad del diagrama anterior = NMo/Lo(a.-y) por definición de a 
= NMo/L0(-y)c/' ya que a. E K � Lo y n = [Mo : Lo]

y 

f- 1 11 -
1 = Frx(NM/L0/3) = N¿0¡x(NM¡L0 f3)

j=O ya que Frx lLo es un generador de Gal(Lo/ K) 
= NMfx(f3). 
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2.3. El morfismo de Neukirch 

A.sí, 

NL/Lo
e = NMo

/Lo
(y)a" = NM¡K (f3)a"

= N¿¡x(NM/L f3)a"
= NL¡K(aNM/Lf3) ya que a E K y n = [L : K].

Se sigue que 

NL/L/%¡) - Ni/Lo 

(1Y Fr�(7r¡)) por definición de %¡ 
J=O 

Por lo que 

n, - 1  n,- 1  IT Fr�(NL/Lo 7r¡) = TI Fri(N¡,¡¡?7r¡)
j=O j=O 

porque N L/ Lo = N"i.,J"i.?
- N'i.?/x(N¡,¡¡?

'TT'¡) ya que Frx li? es generador

del grupo Gal(�?/ K) de orden n¡

N N - I N 
- 1

'i,3/K'TT'J 2.7/K 'TT'2 'i,4/K 'TT4 NL/Lo(7T3)N¿¡¿0(7T2)- l N¿¡¿/71'4)- l

- N¿¡¿/;:¡¡.
3
;:¡¡.:¡ i ;:¡¡.¡ 1 )

- NL/Lo
(e)

- N¿¡x(aNM¡L/3) E Ni¡KL * .

D 

Proposición 2.24. S
:,

a L / K una extensión finita de Galo is de campos locales.
Entonces, la función Y L/K : Frob(L/K) ---+ K* /Ni¡KL* induce el homomor­
fisrrio (llamado el morfismo de Neukirch) 

Y L/K :  Gal(L/ K) ---+ K* /Ni¡KL *

como sigue: si u E G�(L / K), sea u E Frob(L / K) un levantamiento de u;
entonces Y LjK(u) : =  Y Lf K(u). 

DEMOSTRACIÓN. Mostraremos primero que Y L/ K está bien definido, i .e., que 
no depende de la elección de los levantamientos u de u. En efecto, por (2. 1 9) 
se tiene un epimorfismo Frob(L/ K) .- Gal(L/K) dado por u 1-4 uli y así
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2. El morfismo de reciprocidad para campos l ocales

todo u E Gal(L / K) tiene un levantamiento de Frobenius u E Frob(L / K). 
Ahora, si u1 y u2 son dos levantamientos de Frobenius de u, sean I1 y I2
los campos fijos correspondientes y sean 1r1 ,  1r2 elementos primos en I 1 , I2 
respectivamente. Para el epimorfismo 

PLJK : Gal(Lnr/K) - Gal(Km./K) � Z 
dado por u 1-+ uK., = Fr1c 1-+ a; recordemos que si u E Frob(L/ K), entonces
PK(u) E N; supongamos que n := PK (u2) - PK (u1 )  2::: 0. 

Si n = O, entonces éi1 lx., = éi2lx., porque n = O y como ambos son
levantamientos del mismo u E Gal(L/ K), entonces u1 IL  = u = éi2 IL · Se
sigue que éi1 = éi2 . 

Si n > O, entonces poniendo T = u1 1u2, el automorfismo i es un
levantamiento de la identidad l E Gal(L / K). Se sigue que el campo fijo 
F de i, en Kn,. , contiene a L .  Ahora, si 7TF es un primo de F, entonces por el
lema previo 

N"i,,z¡x (1r2) = NI1 JK(1r1 )NF¡ x(1TF)
= NI¡ Jx(1r1)NL¡x(NF¡L (7TF)) mód NL¡xL ••

i .e., N"i,,z ¡x(1r2) = Nii JK(1r1 )  mód NL¡xL •, i.e., Y L/K está bien definida.
Más aún, Y L/K es un homomorfismo ya que si u1 , u2 _E Gal(L/ K), sean

éi1 , u2 E Frob(L / K) sus levantamientos de Frobenius. Entonces, por (2. 1 9) 
éi1 éi2 E Frob(L/ K) es un levantamiento de Frobenius de u1 u2 y se tiene que 

Y1¡x (u1 u2) - Y LjK(u1u2) = NI¡x(éi1 éi2)
- N¡i 1x(1r1 )N¡i1x (1r2) mód NL¡x L • por el lema anterior- -
- y Lf x(éi1 )Y Lf x(u2)
- Y Ljx(u1 )Y Ljx(u2).

o 

Uno de los resultados más importantes de la teoría de campos de clases 
local es que el morfismo de reciprocidad asocia elementos primos a Frobenius de 
extensiones no ramificadas. Esto es precisamente el contenido de la proposición 
siguiente: 
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Proposición 2.25. Si L/ K es una extensión finita no ramificada de campos 
locales, entonces Y L/K : Gal(L/ K) -+ K* /Ni¡K L * está dada por

y L/K (Fri¡K) = 'TT'K mód Ni¡K L *
para 'TT'K un primo de K y, de hecho, Y L/ K es un isomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN. Como L / K es no ramificada, entonces L / K es cíclica
generada por el Frobenius Fri/K · Ahora, como L � L111 el Frobenius 
Fri¡K E Gal(L/K) se levanta al Frobenius FrL.,/K E Gal(L11,./ K), i.e., 
Fri¡K = Fri.,/K y notamos que el campo fijo I de Fri¡K en L11,. es K y
por lo tanto 

Y L/KCFri¡K ) = Y L/KCFri.,¡K)
= Nx¡K('TT'K) mód Ni¡xL* = 'TT'K mód Ni¡xL * .

Esto prueba la primera afirmación. 
Ahora, como L/ K es no ramificada, digamos de grado n, entonces por 

(2.5)(3) K* /Ni¡K L* � Z/nZ es un grupo cíclico de orden n, donde el
generador 1 E Z/nZ corresponde al primo 'TT'K (mód Ni¡xL *). Como 
Gal(L/ K) también es cíclico de orden n generado por FrL/K y Y i¡xCFri¡x) = 
'TT'K mód Ni¡xL * ,  entonces Y L/K es un isomorfismo. O 

2.3.1 Propiedades del morfismo de Neukirch 
Las proposiciones siguientes expresan la conducta funtorial del morfismo de 
Neukirch con respecto a extensiones de L y K, su relación con la conjugación 
y su relación con el morfismo de transferencia. 

Proposición 2.26. Supongamos que L / K y L' / K' son extensiones finitas de 
Galois de campos locales y supongamos además que K' 2 K y L' 2 L son 
finitas. Entonces, el diagrama siguiente es conmutativo: 

YL1/K1 
Gal(L'/K') - K'*/Nu ¡x, L'*

res l l NK'JK

Gal(L/ K) K* /Ni¡KL * .  
YL/K 

donde el mo,jismo vertical izquierdo es la restricción res(a') = u l i y el
mo,jismo vertical derecho es el inducido por la norma N K' ¡ K : K'* -+ K*. 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

DEMOSTRACIÓN. Sean u' E Gal(L' / K') y sea u := res (u') = u' IL E
Gal(L / K). Si u' E Frob(L' / K') un levantamiento de u',  entonces u .­
u'I L., E Gal(Lnr/K) es un levantamiento de u := u'I L ya que 

px('ii) = Px('ii'I L.,) = f(K' / K)PK' (u') E N, 
donde la última igualdad es por la conmutatividad del segundo diagrama en §2.2, 
y es un entero positivo porque u' E Frob(L' / K1). Se sigue que u E Frob(L / K). 

Ahora, si I' es el campo fijo de u', entonces I := I' n Lnr = I' n In,. es 
el campo fijo de u y además I' /I es totalmente ramificada, Le., f (!/ /I) = 1 
por §2.2 ya que I = I' n Inr ·

Para un primo 11);' de I', el elemento 11); := N¡, ¡¡( '71'¿1) es primo de I por 
( 1 .54)(2) y ( 1 .87), y se tiene entonces que 

(*) N'i.¡x("'!.) = N'i.¡x(Ni1/'i,("'!.1)) = N¡1¡x(7"!.,) = NK'/KN'i.'/K'('TT'I,1).

Se sigue que, para u' E Gal(L' / K'), 

NK'/K º YL'/K1 (u') = Nx,¡xYu¡K1 ('ii1
)

- NK,¡x(NI.'/K' ("'!.,))
= N¡¡K (11);) por (*)

= Y L/x('ii) = Y L/x(u) 
- Y L/x(u'IL)  = Y L/x(res (u')).

o 
Corolario 2.27. Sean L/ K una extensión finita de Galois de campos locales y M / K una subextensión de Galo is. Entonces los diagramas siguienes conmutan: 

1 - Gal(L / M) Gal(L/ K) Gal(M/ K) - 1 

YLJM ! YL/K ! YMJK ! 
M* /NL¡M L * - K* /NL¡xL * � K* /NM¡x M* - 1

NM/K 1 

donde el primer renglón es exacto, con los morfismos naturales y el segundo renglón es exacto con el morfismo i inducido por la identidad id : K* --+ K*. 

DEMOSTRACIÓN. Los morfismos del primer renglón están inducidos por 
inclusiones y la exactitud es por teoría de Galois. Entonces el cuadrado 
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izquierdo conmuta por la proposición anterior y el cuadrado derecho conmuta 
también por la misma proposición, ya que el morfismo i = id = N K/ K. O

Proposición 2.28. Sea L 2 M 2 K una torre de campos locales con 
M / K finita separable y L / M finita de Galo is. Si u E Gal(Ksep / K) y
Cu : Gal(L/M) ---+ Gal(uL/uM) es el morfismo de conjugación dado por 
cu(r) := uru- 1 luL para r E Gal(L/M), entonces el diagrama siguiente
conmuta: 

Yi¡M 
Gal(L/M) _____ .,.. M* /NL¡M L *

Cu l 
! O" 

Gal(uL/uM) (uM)* /NuL/uM(uL)*. 
YuL/aM 

DEMOSTRACIÓN. Sea r E Gal(L/M) y sea ;;¡ E Frob(L/M) � Gal(Ln,./M) 
un levantamiento de Frobenius de r. Sea T E  Gal(Msep /M) una extensión de
T a Msep. Entonces u:ru- 1 l (uL)., E Frob(uL / uM) es un levantamiento de
Frobenius de cu(r) = uru-1 E GaI(uL/uM) ya que

PuM(u:ru-1) = PM(r) = PM(T) E N.
Ahora, si I es el campo fijo de ;;, entonces u! es el campo fijo de 

<TT<T- 1 lcuL)., y si ?T¡ es un primo de I, entonces <T'TT"¡ es un primo de u I
por (1.27). Ahora, como 

N u'i./uM(<T'TT'¡,) = uN¡¡M( 'TT'i,),
entonces 

YuL/uM ° Cu(r) = YuL/uM(<TT<T-1 luL)

Y uL/uM(CTT<T-1 JuL) = NuI/uM(<T'TT"¡)

- uN¡¡M('TT'i,) = uY LjM(T) 
uY LjM(r). 

D 

El modismo de transferencia. Sean G un grupo y H � G un subgrupo 
de índice finito. Si G' = [ G : G] es el sub grupo conmutador de G,
entonces el cociente G / G' es abeliano y lo denotamos por Gªb. Similarmente,
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Hª b  = H/ H'. Ahora, como H tiene índice finito n en G, el conjunto de clases
laterales derechas de H en G tiene un conjunto completo de representantes R 
de cardinalidad n, digamos R = {p¡ : 1 � i � n } ,  de tal forma que G es la
unión disjunta 

G= LJ Hp; con p¡ E R, 1 � i � n. 

Entonces, dado <T E G, para cada i = 1 , .. . , n ,  se tiene que up¡ E HPu(i) 

para un único u(i) entre 1 y n, i.e., u(i) es una permutación del conjunto 
1 , . . . , n. El morfismo de transferencia de G a H: 

V : Gª b  ---+ Hªb

se define mediante La fórmula 

V(u mód G') := IT p¡up;(}) mód H'.
i 

Por supuesto que tenemos que verificar que V está bien definido, i.e. , que 
no depende de la elección del conjunto de representantes R, que es un 
homomorfismo y que se anula en G'. 

(1) V es independiente de la elección del conjunto de representantes R. 

En efecto, si pf = h;p¡ E Hp¡ , con h; E H,  1 � i � n son otros
representantes de las clases laterales derechas de H en G ,  entonces 

II / / -1
P ;<TPu(i) 

y como 

(las clases laterales conmutan porque H/ H' es abeliano) 

- II p¡up;;(}) 
II h;h;;(}) mód H',
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y_a que las clases laterales conmutan y así cada h; se aparea con algún 11;
(�) ' se

sigue que 
II , , - 1 - rr - 1 'd H'P; ªPu(i) = PWPu(i) 

mo 
i j 

(2) V es un homomorfismo.

En efecto, si a, T E  G ,  entonces

( ) - 1 - 1 - 1 
Pi <T'T PUT(i) = PWPu(i)Prr(i)TPu-r(i) 

y como p;ap;;<�> E H y p;(aT)p��i) E H, entonces la igualdad de arriba implica
que Pu(J)TP;;T

1
(i) E H; ahora, como Pu(i)TP::C�(i)) E H, por la unicidad de los

representantes en R se debe tener que ar(i) = r(a(i)). Se sigue que 

V( ) I1 ( ) - 1 - rr - 1 - 1 'd H' <T'T - Pi <T'T PuT(i) = Pi<TPu(i)Pu(i)TP,,.(u(i)) mo 

II - 1 II - 1 , d H'PWPu(i) Pu(i)TP,,.(u(i) 
mo 

= V(a)V(T). 

(3) V es trivial en G'.

En efecto,

V(<T'TCT- l 'T- 1 ) - V(a)V(r)V(CT- 1 )V(T- 1 ) mód H'
V(a)V(a- 1 )V(r)V(T- 1 ) mód H'
(ya que H/ H' es abeliano)
l. 

(4) Otra definición del morfzsmo de transferencia.

Sea a E G y sea S = (a) el subgrupo generado por a. El grupo S actúa
por la derecha sobre el conjunto del clases laterales derechas de H en G: si
HT es una clase lateral derecha y CT1 E S, entonces HTa1 es otra clase lateral
derecha. Las órbitas de esta acción son las clases laterales dobles HTS, de tal
forma que si T recorre un conjunto completo de representantes de estas clases
laterales dobles, entonces G es la unión disjunta

G = LJ HrS. 
'T 
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Sea f(-r) el orden de la órbita H-rS, i.e., el mayor entero tal que las clases H-ru, 
H-ru2 , . . . H-ruf(T)- l son distintas. Equivalentemente, f ( T) es el menor entero
tal que -ruf(T) = -r mód H, i.e., tal que -ruf(T)-,- l E H. Nótese entonces que si
T recorre el conjunto completo de representantes de las clases laterales dobles, 
entonces los elementos 7; -ru, . . .  , -ruf(T)- I forman un conjunto completo de 
representantes de las clases laterales derechas Hg. Para calcular el morfisrno 
de transferencia en términos de este sistema de representantes, debemos escribir 
cada producto -rue · u de la forma Ot con (} E H y t uno de los representantes de 
las clases laterales dobles. Ahora, T<Te u = -rue+ 1 es uno de esos representantes,
excepto cuando e =  f(-r) - 1 y en este caso 

-ruf(T)-l u = -ruf(T) = -r mód H

por definición de f(-r). Así, en el cálculo del rnorfismo V(u) los únicos factores 
que quizá no sean 1 son aquellos que corresponden a los productos -ruf(T)- I u, 
que de hecho son iguales a -ruf(T)-r- 1  E H.  Hemos así probado que si { -r; } es
un conjunto completo de representantes de las clases laterales dobles HuS y si 
f(-r;) se definen como antes, entonces 

V(u) = II -r;uf(Ti>-r;- 1 mód H'.
i 

Usaremos la notación u [-r¡] := -r;uf(Ti)-,;- I  E H.  

Observación. Como la  imagen de Y L/ K : Gal(L / K)  - K* / N L/ K L * es 
abeliana, entonces Y L/K induce por paso al cociente un homomorfismo 

Y L/K : Galªb(L/K) - K* /NL¡KL * . 

Proposición 2.29. Si L/K una extensión finita de Galois de campos locales 
y M/ K es una subextensión, entonces el diagrama siguiente conmuta: 

b YL/IC 
K*/N L* Galª (L/ K) - L/K 

v! 1 
Galªb(L/M) - M* /Ni¡ML*  

YL/M 

donde V es el morfismo de transferencia y el morfismo vertical derecho es 
inducido por la inclusión K '---* M. 
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DEMOSTRACIÓN. Sean G .- Gal(L111. /  K) y H : =  Gal(L,11./M). Sean
u E Gal(L / K) y a E Frob(L/ K) su levantamiento de Frobenius. Sea I el
campo fijo de a y pongamos S : =  Gal(L,,,./I) notando por (2.2 0) que a = Fri
es el generador de S = Gal(L,,,./I) = Gal(I11 ,. /I) � G, ya que I,.,. = L,,,. por
(2.2 0). Entonces, la descomposición de G en clases laterales dobles del párrafo
anterior es precisamente

-
'T 

donde "i recorre un conjunto completo de representantes de las clases laterales 
dobles H"iS. 

Poniendo G = Gal(L / K) y H = Gal(L / M), entonces G es la unión 
disjunta de las clases Hr;S, donde r; = "i; l i  E G y S = (u). Por definición del 
morfi smo de transferencia, para a E G :  

( 1)  V(a mód G') = IJ u[r; ]  mód H',

donde u[r; ] = T;<T f(-r;)T;- l  E H.
Pongamos ahora H; := H n T¡ s,:; I. Entonces H; es un subgrupo de  H que

coincide con el subgrupo de ií generado topológicamente por a[7¡ ]. Notemos
ahora que T¡ S es la unión disjunta de las clases H;r¡af; para 1 � J¡ � f(r;). 
Poniendo � H _como la unión disjunta de las clases J;,k H; para :§i,k E H, 
1 � k � [ H : H;], entonces 

G = u H7¡afi = u (u.a:k,iiíi) T¡afi = U :§k,;T;S
i i k tk 

ya que T¡ s = U; = H;"i;af'.
Entonces, para el campo fijo I de a, de hecho I es el campo fijo de S y

así, para cualquier a E I se tiene que 

(2) Nz¡x (a) = IJ -0:;,/r;(a). 
i,k 

Ahora, si L; es el campo fijo de a["i;], entonces 

(,:';I),11. = "i;I11,. = "i;L,,,. = L,11., 

además T;L � L; y L;/"i;I es la extensión no ramificada de grado f(r;). Se 
sigue que para un primo 7r¡ de I el elemento 7¡(  7r¡) es primo de T¡ I y por lo 
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tanto de I; . También, como en (2) se tiene que, para a E I; ,  

N¡,¡M(a) = IJ J.i,k (a).
k 

Se sigue que 

(3) N¡¡K('TT"'j,) = IJ J.i,kTi('TT"'j,) = IJ N¡,¡M(i;('TT"'j,)).
i,k 

Finalmente, como éi[T;]  E Frob(L / M) es un levantamiento de Frobenius 
de u[-r;]  E Gal(L/M), usando ( 1)  y (3) se sigue que 

Y i¡x(u) = N¡¡K('TT"'1,) = II N¡,¡M (Ti('TT"'1,)) 
i 

= r;r y  L/M(u[-r¡]) = y L/M ( r;r u[-r¡]) 

- y L/M(V(u)).

o 
El resultado principal nos dice que el morfismo de Neukirch es un isomor­

fismo: 

Teorema 2.30. Sea L / K una extensión finita de Galois de campos locales. 
Entonces, el morfismo de Neukirch Yi¡x : Galªb(L/K) -+ K* /Ni¡xL* es un 
isomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN. La idea de la demostración es la siguiente: primero conside­
ramos el caso cuando L / K es cíclica de grado primo i. Después, por inducción
sobre n, consideramos el caso cuando L / K es cíclica de grado i". A continua­
ción consideramos el caso cuando L / K es abeliana finita y hacemos inducción
sobre el grado [L : K]. Finalmente consideramos el caso general usando que 
Gal(L/ K) es soluble ( l .78). 

CASO 1 .  Supongamos que L / K es cíclica de grado primo i. Entonces, L / K es
no ramificada o es totalmente ramificada. 

(i) Si L/ K es no ramificada, entonces Y L/K es un isomorfismo por (2.25).

(ii) Si L / K es totalmente ramificada de grado primo i, sea éi un generador del
grupo Gal(L11r/ K11,.). Entonces, por ( l .53)(3) Gal(L11,./ K11,.) � Gal(L/ K) ya
que Lo = K, de tal forma que u := éi li es un generador de Gal(L/ K).
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Poniendo u¡ := u · FrL E Gal(Ln,./ K), como Lnr = L n Kn,., se tiene 
que u1 I L = uJi = <r y CT] I K,, = FrL y así PK(éT¡) = 1 ,  de tal forma que 
éT1 E Frob(L/ K) es un levantamiento de a. Sea I el campo fijo de éT¡. Por 
(2.20) h¡x = PK(éT1) = 1 de tal forma que I/ K es totalmente ramificada y
además Gal(I/ K) � Gal(Lnr/ Kn,.) � Gal(L,11.j Kn,.) ya que Lnr = Lnr · 

Sea M/ K una subextensión finita de Lnr/ K tal que M contiene a L y a I. 
Denotemos por 77! y 'TTL elementos primos de I y L respectivamente. Como 
I, L � M � Lnr = 2n, implica que M/I y M/ L son no ramificados, entonces 
77! y '1T'L siguen siendo primos en M y por lo tanto existe una unidad u E U M 
tal que 77! = 'TTLU ,  

Mostraremos ahora que Y L/  K es inyectiva. En efecto, supongamos que 
para el generador a de Gal(L/ K) se tiene que Y Lf K(u) = O. 

l 
Como '('i/ K) = 1 ,  entonces NM/Mo ll = 

J('i./ K) "lv:¡,¡K = Ni¡x Y

similarmente, como f(L/ K) = 1 ,  entonces NM/Mo lL = Ni¡K Se sigue que

Ni¡K'7T! = NM/Mo 'TT''f., = NM/M/'TTLU) = NM/M/7TL)NM/M/u) 
= NL¡d7rL)NM/M0

(u) = NM¡Mo <u) mód NL¡KL * 

y como O = Y LJK(a) = Ni¡K('7T!) mód Ni¡KL * ,  entonces N'i../K'7T! E
NL¡KL*,  por lo que de la congruencia anterior se sigue que NM/M/u) E
NL¡x L" también, i.e., NM/M/u) = Ni¡x(s) para algún s E L * (de hecho,
s E Vi ya que vi(s) = vx(NL¡K(s)) = O). Así, como NL/K = NM/Mo

iL se
tiene que NM/M/u) = NM/M0

(s) y por lo tanto NM¡M/us- 1) = 1 ;  entonces,
por el Teorema 90 de Hilbert (Anexo l ,  (2.72)) existe un f3 E M tal que 
us- 1 = u(f3)/f3. Se sigue que para el elemento r, := 7TLséT1 (f3)/f3 E M se
tiene que 

ya que I es el campo fijo de u1 y 77! E I. Se sigue que éT(TT) = 7T para el
generador éT y por lo tanto 7r E Mo. Observamos ahora que como TT es un primo 
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de M (ya que es igual a 'TT'L por una unidad), lo anterior es una contradicción 
con el hecho de que VM('TT') = [M : Mo]vM/'TT') =/ 1 ya que M =/ M0 por ser
totalmente ramificada. Se sigue que Y i¡x(u) = O no es posible y por lo tanto 
Y L/ K es inyectiva. 

Ahora, como L / K es totalmente ramificada, por (2. 7) y (2.1 8) el grupo 
K*/Ni¡x L* es cíclico de orden f = [L  : K] con Yi¡x : Gal(L/K) >-+
K* / N L/ K L * inyectivo; se sigue que Y L/ K debe ser un isomorfismo. 

CASO 2. L/K es cíclica de grado pn , f primo y n 2'.: l. Usaremos inducción
sobre n para mostrar que Y L/ K es un isomorfismo: sea M un campo intermedio 
de L / K tal que [L : M] = f. Entonces, consideremos el diagrama del 
corolario (2.27). Mostraremos que en este diagrama NM/K es inyectiva. En 
efecto, supongamos que no lo es, i.e., que para todo /3 r/. N L/M L * existe un 
a E L* tal que Ni¡Ka = NM/Kf3- Entonces, NM¡KNL¡M(a) = NM/Kf3, i.e., 
NM¡K((Ni¡Ma){J-1) = 1 y así, por el Teorema 90 de Hilbert (Anexo 1 ,  (2.72)) 
existe un /31 E M* tal que para el generador u de Gal(L / K) se tiene que 
(Ni¡Ma)/3-1 = f3i /u(f31), i.e., (3 = NL¡M au(/31)//31. Observemos que como
{3 r/. N L/M L * ,  entonces /31 r/. N L/M L *. 

Repitiendo esta construcción ahora para /31 y por recurrencia (n - 1) veces, 
se obtiene que 

(3 = Ni¡M(a')'r(/31
) 

para algún a' E L * y {3' E M*, donde T E Z[Gal(L /  K)] está dado por 

T = (u - lf-l = <Ttn - !  -
1 + f f(u)

para algún polinomio f(x) E Z[x]. Se sigue que r(/3') = o-1-
n- i (/3')/ {3' · y para

un ')' E M*; por lo tanto (3 = Ni¡M(a'-y)uln-i (/3')/ {3' ya que 'Y E M* implica
que Ni¡M(a'-y) = Ni¡M(a')y. 

Notando ahora que a1,n-i es un generador de Gal(L/M) ya que tiene
grado f = [L : M], y que {3' E M implica que o-1-n-i (/3') = {31

, entonces
{3 = NL¡M(a'-y), lo cual contradice la hipótesis de que /3 r/. Ni¡M L  *. Se sigue
que NM/K es inyectiva. 

Usando esto probaremos que Y L/K es inyectiva. En efecto, si Y i¡x (u) = O 
para u E Gal(L / K), de nuevo considerando el diagrama de (2.27) observamos 
que L/M es cíclica de grado f y M/ K es cíclica de grado < pn y así, por
hipótesis de inducción se tiene que Y L/M y Y M/K son isomorfismos; usando el 
cuadrado derecho Y i¡x(u) = O implica que u está en el núcleo del morfismo 
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horizontal superior derecho y así proviene de un u E Gal(L / M) y para este u 
la conmutatividad del cuadrado izquierdo implica que Yi;M(<T) = ºO 'y"cóln.o 
Y L/M es un isomorfismo esto implica que u = id y así el u de Gal(L/K) 
también es la identidad, i.e. , Y L/K es inyectivo. 

Para probar que Y L/K es suprayectivo, sea a E K*; entonces considerando 
su clase mód NL;KL * ,  si mandamos esta clase a a mód NM¡K M* en el grupo
derecho de la sucesión inferior de (2.27), como Y M/K es un isomorfismo 
entonces existe un único cr E Gal(M/ K) tal que Y Mfx(u) = a mód NM¡x M*.
Levantando este u a un T E Gal(L/ K), i.e., tal que 'TIM = u, se sigue que 
Y i¡x(T) = Y Mfx (cr) = a mód NM¡x M* por la conmutatividad del cuadrado
derecho en (2. 27). 

Entonces, a mód Ni¡x L * y Y i¡x(r) van a dar al mismo a mód NM;KM*
y consecuentemente, por la exactitud de la sucesión inferior de (2.27), su 
cociente proviene de un y mód N L/M L * con 'Y E M*. Pero como Y L/M es 
un isomorfismo, entonces existe un único 'T¡ E Gal(L/M) tal que Y L/M(r1 ) =
y mód NL¡M L*  1-+ a mód NL¡x L*/Yi¡K(r), y así, mandando 'T¡ a T¡ E
Gal(L/ K) se tiene que 

Y i¡x(TT¡ ) = a mód Ni¡KL *,

i.e., Yi¡x es suprayectivo.

CASO 3. Supongamos ahora que L / K es abeliana finita. La suprayectividad de
Y L/ K se prueba como en el caso anterior por inducción sobre [L : K], eligiendo 
una subextensión cíclica M/ K de L / K. 

Para la inyectividad de Y Lf K, supongamos que M/ K es una subextensión
cíclica de grado .en de L/K. Si Yi¡K(<r) = O para u E Gal(L/K),
entonces el cuadrado izquierdo del diagrama del corolario (2.27) implica que 
O = YL¡x(u) = YM¡x(<T IM ), donde por hipótesis de inducción YM/K es
inyectivo; se sigue que u lM = id y por lo tanto Ker Y L/K está contenido
en el núcleo del morfismo natural 

Gal(L/ K) ----+ IJ Gal(M/ K),
M 

donde M / K recorre todas las subextensiones cíclicas de L / K. Pero este núcleo
es trivial ya que Gal(L/ K) es abeliano y por lo tanto se descompone como el 
producto de grupos cíclicos. Se sigue que u = id y por lo tanto Y L/K es
inyectwo. 
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2. El monismo de reciprocidad para campos locales

CASO 4. Si L/  K es una extensión finita de Galois arbitraria. Por ( 1 .78),Gal(L / K) es un grupo soluble. Si no es abeliano, su grupo conmutador Gal(L/ K)' no es trivial. Sea M su campo fijo, i .e . ,  Gal(L/M) = Gal(L/ K)'. En el diagrama conmutativo del corolario (2.27), como Gal(M/ K) = Galªb(L / K)se tiene que Y M/K es un isomorfismo por el caso (3). Entonces, si Y i¡x(u) = O,la corunutatividad del cuadrado derecho implica que Y Mfx(u iM) = O y por lotanto u lM = id y así, por la exactitud de la sucesión superior en el diagrama de(2.27), se tiene que u E Gal(L/M) = Gal(L/ K)', i.e., Y L/K es inyectiva. Lasuprayectividad se sigue como en (3) ó (2). O 
2.4 El morfismo de reciprocidad local 
Definición 2.3 1 .  El inverso del isomorfismo de Neukirch 
del último teorema de la sección anterior, se denota por 

'l'L/K : K*/Ni¡x L* ---+ Galªb(L/K) 

y se llama el morfismo de reciprocidad local. También se suele usar el nombre de símbolo de nonna residual para el isomorfismo iJt L/ K y la notación siguiente: si a E K* es un representante de la clase a E K* /N L/K L • ,  se usa la notación
'l'i¡x(a) = (a, L/K) E Galªb(L/K).

Nótese que el morfismo de reciprocidad ( , L/K) K* /Ni¡x L* ---+ 
Galªb(L/K) induce un epimorfismo: 

( , L/K) : K* - Galªb(L/K) 

al que también se le llama morfismo de reciprocidad o símbolo de nonna 
residual. 

El nombre de símbolo de norma residual proviene del hecho de que ( a, L / K) determina cuándo a E K* es una norma de L * :  
(a, L /  K) = 1 = id E Galªb(L/ K) si y sólo si a es una norma de L * .

1 76 



2.4. El morfismo de reciprocidad local 

Observación. Si L/ K es una extensión abeliana, entonces Gªb = G y así el
teorema anterior (i.e., la ley de reciprocidad local) nos da una descripción de 
su grupo de Galois: 

"VL/K : K* /NL¡KL * :::: Gal(L/K). 

El problema de calcular explícitamente el símbolo de norma residual 
( a, L / K) para una extensión L / K y un elemento a E K* dados, es en
general dificil. Sin embargo, en el caso cuando L / K es finita no ramificada,
la proposición (2.25) leída en términos del morfismo de reciprocidad nos 
da una fórmula que involucra al elemento de Frobenius correspondiente, 
expresando en fonna natural que la ley de reciprocidad asocia elementos primos 
al automorfismo de Frobenius correspondiente: 

Proposición 2.32. Sean L/ K una extensiót1 finita no ramificada de grado n 
de campos locales y a E K*. Sean FrL/K E Gal(L/K) el automorfismo de
Frobenius y v K : K* -+ Z la valuación normalizada de K. Entonces,

(a, L/ K) = Fr�¡<;>. 

DEMOSTRACIÓN. Por (2.25) ("TT'K, L/K) = FrL/K y ( , L/K) : K* /NL/K -+ 
Gal(L/ K) es un isomorfismo. Ahora, si u E UK, como por (2.5) NL/K : U¿ :::: 
Ux, entonces existe una unidad e E UL tal que u =  NL¡K(e) E Ni¡x(L*) y así 
(u, L / K) = 1 .  Entonces, para todo a E L * ,  escribiéndolo como a = ,.,,."{(a) u
con u E Ux, se tiene que 

(a, L/K) = (7r_i.K(a>u, L/K) = ("TT'K, L/K)vK(a)(u, L/K) = Fr�¡<;>. 

o 
Corolario 2.33. Sea L / K una extensión abeliana finita. Entonces, el morfis­
mo de reciprocidad 

( , L/K) : K* -+ Gal(L/K) 

lleva al grupo de unidades U K en el sub grupo de inercia de Gal(L /  K). 

DEMOSTRACIÓN. Sea Go el subgrupo de inercia de G = Gal(L/ K) y sea
Lo = L Go el campo fijo correspondiente. La extensión Lo/ K es no ramificada
por ( 1 .50). Por la proposición anterior la imagen de U K en Gal(Lo/ K) = G / Go 
es trivial; por lo tanto, la imagen de U K en G = Gal(L / K) está contenida en 
Go. 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Recíprocamente, sea t E Go; entonces existe a E K* tal que t = (a, L/ K). 
Pongamos f = [Lo : K] . Como (a, L / K) = t E Go es trivial en Lo y como el
orden del grupo Gal(L0/ K) es f, la proposición anterior muestra que J divide 
a vK(a) y por lo tanto existe b E L * tal que vK(a) = vK(N(b)). Si ponemos u =  a ·  N(b)- 1 , entonces u E UK y

(u, L/K) = (a ·  N(b)-1 , L/K) = (a, L/K)(N(b)-1 , L/K) = (a, L/K) = t
ya que N(b)- 1 es una norma y por lo tanto (N(b)-1 , L/K) = 1 ;  se sigue que
la imagen de U K es precisamente Go. O 

Propiedades funtoriales del morfismo de reciprocidad. Las proposiciones 
(2.26), (2.29) y (2.28) interpretadas en términos del momsmo 'V L/K inverso 
del morfismo de Neukirch YL/K expresan la conducta funtorial del momsmo 
de reciprocidad con respecto a extensiones de L y de K: 
Proposición 2.34. (1) Sea L/ K una extensión finita de Galois. Entonces: 
(1) Si L' / K' es una extensión finita de Galois de campos locales tales queK' ;2 K y L' ;2 L son finitas, entonces el diagrama siguiente conmuta:

en particular: 

( , L1/K1
) K'* ---+-Galªb(L' / K') 

NK'/K l ¡ res 

K* Galª\L/K) 
( , L/K) 

(i) Si L = L', i. e., si L ;2 K' ;2 K, entonces el diagrama siguiente conmuta:
( , L/K') K'* ---- Galªb(L/ K') 

NK'/K ¡ r 

K* -
(
-.-L/_K_) 

- Galªb(L/K)
(ii) Si K = K', i. e., si L' 2 L 2 K, entonces el diagrama siguiente conmuta:
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2.4. El morfismo de reciprocidad local 
( ,L' /K) 

K* ----+- Galªb(L'/K)

id¡ !res
K* ---+- Galªb(L/ K). 

( ,L/K) 

(2) Si M es un campo intennedio de L / K y V es el morjismo de transferencia,
el diagrama siguiente conmuta: 

( ,L/K) 
1 --- Gal"'t/K) 

M* ---- Galªb(L/M)
( ,L/M) 

(3) Sea L 2 M 2 K una torre de extensiones finitas de campos locales con
M/K separable y L/M Galois. Si u E Gal(KteP / K), entonces el diagrama 
siguiente conmuta:

donde <T : M* -+ <T M* está dada por <T : a t--t ua, y Cu es el morfismo inducido 
por la aplicación <T : M* -+ uM* anterior y la conjugación: r t--t <TT<T- 1 de 
Gal(uL/uM) --=-+ Gal(L/M). 

La conmutatividad de este diagrama se puede reescribir en la forma: 

u(a, L/M)u- 1 = (ua, uL/uM). 

DEMOSTRACIÓN. El primer diagrama de ( 1 )  es (2.26) y los otros dos diagramas son inmediatos de ( 1). El diagrama de (2) es (2.29) y el diagrama de (3) es 
��- o 

Observación. La compatibilidad anterior nos permite pasar al límite inverso sobre todas las extensiones normales de K y así podemos definir el símbolo 
( a, L / K) para todas las extensiones abelianas L de K; en particular, para la 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

máxima extensión abe liana L = Kªb del campo local K obtenemos el morfismo
de reciprocidad: 

WK := q, Kªb/K = ( , Kªb / K) : K* --+ Gal(Kªb / K),

y pasando al límite sobre los diagramas de ( l)(i), (2) y (3) en la proposición 
anterior obtenemos: 

Corolario 2.35. Sea L /  K una extensión separable y sean Lªb y Kª b  las
máximas extensiones abelianas correspondientes. Entonces: 

( 1 )  Los diagramas siguientes conmutan:

( ,Lªb/L) L * ---- Gal(L°b / L)

NL/K l r 
K* Gal(Kª b  / K)

( ,Kªb/K)

( ,Kªb / K) K
r

--- Gal(K
;:

/K)

L * ---- Gal(L ab / L).
( , L"b/L)

(2) El diagrama (3) de (2.34) se vuelve la fórmula

u(a, Kªb /M)u-1 = (ua, Kªb /uM). 

o 

2.5 Grupos de normas y campos de clases locales 
El problema principal de la teoría de campos es clasificar todas las extensiones 
de Galo is L / K de un campo dado K mediante objetos aritméticos de K, es decir, 
dar una ley mediante la cual todas estas extensiones L puedan ser construidas 
a partir de K usando solamente la estructura interna del campo K; es decir, se
busca una ley que clasifique las extensiones L / K mediante objetos directamente
asociados al campo K. Veremos a continuación que la ley de reciprocidad l ocal 
resuelve el problema anterior para extensiones abelianas L de K en el sentido 
de que nos da una biyección entre estas extensiones abelianas y los subgrupos 
cerrados de índice finito (en la topología natural de K*) del grupo K* ; al final 
mostramos que estos subgrupos cerrados de índice finito son los subgrupos de 
norma: 

Definición 2.36. Un subgrupo M � K* se llama un subgrupo de normas si 
existe una extensión finita L / K tal que M = N L/ K L *.
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Ejemplo. Sea m � 1 un entero y sea Mm el conjunto de elementos a E K* tales 
que vx(a) = O (mód m); se sigue de la proposición (2.32) y de la definición de
símbolo de norma residual (2.31)  que Mm es el grupo de normas de la extensión 
Km de K no ramificada de grado m.  
Lema 2.37. Los grupos de nonnas de un campo local K tienen (ndice finito 
en K*. Más aún, si H = NL¡xL* � K*, con L/K una extensión finita de
campos locales, entonces el índice del grupo de nonnas N L/ K L • en K* divide 
al grado [ L : K] y es igual a este grado si y sólo si L / K es abeliana. 

DEMOSTRACIÓN. En efecto, si H = NL¡xL., con L/K finita, por Ja ley de
reciprocidad K* /NL¡KL * � Galªb(L/ K) y este último grupo es un cociente
del grupo finito Gal(L/ K). Se sigue que 

IK* /NL¡KL* I = IGalªb(L/K)I � IGaJ.(L/ K)I = [L : K]
y la igualdad se da si y sólo si L / K es abeliana. o 

Observamos ahora que la restricción a extensiones abelianas de nuestros 
métodos se debe a que extensiones no abelianas dan los mismos subgrupos de 
normas que las abelianas: 

Proposición 2.38. Sea L / K una extensión finita de campos locales y sea Kªb 

la máxima extensión abeliana de K contenida en L. Entonces, 

NL¡xL* = Nxab¡x(Kªb)* .

DEMOSTRACIÓN. Como L � Kªb � K, se tiene una inclusión 

NL¡xL * � Nxab¡x(Kªb)* .

Para la otra inclusión, sea F/ K una extensión normal que contiene a L y
consideremos el diagrama de campos siguiente: 

K 

18 1  

L/, F 
1 Mªb 

Kªb 1 

1 / LnMªb 



2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

y sean G = Gal(F/ K), H = Gal(F/L) y G' = [G : G] el subgrupo conmutadorde G. Sea Mªb la máxima extensión abeliana de K contenida en F, de tal formaque Gal(F/Mªb) = G' y Gal(Mªb /K) = G/G' .Observemos que para la intersección L n Mªb se tiene que 
(*) L n Mªb = FH ·G'
ya que como L = FR y Mªb = FG' ,  entonces 
( 1) L n Mªb = FR n FG' � FH·G' ,
y recíprocamente, como H � H · G' entonces FR ;2 FR ·G' y de modo similar
G' � H · G' implica que FG' ;2 FR·G' ,  y así 
(2) L n Mªh = Fn n FG' ;2 FH·G' ,
( 1) y (2) prueban (*).Ahora, como Gal(F/ L n Mªb) = Gal(F/ FR ·G' )  = HG', entonces 

Gal(L n Mªb /K) = G/HG'

y este grupo es abeliano ya que contiene al subgrupo conmutador G' de G. Así, como L n Mªb � L ,  entonces se debe tener que
(3) L n Mªb � Kªb 

por definición de Kªb . Finalmente, como Kªb � F y la extensión Kªb / K es abeliana, entonces Kªb � Mªb por definición de Mªb . Se sigue que 
(4) Kªb � L n Mªb, 
y de (3), (4) y (*) se tiene que 

Kªb = L n Mªb = FR·G' .
Se sigue que Gal(F/ Kªb) = H · G'y Gal(Kªb /K) = G/(H · G').Ahora, sea f E Nxab¡x(Kªh)*.  Como f es una norma de Kªh, la ley de reciprocidad nos dice que (f, Kªb / K) = 1 en Gal(Kªb / K) = G /(H · G'). 
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Considerando entonces a (g, F/K) E Gªb = G/G', su proyección sobre G / HG' corresponde a formar (g, Kab / K) = 1 por el diagrama de (2.35)(2). Se sigue que (g, F/ K) está en el núcleo de G / G' - G / HG', i.e.,
(t. F/K) E H/H' = Galªb(F/L). Ahora, por (2.35)(1 )  el diagrama siguiente conmuta 

( ,F/L) L*  ---- Galªb(F/L)
NL/K ! f K *  Galªb(F/ K) 

( , F/K) 

= H/ H' 

= G/G' 
y como la ley de reciprocidad ( , F/ L) es suprayectiva, existe Á E L • tal que (t, F/K) = (NL¡x(A), F/K).Pero el núcleo del morfismo de norma residual es el grupo de normas N L/ K ( F*), y como g · NL¡x (Ar 1 está en este núcleo por la igualdad anterior, entonces existe un ( E F* tal que NF¡x (0 = g · NL¡x(>..r 1 , i .e. ,

g = NL¡x(A)NF¡x(0;
y consecuentemente g = NL¡x (Á · NF¡x(0) E NL¡xL* .  o 

Así, usando la ley de reciprocidad sólo se pueden clasificar extensiones abelianas. 
El resultado siguiente establece la correspondencia entre las extensiones abelianas (finitas) de un campo local K y los subgrupos de normas del grupo multiplicativo K* de K. Antes, recordemos que una función continua J : X - Y entre espacios topológicos se llama propia si la imagen inversa de cualquier compacto de Y es compacto en X. 

Teorema 2.39. Sea K un campo local. Entonces: 

( 1 )  La función L 1-4 NL¡xL * 
es una biyección entre el conjunto de extensiones abelianas finitas de K y el 
conjunto de sub grupos de nonnas de K*. 
(2) Esta biyección invierte inclusiones.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

(3) N(LL') = NL n NL'. 

(4) N(L n L') = N(L) · N(L'). 

(5) Cualquier subgrupo de K* que contenga un subgrupo de normas es un
sub grupo de normas.

(6) Si L/K es una extensión .finita de grado n, entonces Ni¡K : L* -t K* es
continua y propia. Se sigue que el grupo N L/ K L * es cerrado de índice finito
en K*, i. e., es abierto.

DEMOSTRACIÓN. (3): Si L, L' son extensiones abelianas finitas, entonces la 
transitividad de la norma nos da 

N(LL') <;:; NL n NL',

(obsérvese que la composición LL' / K es abeliana ya que L/ K y L' / K lo son). 
Recíprocamente, si a E NL n NL', entonces el elemento 

(a, LL' / K) E Gal(LL' / K) 
tiene proyecciones triviales (porque es norma para cada uno de los factores) 
(a, L / K) = 1 y (a, L' / K) = 1 en los correspondientes Gal(L / K) y Gal(L' / K), 
de tal forma que (a, LL' / K) = 1 y por lo tanto a E N(LL'). 

(2): Usando (3) observemos que 

NL 2 NL' {=} N(LL') = NLnNL' = NL' {::} [LL' : K] = [L' : K] {::} L <;:; L'. 

( 1 ): Notemos que (2) implica que la función L f-t NL es inyectiva y por lo 
tanto establece la biyección deseada. 

(5): Si N' <;:; K* es un subgrupo que contiene a un subgrupo de normas NL, 
entonces 

(N', L/ K) = Gal(L/L') 
para un campo intermedio L' de L/ K. Observamos entonces que como 
N' 2 NL, entonces N' es la preimagen de Gal(L/ L') bajo el morfismo 

( , L/ K) : K* ---+ Gal(L/ K),

i .e. , es el núcleo de 

( . L'/K) : K* ---+ Gal(L' /K), 

de tal forma que N' = NL' como se requería. 
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(4): Como L n L' � L y L n L' � L', entonces por (2):

N(L n L') ¿ NL y N(L n L') ¿ NL', 
y por lo tanto 

N(L n L') ¿ NL · NL'. 
Recíprocamente, como L, L' � LL' entonces N(LL') � NL y N(LL') �

NL' por (2), y así
N(LL') � NL · NL', 

es decir, NL · NL' contiene a un subgrupo de normas, de tal forma que por (5)
debe ser de la forma 

NL · NL' = NL" 
para L" /K finita abeliana. Finalmente, como NL � NL" y NL' � NL", se
sigue de (2) que L" � L n L' y por lo tanto

NL · NL' = NL" ¿ N(L n L'). 

(6): Si a E L *, entonces N Lf K(a) es por definición el producto de los
conjugados de a (sobre K) y como el grupo de Galois GK := Gal(Ks/ K) 
actúa continuamente sobre L *, entonces N L/ K es continua.

Para mostrar que Ni¡K es propia, observemos que para cada subconjunto
compacto V de K* su imagen bajo la valuación VK : K* -* Z es compacta y
por lo tanto finita. Más aún, si UK es el grupo de unidades de K, entonces UK 
es compacto ya que K es un campo local, y así V' := V n UK es también un
subconjunto compacto de UK. Ahora, como Ui es compacto, en el diagrama
conmutativo siguiente 

VL o - ui - L* - z - o
NL/K t NL/K l 

n t 

o - uK - K· - z - o
VK 

la imagen inversa NZ/K(V') es un subconjunto compacto de U L y por lo tanto es
un subconjunto compacto de L * .  Pero V es una unión finita de trasladados de V' 
ya que vK(V) es finito; se sigue que N1}K( V) es una unión finita de trasladados 
del conjunto compacto N¡}K(V'), y por lo tanto NZ/K(V) es compacto.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Para la segunda afirmación, como NLJK es una función propia entre
espacios Hausdorff localmente compactos, entonces es cerrada y por lo tanto 
N L ¡ K L * es cerrado en K*. Finalmente, de la ley de reciprocidad se sigue que 
N L ¡ K L * tiene índice finito en K* . O 

Observación. Las partes (3) y ( 4) del teorema anterior implican que si tomamos 
como una base de abiertos del 1 E K* a los sub grupos de normas N L/ K L * de 
K* , donde L/ K recorre las extensiones finitas de Galois de K, se tiene una 
topología en K* a la que se llama la topología de norma. Observamos también 
que por la parte (6) del teorema anterior, si L / K es finita el grupo N L/ K L * es
cerrado de índice finito (i.e., es abierto) en K*, en la topología de K* inducida 
por la valuación; se sigue que la topología natural de K* es más fina que la 
topología de norma. 

Si K es un campo local , el grupo de normas universales de K, denotado 
N K, es la intersección de todos los sub grupos de normas de K* . 

Teorema 2.40. Sea K un campo local. Entonces: 

(1) Si L / K es una extensión finita, entonces

NL¡xNL = Nx. 

(2) En la topología de norma, los subgrupos abiertos de K* son los sub grupos
cerrados de índice finito.

(3) Si Ks es una cerradura separable de K, entonces el grupo de normas
universales N K es el núcleo del mo,fismo de reciprocidad

(4) K* es Hausdorjf en la topología de norma si y sólo si el grupo de normas
universales

es trivial. 
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DEMOSTRACIÓN. ( 1) :  Si a E NL¡KNL , queremos mostrar que a E NF¡K F* 
para todas las extensiones F/ K. Observemos primero que para la composición
LF se tiene que NLF¡L (L F)* 2 'DL , y por la transitividad de la norma se tiene 
que 

a E NL¡x(NLF¡L(LF)*) � NLF¡x(LF)* = NF¡x(NL FjF(LF)*) � NF¡x F*,
y por lo tanto a E NF¡x F* como se quería. 

Recíprocamente, si a E Nx , sea F/L una extensión finita; consideremos 
el conjunto 00(F) de todos aquellos elementos b E L * cuya norma es igual a 
a y que son normas de elementos de F, i.e., 

fia(F) = NF¡i F* n Nj}K(a).

Observamos que como N L/ K es una aplicación propia, entonces los conjuntos 
fi0(F) son compactos para todas las extensiones F de L. Ahora, como a E NK 

entonces a E NF¡K F* para cada extensión F de L; así, si a =  "f F¡K(bF) para
algún bF E F* , entonces NF¡L (bF) E fi0(F) y por lo tanto los conjuntos fia(F) 
son no vacíos. Variando los campos F los conjuntos fi0(F) forman una familia 
decreciente, por (2.39)(3), de subconjuntos compactos no vacíos de fi0(L); así, 
por compacidad su intersección es no vacía, i.e., existe b E ílF 00(F), y es 
claro que b E NL (por definición de NL) y NL¡x (b) = a, i.e., a E Ni¡KNL , 

(2): Si N es un subgrupo de K*, entonces K* es la unión de todas las clases 
laterales de N y por lo tanto

(t) N = K* - LJ aN. 
aNf,N 

Así, si N es abierto, entonces las clases laterales aN también son abiertas 
y por lo tanto N es cerrado. Y como N es abierto en la topología de 
norma, entonces debe contener alguna vecindad abierta NL¡KL * del 1 ,  i.e., 
N 2 N L/ x L * y como N L/ K L * es de índice finito en K* por el lema (2.37), 
entonces N es de índice finito también.

Recíprocamente, si N es cerrado de índice finito, entonces la unión en (t) 
es de un número finito de clases laterales aN =/=- N, cada una de las cuales es 
cerrada y por lo tanto la unión también es cerrada y consecuentemente N es 
abierto. 

(3): Si a E K*, entonces a E Nx si y sólo si a E ílL N¿¡xL* para toda 
extensión abeliana L/ K por (2.38), y por la ley de reciprocidad esto sucede si
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

y sólo si (a, L / K) = 1 para toda extensión abeliana L / K, i.e., si y sólo si a está 
en el núcleo del mortismo de reciprocidad ( , Ks/ K) : K* --+ Galªb(Ks/ K).
(4): Trivial. O 

Definición 2.4 1 .  Si K es un campo y L / K es una extensión abeliana finita 
asociada a un subgrupo de normas N � K* bajo la correspondencia del teorema 
(2.39), se dice que L es el campo de clases de N. Nótese entonces que por la 
ley de reciprocidad (2.31) se tiene que 

Gal(L/ K) '.:: K*/N. 

De la discusión anterior y de la ley de reciprocidad se sigue que si ya 
conociéramos el grupo de normas N L/ K L * de una extensión abeliana L / K, 
entonces ya conoceríamos el  grupo de Galois de L/ K. Así, la clasificación 
de las extensiones abelianas se seguirá de la clasificación de subgrupos de K* 
que son subgrupos de norma. Éste es el objetivo fundamental de la siguiente 
sección. 

2.6 El teorema de existencia 
El teorema de existencia que probaremos en esta sección nos dice que el 
conjunto de subgrupos de índice finito de K* coincide con el conjunto de 
subgrupos de norma de K*. Ya sabemos por (2.37) que todo subgrupo de 
normas NL¡x(L *) � K* es de índice finito, así que sólo falta probar que dado 
un sub grupo de índice finito H � K* existe una extensión finita abeliana L / K 
tal que H = NL¡x(L *). Ésta es la existencia de donde toma su nombre el 
teorema. Para probar este teorema probaremos primero que la topología de 
norma es Hausdorff o, equivalentemente, por (2.40)(4), probaremos que el 
grupo de normas universales Nx es trivial y para esto debemos apelar a la 
estructura aritmética de K de tal forma que ésta es la parte del argumento que 
es más sutil. 

Antes de probar lo anterior mostramos un caso especial del teorema de 
existencia: 

Lema 2.42 (Teorema de ramificación). Sea K un campo local. Todo sub grupo 
de índice finito de K* que contiene al grupo de unidades U K de K, es un grupo 
de nonnas de alguna extensión no ramificada de K. Una condición necesaria 
y suficiente para que L / K sea no ramificada es que N L/ K L * � U K. 
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2.6. El teorema de existencia 
DEMOSTRACIÓN. Por (2.5), toda wiidad de K es una norma de toda extensión noramificada de K. Ahora sea N un subgrupo de índice finito de K* que contiene a UK; digamos n = [K* : N]. Observemos que de la sucesión exacta

o  u K - K* � z -+  
se tiene que Z � K* /U K y así, si N � K* es un subgrupo de índice finito nque contiene a U K, entonces N /U K es un sub grupo de K* / N de índice n y porlo tanto corresponde, bajo el isomorfismo anterior, al subgrupo nZ � Z, i.e., 
N = vi 1 (nZ), por lo que N está determinado por su índice n .Consideremos ahora una extensión no ramificada K11 / K de grado n; entonces [K* : Nx.¡x KZl = [Kn : Kl = n, y por (2.5) se tiene que Ux = Nx.¡x K:. Se sigue que N = Nx.¡x K: . La segunda afirmación es ahora trivial. O 
Teorema 2.43 (Teorema de existencia). Sea K un campo local. Un suhgrupo 
de (ndice finito N � K* es un sub grupo de nonnas si y sólo si N es cerrado de
(ndice finito (i.e., N es abierto en la topolog(a natural de K* ).

DEMOSTRACIÓN. Si N es un subgrupo de normas de índice finito, entoncesN = Ni¡xL * para L/ K una extensión finita abeliana. Por el teorema (2.39)(6) anterior la función Ni¡K : L* -+ K* es continua y propia, y por lo tanto la imagen N = Ni¡xL * es cerrada en K*.

La implicación que falta es la importante y es donde toma su nombre el teorema: debemos probar que si N � K* es un subgrupo cerrado (en la topología natural de K*) y de índice finito, entonces existe una extensión abeliana finita L / K tal que N L/ K L * = N.
Para probar esto necesitaremos los resultados siguientes, de los cuales se derivará formalmente el teorema de existencia: 

Afirmación. Para cada número primo p, existe un campo K P con la propiedad 
de que si el campo L contiene a K p, entonces la aplicación x 1-+ xP de L • 
en sí mismo tiene núcleo compacto y su imagen contiene al grupo de nonnas 
universales Ni. Esta afirmación es la que resulta difícil de probar, y pospondremos su demostración hasta el final de esta sección. Como consecuencia de esta afirmación, se tiene: 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Proposición 2.44. Si K es un campo local, el grupo de nonnas universales 
NK es divisible y de hecho igual a íl/K*)n.

DEMOSTRACIÓN. Mostraremos que para cada primo p se tiene que Nk = NK,
Para esto, si a E NK consideremos el conjunto de todos los campos L tales 
que L / K es finita y además L :2 K p, donde K P es el campo cuya existencia
garantiza la afirmación anterior. Denotemos por 

Üa(L) := {/3 E K* : f3P = a y {3 E NL¡K L * }. 

Los conjuntos Üa(L) son finitos y por lo tanto compactos. Observemos ahora 
que como a E NK , por la proposición (2.40)(1) se sigue que a E NL¡KNL ;
de la afirmación anterior se sigue que a E NL ¡x(L *P). Por lo tanto, existe
un {3 E NL¡xL * tal que a =  f3P; se sigue que Üa(L) es no vacío, para cada
tal campo L. Como en la demostración de (2 .40)(1) ,  l a  intersección de los
conjuntos Üa(L) es no vacía por la compacidad, y así existe un elemento 
/3 E ílL Üa(L), de tal forma que para este elemento se tiene que {3 E NK 
(por definición de los Üa(L)) y además f3P = a; se sigue que Nx es divisible.

Más aún, como K* :2 NK se sigue que K*n :2 VK para cada natural n y por
lo tanto NK � íln K*n. Recíprocamente, si a E íln K*n y si la extensión L / K
es de grado n,  entonces a =  13n (ya que a E K*n) y por lo tanto a =  NL¡K/3;
se sigue que {3 E NK· 

Finalmente observamos que un elemento de íln K*n debe ser una unidad.
En (2.45)(2) mostraremos que esta intersección es de hecho igual a {1 }. O 

Usando la proposición anterior, probaremos el teorema de existencia: sea 
N � K* un subgrupo cerrado de índice finito n .  Entonces, (K*)n � N y por
lo tanto Nx � N por la proposición anterior. Se sigue que 

íl<NL¡xL *  n Ux) = NK n UK � NK � N. 
L 

Ahora, como N L/ K L * n U K es compacta para cada L, y como N es abierto,
entonces existe un campo L tal que NL¡K L* n Ux � N. Obtenemos entonces

· una inclusión: 

(t)

L/ K L * y
podemos escribirlo como a =  a'd' con a' E UK y a" E NL¡K L *  n N; se sigue
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2.6. El teorema de existencia 

que d = a(d')- 1 E Ni¡KL * y por lo tanto a' E Ux n Ni¡x L * y a' E N; se
sigue que a E N como se quería. 

Observamos ahora que el grupo N¿¡x L* n N es cerrado de índice fi nito
(ya que es la intersección de dos tales grupos); por lo tanto, el producto 
Ux (Ni ¡x L * n N) también es cerrado de índice finito. Como este grupo
contiene a U K, entonces es un grupo de normas por el lema (2 .42). Por el 
teorema (2.39)(3) el grupo Ni¡x L * n (Ux(Ni¡x L * n N)) también es un grupo
de normas; y por (t) N contiene a este grupo de normas y así, por (2.39)(5), N 
es un grupo de normas también. O 
Corolario 2.45. Sea K un campo local. Entonces 

(1) Un subgrupo de índice finito de K* es un grupo de nonnas si y sólo si
contiene a un grupo u'fl_) para n suficientemente grande.

(2) El grupo N K = { 1 }  y por lo tanto la topología de nonna es Hausdorjf.

DEMOSTRACIÓN. (1): Por (2.5)(1) los grupos u1:_) son grupos de normas (de
alguna extensión no ramificada de K) y así, si N contiene a uno de estos u1:_), 
entonces N es grupo de normas también. 

Recíprocamente, si N � K* es un sub grupo de normas de índice n = [K* 
N], entonces U K � N y como U K = u�), entonces para m suficientemente
grande ( en particular, coprimo con car ( K)) se tiene que (U�)) m � N, donde,
por la proposición (1.67), 

( u�)) m = utK(m));

y así U�K (m)) � N, como se quería.

(2): Por (2.5)(1) los grupos u'fl_> son grupos de norma y por lo tanto son 
cerrados; claramente, su intersección es { 1 }  ya que U K es Hausdorff compacto 
por ( l  .60). O 

La parte (1) del corolario siguiente mejora al corolario (2.33): 
Corolario 2.46. Sea K un campo local. Entonces: 

(1) Si Go � Gal(Kªb / K) es el grupo de inercia (1.50)( 4) de la máxima extensión
abeliana Kªb de K, entonces el morfismo de reciprocidad restringido a U K es
un isomorfismo 'l'x luK : Ux -+ Go de grupos topológicos.

(2) El grupo de Galois Gal (Kªb / K) es una extensión de Z por U K·

191 



2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

DEMOSTRACIÓN. Pongamos G x := Gal(Kªb / K). Se tiene entonces un
diagrama conmutativo con renglones exactos: 

VK o - ux -- K* -- z -- o
�

K 1
�

K 
l j 1 

o -- Go -- Gx - z -- o

donde el renglón de abajo es exacto ya que se tiene un isomorfismo G x / G0 � Z, 
i es la inyección canónica, 'l" K es el morfismo de reciprocidad y su restricción 
a Ux. 

Observamos ahora que la topología de U K está definida por sus subgrupos 
cerrados de índice finito y U K es compacto en esta topología y el núcleo del 
morfismo de reciprocidad 'i' K \ uK es la inter ección de estos grupos, el cual es
{ 1 }  por el corolario anterior. Esto prueba (1), y (2) se sigue de (1) y de la 
exactitud de la sucesión exacta inferior del diagrama de arriba. O 

Resta probar la afirmación que usamos en la demostración del teorema de 
existencia. Esto lo baremos en la subsección siguiente. 

2.6.1 Símbolos locales 
Para comenzar, observemos que la afirmación para campos locales usada en la 
sección anterior es consecuencia del teorema siguiente: 

Teorema 2.47. Sea K un campo local y sea L una extensión finita de K que 
contiene al grupo de raíces p-ésimas de la unidad, para p un primo dado. Si 
{ E L * y si { es una norma de toda extensión cíclica de L de grado p, entonces 
{ E L  *P. 

Corolario 2.48 (Afirmación). Sean K un campo local, p un entero primo y 
K p := K(µ.p) el campo obtenido adjuntando el grupo de raíces p-ésimas de
la unidad a K. Si L � K(µ.p) es cualquier extensión, entonces la aplicación
x 1----t xP de L * en sí mismo tiene núcleo compacto y su imagen contiene al grupo
de normas universales Ni. 

DEMOSTRACIÓN. (Del corolario). Claramente, el núcleo de x 1----t xP es finito y
por lo tanto compacto. Para la imagen L *P de la aplicación, observemos que 
si { E Ni entonces, en particular, es una norma de toda extensión cíclica de L 
de grado p y así, por el teorema anterior, { E L * P ;  es decir, Ni � L *P. O 
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2.6. El teorema de existencia 

Resta entonces probar el teorema anterior. Esto lo haremos considerando 
separadamente los casos de cuando p f= car (K) y cuando p = car (K). En el 
primer caso usamos teoría de Kummer y en el segundo caso teoría de Artin­
Schreier. 

Teoría de Kummer. Trasladando los resultados de teoría de Kummer del Anexo 
1 al contexto cuando K es un campo local, recordemos primero, de (l .72), que: 
si K es un campo local, entonces: 

( 1 )  Si n � 1 es coprimo con car (K) ( arbitrario si car (K) = 0), entonces (K*t 
es un sub grupo de índice finito en K*. 

(2) Si car ( K) = p > O, entonces (K*t es un subgrupo abierto de índice.finito
en K* si y sólo si p f n. 

Observemos ahora que si K es un campo local, n � 1 es un entero coprimo 
con car (K) y L = K( .::/K*) es la máxima extensión de Kummer de exponente 
n del campo K, entonces por teoría de Kummer (Anexo 1 ,  (2.76)) y por la 
observación anterior de que K* /(K*)n es finito, se tiene un isomorfi smo

( 1 )  

(2) 

Hom(Gal(L / K), J..Ln) '.:::::'. K* /(K*t. 

Más aún, como L / K es abeliana, entonces por la ley de reciprocidad 

Gal(L/ K) '.:::'. K* /NL¡KL *, 

y como L / K es de exponente n ,  entonces n anula a los elementos de este grupo 
y por lo tan to 

(K*t � NL¡KL *. 
De los isomorfismos ( 1 )  y (2) se sigue que 

I K* /(K* t l = jGal(L/K)I = IK* /NL¡KL* I
y consecuentemente (K*t y NL¡KL * tienen el mismo índice (finito) en K* y 
además, (K* t  � NL¡KL * .  Se sigue que 

(3) (K*l = NL¡KL *,

y por lo tanto (K*)n es un grupo de normas y el isomorfismo (2), dado por teoría
de campos de clases local, es 

(4) Gal(L/ K) '.:::'. K* /(K*t. 
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2. El modismo de reciprocidad para campos locales

Hemos así probado que: 

Proposición 2.49. Si K es un campo local, n 2'.: 1 es un entero coprimo con 
car (K) y L = K( {¡K*) es la máxima extensión de Kummer de exponente n delcampo K, entonces 

Gal(L/K) � K*/(K*)" . 

D 

Antes de proseguir notemos que ya hemos probado el teorema (2.43) en el 
caso cuando p =f car (K):

Corolario 2.50. Sean K un campo local y p un primo distinto de car (K). Sea L una extensión finita de K que contiene al grupo de ra(ces p-ésimas de la 
unidad. Si g E L * y si g es una nonna de toda extensión cíclica de L de grado p, entonces g E L *P. 

DEMOSTRACIÓN. Por (2.73) en el Anexo 1 ,  toda extensión cíclica de L de grado 
p es de la forma L' = L( <lb) para algún b E L y por (3) se tiene entonces que
(L *)P � Nu ¡L(L')* ,  y así, si g E L * es una norma de toda extensión cíclica de 
L, entonces g E (L *)P. D 

El símbolo de Hilbert. Continuando con las observaciones anteriores notamos
que de (1), (2) y (4) se sigue que el apareamiento bilineal 

Gal(L/ K) x Hom(Gal(L/ K), J.Ln) -+ J.Ln 

dado por (u, x) 1--t x(u), en vista de los isomorfismos (1) y (4) dados por 
teoría de Kummer y teoría de campos de clases, respectivamente, se vuelve el 
apareamiento bilineal 

K* /(K*)" x K* /(K*)" -+ J.Ln, 

al cual se le denota (!·b) y se le llama el símbolo de Hilbert. (Enfatizamos el
YK n 

carácter local del símbolo de Hilbert usando en su notación al ideal de valuación 
Px). Explícitamente, el símbolo de Hilbert se calcula como sigue: dados a, b E K*, denotemos la imagen de a E K* bajo el isomorfismo de reciprocidad 

( , K( .::/b)/ K) : K* /(K*)" � Gal(K( .::fh)/ K) 

como <Ta := (a, K( {/b)/ K). 
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Ahora, la imagen de b E K* bajo el isomorfismo de teoría de Kummer 
(2.76) en el Anexo 1 :  

K* /(K*t � Hom(Gal(K( vb)/ K), µn) 

es el carácter Xb : Gal(K( vb)/ K) -+ µn dado por Xb(r) := T( vb)/ ,:fb. 
Entonces, la definición del símbolo de Hilbert es 

(
a, b)

= (a ) = 
aa( ,:fb) = (a, K( ,:fb)/ K)( ,:fb) 

p Xb a {(b {(b K 11 

Hemos así probado el teorema siguiente, que relaciona al símbolo de Hilbert 
con el símbolo de norma residual: 

Teorema 2.5 1 .  Sean K un campo local, n ;::: 1 un entero coprimo con car (K) 
y a, b E K". Entonces, el símbolo de Hilbert está dado explícitamente por la 
fónnula 

(::) • = (a; K({Y
�

K)({:'b)

donde (a, K( vb)/ K) E Gal(K( .::/b)/ K) es el símbolo de nonna residual. 

o 
El teorema siguiente l ista algunas propiedades básicas del símbolo de 

Hilbert: 

Teorema 2.52. Sean K un campo local y n ;::: 1 un entero coprimo con car (K). 
Supongamos que µn i;;: K. El símbolo de Hilbert satisface: 

(1) Es lineal en ambas variables:
(i) (ª·bb') = (ª·b) . (ª·b'

).
PK PK PK 

(ii) (aa', b) = (ª ·b) . (ª',b). 
PK PK PK 

(2) (;·;) = 1 si y sólo si a es una nonna de la extensión K( ,:fb)/ K. 

(3) (ª
¡,
�ª ) = 1 = (ª·�;ª). 

(4) (;·;) = (:·;)- 1
.

(5) Si (;·;) = 1 para todo b E K*, entonces a E (K*t.
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DEMOSTRACIÓN. ( 1) es consecuencia de la bilinealidad del apareamiento que 
define al símbolo de Hilbert. 

(2) : Si a es una norma de K( vlb)/ K, entonces (a, K( vlb)/ K) = 1 y por (2.5 1)

(
a, b) = (a, K( .::/b)/ K)( vb) 

= 
1 (  vb) 

= l .
p K .::fh vfb 

Recíprocamente, si (;·!) = 1 ,  entonces por (2. 5 1 )  (a, K( .::/b)/K)( vlb) = 
.::/b, i.e., u = (a, K( vb)/ K) fija a .::/h, y como K( .::/b) está generado por K y
.::/b, entonces u fija a todo K( .::/b), i.e., u = id, i.e., (a, K( vb)/ K) = 1 y así,
por la ley de reciprocidad, a es una norma de K( .::/b). 

(3): Si  L = K( v'b), pongamos b = 13n E K y factorizando el polinomio x' - b
en L [x] se obtiene 

n - 1 
x!' - b = x!' - /311 = IJ (x - wi {3),

j=O 

donde w E µ,11 es una raíz primitiva de la unidad. 
Observemos ahora que si 13m = b E K para algún m � n ,  entonces por

(2.73) en el Anexo 1 ,  mln .  Sea d el mayor divisor de n tal que {3d = b E K
y pongamos n = dt; entonces L = K(/3) es cíclica de orden t sobre K y los
K-conjugados de x - wi {3 son los elementos x - wi {3 tales que j = i mód (d).
Se sigue que

x" - b =ñ Nx{ff)JK(X - w;/3) = NK(P)/K (ñ (x - w;/3))

y por lo tanto xn - b es una norma de K(/3)/ K. De (2) se sigue que

(
xn 

;K
b, b

) = 1 .  

Poniendo x = O ,  b = -a y  x = l ,  b = 1 - a en  l a  igualdad anterior se  obtiene
(3). 

(4): Probaremos que (3) =? (4). En efecto, 
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1 - (ª\:ab) por (3) 
-

(
ª· �

ab

) (
b, �

ab

) 
por ( 1 )

(
ª

�:
ª

) (::) (::) (
b

�:
b

) 
por ( 1 )

- 1 · (::) (::) · 1 por (3)
- (::) (�:)

y esta última igualdad es (4). (5): Esta propiedad nos dice que el apareamiento de Hilbert es no degenerado 
y esto se demuestra observando que si (;;) = 1 para todo b E K• entonces, por (2), (!·;) = 1 para todo b E K* y así, por (2.5 1 ), (b, K( .::/a)/ K)( ,:fa) = yapara todo b E K*,  i .e. , (b, K( ,:fa)/ K) fija a ya para todo b E K* .  Pero como la imagen de K* es densa en Galªb(Ks/K), se sigue que Galªb(Ks/ K) fija a ya y por lo tanto ya E K* y así, a E (K*)" . O 

Nótese que de las propiedades del símbolo de Hilbert se puede deducir de nuevo el teorema (2.43) para primos p =f car (K), es decir, tenemos otrademostración del corolario (2.50): 
Corolario 2.53. Sean K un campo local y p un primo distinto de car (K). Sea 
L una extensión finita de K que contiene al grupo de raíces p-ésimas de la 
unidad. Si g E L * y si g es una norma de toda extensión cíclica de L de grado 
p, entonces g E L  *P. 

DEMOSTRACIÓN. Si g es una norma, entonces por la propiedad (2) (;·;) = 1 paratoda a y así, por (4), (;·;) = 1 para toda a; de (5) se sigue que g E (K*)" . O 
Para terminar la demostración del teorema (2.43) sólo falta considerar el caso cuando el primo p es igual a la característica del campo K. Los métodos son similares, reemplazando teoría de Kummer con teoría de Artin-Schreier. 

197 



2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Teoría de Artin-Schreier. Trasladando los resultados de teoría de Artin­
Schreier del Anexo 2 al contexto cuando K es un campo local de característica 
p =/= O y se tiene una extensión cíclica L / K de grado n divisible por p,
comenzamos observando que no podemos proceder como en el caso de teoría 
de Kummer (2.50), ya que cuando car (K) = p =/= O, el grupo (K*)P no tiene
índice finito en K* porque, claramente, (K*)P es cerrado en K* pero no es
abierto: 

En efecto, recordemos primero que los campos locales K de característica 
p =/= O son de la forma 

K = IF((t)). 
i.e., son campos de series formales sobre un campo finito IF de característica p. 
La identificación anterior se hace al elegir un parámetro uniformizador 7T' de K 
y mandando este parámetro a t. 

Para mostrar que (K*)P no es abierto, consideremos la siguiente sucesión 
de elementos de K* : 

Un := 1 + tP + tP2 + · · · + tp" + tPn +¡.
Claramente, Un (/. (K*)P ; sin embargo su límite

00 

U := lím {Un } = "\" tpJ
n-+oo LJ 

j=O 

es una potencia p-ésima, i.e., u E (K*)P; por lo tanto el complemento de (K*)P 

no es cerrado y así (K*)P no es abierto y consecuentemente no tiene índice
finito en K*. 

Ya que no podemos proceder como en (2.50), la idea es proceder como en 
(2.53), donde usamos las propiedades del símbolo de Hilbert (2.52) definido 
usando teoría de Kummer, sólo que ahora usaremos la teoría de Artin-Schreier 
del Anexo 2 para definir los símbolos correspondientes. 

El símbolo de Artin-Schreier. Sea K un campo local de característica p =/= O. 
Sean Ks una cerradura separable de K y GK := Gal(Ks/ K). El apareamiento 
(1) Hom(Gal(Ks/K), Z/pZ) x Gal(Ks/K) -- Z/pZ
dado por (x, a) 1---+ x(a), en vista del isomorfismo de la teoría de Artin-Schreier
(Anexo 2 ,  (2.82)):

(2) Hom(Gal(Ks/ K), Z/ pZ) � K/ p(K)
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2.6. El teorema de existencia 

y del isomorfismo dado por la ley de reciprocidad 

(3) 

se vuelve el apareamiento: 

(4) 

al cual se denota [a, b)pl( y se llama el símbolo de Artin-Schreier o símbolo 
de Hilbert semiaditivo. Explícitamente este símbolo está definido como sigue: 
por teoría de Artin-Scbreier (Anexo 2), un elemento a E K define un carácter 

mediante x0(a) := a(a) - a, donde a es una solución de xP - x - a = O. 
Y para un elemento b E K* , si denotamos su imagen, bajo el morfismo de 
reciprocidad, como ab := (b, Ks/ K), entonces la definición del símbolo de 
Artin-Schreier es 

[a, b)px := Xa(ab) = ab(a) - a= (b, Ks/K)(a) - a, 

para a E K, b E K* y a una solución de la ecuación xP - x - a= O. Hemos 
así probado el teorema siguiente, que relaciona el símbolo de Artin-Schreier 
con el símbolo de norma residual: 

Teorema 2.54. Sea K un campo local de característica p i= O. Sean a E K
y b E K*. Entonces 

[a, b)pK = (b, Ks/ K)(a) - a,

donde a E p-1 (a) es cualquier solución de la ecuación xP - x = a. 

o 
Las propiedades básicas del símbolo de Artin-Schreier son: 

Teorema 2.55. Sea K un campo local de característica p i= O. El símbolo
de Artin-Schreier satisface las propiedades siguientes: 

(1) Es lineal en ambas variables:
(i) [a, bb' )px = [a, b)pK + [a, b' )PK.

(ii) [a + a', b)pK = [a, b)px + [d, b)px · 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

(2) [a, b)pK = O si y sólo si b es una norma de K(a)/ K, donde p(a) = a. 
(3) [a, a)¡,K = O para todo a E K*. 

(4) Si [a, b)pK = O para todo b E K*, entonces a E p(K).

DEMOSTRACIÓN. (1) es consecuencia de la bilinealidad del apareamiento 
(Anexo 2, (2.81)) que define al símbolo de Artin-Scbreier. 

(2): Si b es una norma de K(a)/K, entonces el símbolo de norma residual 
(a, K(a)/ K) = 1 y por (2.54) 

[a, b)PK. = (b, K(a)/ K)(a) - a= 1 (a) - a= O. 
Recíprocamente, si [a, b)pK = O, entonces por (2.5 4) el símbolo de norma

residual es (b, K(a)/ K)(a) = a, i.e., u := (b, K(a)/ K) fija a a y como 
K(a) es generado por a y K entonces u fija a todo K(a), i.e., u = id, i.e. 
(b, K(a)/K) = 1 y así, por la ley de reciprocidad, b es una norma de K(a).

(3): Observemos primero que si a E p(K), i.e., si a = p(a) con a E K, 
entonces por (2.5 4) 

[a, a)PK = (a, Ks/ K)(a) - a= a - a= O
(la penúltima igualdad es porque a E K y así queda fija bajo (a, Ks/K) E 
Gal(K3/K)). 

Supongamos ahora que a rJ. p(K). Entonces la extensión K(a)/K es 
cíclica de grado p y como los conjugados de a son los elementos a + j con 
j E Z/ pZ = lF p, se sigue que

p- 1
Nx(a)/K(a) = IJ (a + j) = a,

j=O 

i.e., a es una norma de K(a)/ K y por lo tanto [a, a)PK = O por la parte (2). 

(4): Si [a, b)¡,K = O para todo b E K*, entonces, para <Tb := (b, Ks/ K), por
(2.5 4) se tiene que 

O =  [a, b)pK = <Tb(a) - a,
i.e., <Tb( a) = a para todo b E K* y como los <Tb son densos en G K, entonces a
queda fijo por todo GK y por lo tanto a E K, y así, a= p(a) E p(K). O 

Para poder probar el caso restante del teorema (2.43), necesitamos calcular 
explícitamente el símbolo de Artin-Schreier. Este resultado es la fórmula de 
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2.6. El teorema de existencia 

Schmid (2.59), y para demostrarla recordamos primero los conceptos involu­
crados. Comenzamos recordando que los campos locales K de característica
p -:/= O son de la forma

K = IF((t)).

i.e., son campos de series formales sobre un campo finito IF de característica
p. El campo K = IF((t)) se puede ver como la completación de un campo
valuado F, donde F es una extensión de grado de trascendencia 1 de IF, o lo que 
es lo mismo, F es el campo de funciones racionales de una curva algebraica 
(irreducible, lisa y completa) X definida sobre el campo finito IF. Ahora, si 
n 1 (F) es el F-espacio vectorial de 1 -formas diferenciales meromorfas de F (ver
el Anexo 3), entonces n 1 (F) tiene dimensión 1 sobre F y si t es un parámetro 
uniformizador, la diferencial dt de t es una base de !l 1 (F). Así, si w E 0 1 (F)
es una forma diferencial meromorfa, podemos escribir w = f dt con f E F. 

Un invariante local importante de la forma diferencial meromorfa w = fdt 
es su residuo que se define como sigue (ver el Anexo 3): usando que K = IF((t)), 
identifiquemos f E K con su imagen en IF((t)); entonces podemos escribir 

f = L ant"
n>>-oo 

con ª" E IF y n >> -oo quiere decir que ª" = O para casi todo n < O. En
particular, el coeficiente ª- 1 de ,- 1 en la expansión anterior de f está definido
y a este coeficiente se le llama el residuo de w = f dt y se denota

Res(w) := ª-1 ·

Se prueba, véase (2.84) en el Anexo 3, que esta definición es independiente de 
la elección del parámetro local t.

Los dos lemas siguientes serán usados en la demostración de la fórmula 
de Schmid (2.59) para el símbolo de Artin-Schreier de un campo local de 
característica p. El primer lema es un caso particular de la fórmula de Schmid 
cuando la segunda variable es el parámetro local del campo K: 

Lema 2.56. Sea K = IF9((t)) un campo local de característica p -:/= O con
parámetro local t y campo residual IF q, q = p". Si a E K y t es el parámetro
local, entonces 

[a, t)¡,K = TrlFq¡'IF PRes, ( a �
t
) •

donde TrlF q /IF 
P 

es la traza de la extensión IF q /IF P-
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

DEMOSTRACIÓN. Probaremos primero que 
[a, t)PK = [e, t)pK

para e = Res(a · �).
(t) 

Escribamos al elemento a como una serie de potencias en t :  
a =  L ªn t

n = L ªn � + ao + L ªn t
n .

n n<O n>O 

Por la aditividad en a de las funciones [a, t)pK y [Res(a�). t )pK , se sigue que podemos considerar por separado a cada sumando de a en (t). 
(i): El sumando de enmedio ao (constante) es tal que dt Res(ao -) = ao

t y la fórmula a probar es la tautología [ao, t)pK = [ao, t)pK · (ii): Para el sumando a := L ªn� se tiene que Res (a�) = O, y debemos
n>O entonces probar que [a, t)pK = O.  Para esto observemos que a E p(K), porque

00 si ponemos a := L ªP1 E K entonces p(a) = aP - a = -a, ya que al
j=O considerar aP se recorren los sumandos de a un lugar y al restar aP - a sólo sobrevive el sumando -a; se sigue que a E p(K) y así, por (2.54), 

[a, t)pK = (t, Ks/K)(a) - a =  a - a =  O,
la penúltima igualdad porque a E K y así queda fija bajo (t, Ks/ K), que es loque queríamos probar. 
(iii) : Para el sumando a : =  L ªn� '  como a es meromorfa en la suma sólo

n<O hay un número finito de sumandos y por la aditividad en la variable a podemos suponer, sin perder generalidad, que sólo hay un sumando, i .e., que a = ui-ncon u E IF y n > O. Se sigue. que dt dt Res(a-) = Res(ut-n -) = Res(ut-n- 1 dt) = O
t t ya que -n - 1 < - 1 ,  y debemos probar entonces que [a, t)pK O.Argumentamos por inducción sobre n .  
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Primero observamos que, por la linealidad (2.55) del símbolo de Artin­
Schreier en la segunda variable, 

[u t-n , t-n )PK = -n [u t-n, t)pK = -n [a, t)PK

y por (2.55)(3) se tiene que 

O =  [ut-n , ut-n )PK = [ut-n, u )¡,K + [ut-n, t-n )¡,K = [ut-n, u )¡,K - n [a, t)pK ;

se sigue que 

P E lF para algún
() E lF, de tal forma que 

[ut-n, u ) pK = [a, u )¡,K = [a, ()P) ¡,K = p[a, O)¡,K = O
y por lo tanto en ( *) se tiene que 

-n [a, t)p K  = Ü. 

Se tienen entonces dos casos: 

CASO 1: Si n es coprimo con p, entonces la igualdad anterior implica que
[a, t )pK = O, que es lo que queríamos probar.

CASO 2: Si pJn ,  digamos n = pm, como antes pongamos u =  ()P. Entonces 

a = ut-n = ()Pt-pm = (()t-m)P = p(Ot-m) + ()t-m 

y así 

ya que por (2.5 5), 

[a, t )¡,K - [p(Ot-m) + ocm , t)¡,K
- [p(Ot-m ), t)PK + [()Cm , t )pK 

- [Ot-m , t)PK ,

[p(ot-m), t)pK = (t, Ks/ K)(ot-m) - 01-m = o,-m - 01-m = O
porque 01-m E K. 

Si p f m ,  ya terminamos por el caso l. Si pJm , repetimos el proceso. El 
resultado [Ot-m , t)¡,K = O se sigue por inducción ya que m < n.

Finalmente, probamos la fórmula del lema: para esto, consideremos la 
extensión fi nita JF' = lFq(a) donde p(a) = e y pongamos K' = JF'((t)).
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Entonces la extensión K' / K es no ramificada y, por el cálculo del símbolo 
de norma residual para extensiones no ramificadas (2.32), se tiene que 

(t, K' / K) = FrvK (t) = Fr,
donde Fr es el Frobenius de Gal(K' / K) � Gal(IF' /IF q) y donde usamos el hecho 
de que vK(t) = 1 porque es un parámetro local. Por el teorema (2.54) se tiene 
entonces que 

[c, t)i,K = (t, K' / K)(a) - a= Fr(a) - a 

aq - a= aP1 - a, donde q = pi= IIF'q l
/ /- 1 /- 1 /-2 

- (aP - aP ) + (aP - aP ) + . .. + (aP - a) 
/- 1 /-2 

(aP - a)P + (aP - a)P + · · · + (aP - a) 
/- 1 /-2 = cP + cP + · · · + c

- Tr!Fq/IF/c).

o 
Para el segundo lema necesitamos antes un resultado que es el análogo 

multiplicativo de la expansión en serie de un elemento a E K; 

Proposición 2.57 (Hensel). Sean K un campo discreto completo, O K su anillo
de enteros, n � O K un conjunto completo de representantes del campo residual 
K de K tal que O E 'R, y 7r un parámetro local de K. Entonces, para cada
a E K* existen n E Z, O; E 'R, í � O, unívocamente detenninados, tales que
a tiene la expansión siguiente, como un producto convergente: 

a= 7rn0o TI (1 + 0;7r;).
j�J  

DEMOSTRACIÓN. Descompongamos a E K* como a= 7rnuo, con n = vK(a)
y uo E UK . Usando el isomorfismo (l.65)(l) UK/U�) � X* (dadopor u f-+ U),
podemos escribir uo E UK como uo = Oou 1 con Oo E 'R y u¡ E u�> , y así
a = 7rn0ou 1. 

Ahora, usando el isomorfismo (l.65)(2) u�> ¡uf> � K (dado por 1 +e7r 1--+ 

s), si escribimos u 1 = 1 + t:7r E u�) , su imagen bajo el isomorfismo anterior 
es s y escogiendo un representante 01 E 'R de s, al considerar el elemento 
1 + 01 7r E ur> notamos que al reducir este elemento y a u 1 = 1 + t:7r 
estas reducciones son iguales en K, i.e., e = 01 E K, y por lo tanto 
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2.6. El teorema de existencia 

u 1 ( 1  + 0¡ 7r)- 1 E u�) y así u 1 = ( 1  + 01 7r)u2 con u2 E U�) . Se sigue 

que 
(2) con u2 E UK . 

Por inducción, supongamos que ya se probó que 

(i+ I )con U;+ ¡  E UK 

Entonces, usando el isomorfismo ui+ I ) ;ui+2) � K, si escribimos u;+ 1 -
I + e7Ti+ 1 su imagen bajo este isomorfismo es e y por lo tanto existe un
0;+ 1  E R tal que e = 0;+1  E K y así el elemento 1 + 0;+ 1 7Ti+1  E ui+ I )
es tal que u;+ 1 0  + 0;+ 1 7Ti+ l )- 1 E ui+2l ,  i .e. , u;+ 1 = ( 1  + 0;+ 1 7Ti+ 1 )u;+2 con
u¡+2 E ui+2) y por lo tanto

a =  1rnOo( l  + 0 1 1r) · · · ( 1  + 0¡7Ti)( 1 + O¡ � 1 '7Ti+ l )u; .. 2

con U;+2 E u�+2) _
Para la unicidad de la descomposición, observamos que n y Oo están 

claramente unívocamente detenninados y para los otros factores, si sucediera 
que 

rro + 0¡'1Ti) = rro + (1¡'1Ti),

entonces en K se tendría que O; = 01 ¡ y por lo tanto O; = Of en R. O 

El segundo lema que necesitaremos para la fórmula de Schmid nos dice que 

Tr!F /!F Res, se comporta como el símbolo de Artin-Schreier para las normas: 
q p 

Lema 2.58. Sea K = IFq((t)) un campo local de característica p > O con
parámetro local t y campo residual IF q, q = pf. Si a E K y b E K* es 
una norma de Za extensión cíclica L := K(u), donde u es una solución de la 
ecuación de Artin-Schreier uP - u = a, entonces, 

Tr!F
q/lFp Res, (a!) = O,

donde TrlFq/!F 
P 

es la traza de la extensión IF q/lF p·

DEMOSTRACIÓN. Como b = NL¡K(Z) = It aJ<z), con z -/:- O en L y aj en
Gal(L / K), entonces 

db 
= 

d(Nz) 
= L daj(z) 

= L aj (
dz

) = TrL/K (
dz

) b Nz j aj(z) j z z 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

y por lo tanto 

Res, (a�) = Res, (a · TrL/K �
z

) = ResrTrL/K ( a �z
) = Res1r (a :z) 

donde 7T E L es el primo de L arriba del primo t E K y la última igualdad es 
por (2.85) en el Anexo 3. 

Esto reduce lo que queremos probar a 

TrlFq/lFp
Res1r (a :z) = O,

y si recordamos que a= uP - u, entonces lo que debemos probar es que

(*) TrlFq/IFpRes1r (uP :z
) = TrlFq/lFp Res1r (u:z ) . 

Para probar esta última igualdad, escribarno u como una serie 

u =  ¿cj'TTj 

y a z f= O en forma de producto usando (2.57) 

z = 7Tm ºº II < t  + 0¡7Ti). 
i2'. 1  

Como estamos en característica p ,  se tiene entonces que 

uP = ¿cf 1rÍP

y la derivada logarítmica de z es 
dz = m d1r + L i0¡7Ti-Id

:' = m d1r + L i6; 7T; 
. dTr.

z 7T . 1 + 0;7T1 1r . 1 + 0¡7T1 7T 
1 1 

Se sigue que 

y 
dz 

u -=
z 

(L p jp) ( 
d1r I: w;7Ti d7T

)C , 7T  m - + . -
. 1 1r . 1 + 6;7T1 7T 

] 1 

(" j) ( d1r " i0¡7Ti d7T
) � Cj'TT m- + � . 1r . 1 + O; 7r1 7r 

] 1 

de tal forma que para probar (*) debemos probar las dos igualdades siguientes: 
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y 
(2) 

i · Trfiil' 1111 Res.,,. (c1�7rlP O;'TT"i 

. 
d'TT

) = i · Tr!F 1111 Res'IT (c1'TT'J 
1 

O;
;

; 
. d'TT

)
q ¡ u· p } + O¡'TT'' 'TT q ¡ u p  + ;'TT' 'TT 

para i � l .  
Para probar las igualdades (1) y (2) usaremos el hecho siguiente: si a es 

un elemento del campo residual IF de L, entonces 

(t) Tr!Fq/!Fp TrIF¡!F/aP) = Tr!Fq/!Fp Tr!F/!F/a),

y esto último se prueba como sigue (aquí f = [IF q : lF p] y m = [lF : lF q]) :

fm ya que aP = a.

2 /m - 1  
- aP + aP + . . .  + (aP)P 

2 fm - aP + aP + . . .  + aP 
2 fm- 1 fm - a + aP + aP + · · · + aP + aP - a

fm - Tr!F/!F/a) + aP - a
TrIF/!F/a), 

Ahora, en la fórmula ( 1 )  para j � 1 el residuo es O en ambos lados de la 
igualdad, y así no hay nada que probar. Lo mismo sucede si j :::; -1. En el
caso j = O restante, la igualdad (1) se reduce a probar que

Tr!Fq/lFp Res-'IT (cb'
d
:) = TrIFq/!Fp Res'IT (co �)

y los residuos en ambos lados de esta última igualdad son e{; y co respectiva­
meµte, de tal forma que lo que debemos probar es que 

Tr!Fq/!F /e{;) = Tr!Fq/!F /co)

lo cual es precisamente lo que probamos en (t). 
Finalmente, para la fórmula (2) notemos que esta igualdad es cierta para i = O (mód p) ya que TrIF

q/lFp : 1Fq --+ lF P y así ambos lados de (2) son O.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Supongamos entonces que mcd(i, p) = l. Observamos que para i + j 2: 1 los
residuos en ambos lados de (2) son O; ahora, si i f j entonces j = ir + s y así 

J. 0¡7Ti d7T - . ir 0¡7Ti s- ld c ·7T . c 7T 7T 7T 1 I + 0¡7T1 7T - 1 I + 0¡7Ti ' 

y por lo tanto el cálculo de los residuos en (2) se reduce al caso cuando i + j � O 
e ilJ. Ahora, escribiendo 

(J¡7Ti
- � ,Je ki. - � tf{7T 1 + 0;7T' 

k=l 

y j = ir, los residuos en (2) se calculan como sigue: 
¡ 00 

1 e;7T d7T ir L ok ik d7T
c ·7T . = c ·7r . 7T -J 1 + (J,7rl 7T J 1 7T 1 k=I  

donde el coeficiente de 7T- l se obtiene poniendo ir = -ik, i.e., k = -r = -j/i
y así el residuo del lado derecho de (2) es 

reduce a 

la cual es precisamente (t). 
lema. 

El resultado principal es: 

Esto completa la demostración del segundo 
o 

Teorema 2.59 (H. L. Schmid). Sea K un campo local de característica p # O, 
i. e. , K = 1F q((t)) es un campo de series fonnales sobre un campo finito 1F q, con
q = p". Sean a E K y b E K*; entonces

DEMOSTRACIÓN. Escribamos b E K* de la forma b = bof con bo E U K 
una unidad de K* y r = vK(b); entonces, por la bilinealidad del símbolo de 
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Artin-Schreier, se tiene que 

[a, b)pK. = [a, bo{) pK. = [a, bo)pK. + r[a, t)pK. O +  r[a, t)pK. ya que bo E U x es una norma y usamos (2.55)(2).- r[a, t)pK.

- rTr!Fq/IF, Res1 ( a �t ) por el lema (2.56)
- TfJFq/lF, Resr (ra�' ) .

Ahora, para b = bot,. se tiene que 

db dbo dt - = - + r·-· 
b bo t y multiplicando por a se tiene que 

db db0 dt 
a- - a- = ar-

b bo t 'y así, substituyendo en la igualdad previa, se tiene que 

[a, b)pK. = Tr!Fq/lF ,Res1 (ra �t ) 

- TrlFq/lF,Res, (a�) - TfJFq/lF,Resr (a:º )
= TrlFq/JF ,Res, (a�) ,

ya que bo es una unidad y por lo tanto una norma de K(p-1 (a)), y así, por ellema (2.58), se tiene que Tr!F
q/lF PRes1 

( at) = O. D
Podemos ahora probar el caso que faltaba del teorema (2.43): 

Corolario 2.60. Sea K = IF'((t)) un campo de característica p f:. O. Si b E K*
es una nonna de toda extensión cíclica de K de grado p, entonces b E (K*)P.

DEMOSTRACIÓN. Como las extensiones cíclicas de grado p de K son de la forma K(a), donde p(a) = a E K por (2.79) en el Anexo 2, entonces por(2.55)(2) se tiene que [a, b)pK. = O para toda a E K. Ahora, si b no estuviera
en (K*)P entonces la diferencial db/b no se anularía, ya que db = O si y sólo
si el desarrollo en serie de b es de la forma ¿ a jtpm J. 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Entonces, para cada c E lF podríamos encontrar algún elemento a E K tal 
que Res(aa:) = c. Pero por la fórmula de Schmid,

TrIF/JF/c) = TrIF/JF P ( Res (a!)) = [a, b)¡,K = O,

lo cual contradice el hecho de que la traza 

TrIF /IF p 
• lF -+ IF P

es suprayectiva ( 1 .97). o 

La fó1mula de Schmid (2.59) es un ejemplo de un cálculo explícito del 
símbolo de Hilbert de un campo local K. En general se desea tener una fórmula 
explícita para el símbolo de Hilbert. Éste es un problema todavía abierto en 
general, y a continuación recordamos una de las situaciones donde se tiene una 
tal fórmula en un caso relativamente sencillo, relacionado, para extensiones de 
grado 2, con la ley de reciprocidad cuadrática: 

Una fórmula explicita para el símbolo de Hilbert en el caso manso. Sea K un 
campo local con campo residual K tal que /1,n � K. El problema de encontrar 
fórmulas explícitas para el símbolo de Hilbert (;·;) en términos de los elementos 
a, b de K en general es muy difícil, sin embargo existe una fórmula sencilla 
en el caso cuando p f n, donde p = car (K). En este caso recordemos que
las extensiones de Kummer K(a1 fn )/ K son mansamente ramificadas, i .e., no
involucran ramificación superior (véase ( 1 .79) y el ejemplo 1 6  antes de (1.57)). 

Observemos, para comenzar, que si p = car ( K) entonces car (K) = O ó
car ( K) = p, y se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.6 1 .  Sea K un campo local con campo residual K de característica p. 
Sea n � 1 un entero tal que p f n. Entonces, K contiene al grupo de raíces 
n-ésimas de la unidad /1,n si y sólo si K contiene una copia J.Ln de este grupo de
raíces n-ésimas de la unidad. De hecho, el morfismo canónico A : U K --t K*
induce un isomorfismo de /1,n � Ux en J.Ln � K*. Nótese entonces que n Jq - 1,
donde q = 1 K I y además se tiene un isomorfismo

K*/ K*n - J.ln 

dado por el paso al cociente de x - x<q-I )/n.
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que K contiene a µ11 • Entonces, los represen­
tantes multiplicativos ( 1 . 17) de µ11 forman un subgrupo µ,. de U K que bajo el 
monismo A es isomorfo a µ,. . Se sigue que K contiene a µ,.. 

Recíprocamente, si K contiene a µ,. , los elementos de µ,. son representantes 
multiplicativos, por ( 1 . 1 6)(2), y su imagen µ11 � K* bajo A es isomorfa a µ,. , 
de tal forma que K contiene a µ,. . O

El teorema siguiente calcula explícitamente el símbolo de Hilbert en el caso
manso: 

Teorema 2.62. Sean K un campo local, K su campo residual y p = car (K). 
Supongamos que p f n y que µ,. � K. Sean a, b E K*; entonces 

(;:) = c(a, b)lq-1)/" ,

donde q = 1 KI  y c : K* x K* ---+ µq- l es el símbolo manso definido por 

c(a b) ·= pr (- l)vK(a)IIK(b) __ 

( 

bllK(a)
) ' ' 

QVK(b) ' 

donde pr : U K ---+ JJ,q- l es la proyección sobre el primer factor de la
descomposición Ux � µq- l  x u�> de (1 .66).

DEMOSTRACIÓN. Para comenzar, obviamente 

es una unidad de K y la función (a, b) := c(a, b)<q-I)/n es bilineal (en el sentido 
multiplicativo); y como también el símbolo de Hilbert (;·;) es bilineal, entonces 
podemos suponer que a y b son elementos primos, digamos a = 7T, b = -7TU,
con u una unidad de K. 

Ahora, como 

entonces 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

y también 

lo cual nos reduce al caso cuando a = 7T y b = u E U K . Pongamos entonces 
z = {fii y K' = K(z). Entonces, considerando la reducción u E K, sea
a =  y'u y la extensión K' = K(a) de K, la cual es cíclica de grado n ;  ahora,
como el polinomio x' - u tiene la raíz simple x = a en K1

, entonces (por el
lema de Hensel) el polinomio x' - u tiene una raíz x = v en K que se proyecta 
a a. 

Sea K' / K la extensión no ramificada correspondiente a K1 
/ K; entonces

K' = K(v) = K( {tu).
Ahora, por (2.32), como K' / K es no ramificada, el símbolo ( 7r, K' / K) es

el Frobenius Frx de K' / K. Se sigue que

(
7r, u

) = (7T, K' / K)(v) = Frx(v) = vq 
= vq- 1 ;

PK V V V 

y, por otra parte, 

(7r, u) = 

y por lo tanto 

( ;; ) = vq- l = (u 1fn)q-l = u <q- l )/n = pr(u)<q- l)/n = (7T, u) mód (PK),

i.e.,

( ;: ) = (7r, u) mód (Px),

y ambos son elementos de /.Lq-1 (para ( 7r, u) por definición y para (;;) por
el hecho de que (;;) E JLn � /.Lq- 1), y como /.Lq- 1 es isomorfo a K* bajo el
monismo Ux -t X* que manda u 1-+ u mód PK (cuyo núcleo es U�\ se sigue
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que 

(::) = ( ?T, u), 

como se quería. o
Corolario 2.63. Sean K un campo local, K su campo residual, p = car (K) 
y 1r un uniformizador de K. Supongamos que p f n y µn � K. Si u E U K,
entonces el símbolo 

( ;·:) = pr(u)<q- 1 )/n

es independiente de la elección del elemento primo 1r de K. 

o

Tiene sentido entonces poner, para u E U K, 

de tal forma que, por lo probado anteriormente, (
p
") es una raíz n-ésima de la

unidad determinada por la congruencia 

(¡,:) = u (q- l )/n mód l'K·

A (
p
") se le llama el símbolo de Legendre o símbolo residual n-ico. Ambos

nombres los justifica la proposición siguiente: 

Proposición 2.64. Con la notación e hipótesis del corolario anterior, si p f n 
y u E UK, entonces 

( ;
K

) = 1 {::> u es una n-potencia mód ¡, K.

DEMOSTRACIÓN. Sea { E u K = µq-1 X u�> una raíz primitiva (q - 1)-ésima
de la unidad y pongamos m = (q - 1)/n. Entonces, ¡n es una raíz primitiva
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

m-ésima de la unidad y se tiene que

(;K) = pr(ur = 1 � pr(u) E JLm

� pr(u) = cci ya que (n es generador de 1-Lm 

� u = pr(u) = cr/r mód PK · 
D 

Para extensiones cuadráticas del campo de números p-ádicos K = (Qp ,
tenemos: 

Corolario 2.65. Sean n = 2 y p > 2 un primo racional. Si a, b E Q;,
pongamos a =  pªa' y b = p�b' con a', b' E Uo_P. Entonces, 

I I - I / 
ya que (ª /) = (P; ) = (P; ) (la segunda igualdad porque e= e-1 en µ,2,
el rango del símbolo de Hilbert), (P;;) = (- l)<p- I )/2 por el teorema previo y
(ª

1
/) = 1 por el mismo teorema ya que a', b' son unidades. Se sigue que 

ya que a' y b' son unidades. D 
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DEMOSTRACIÓN. Por la rnultiplicatividad del símbolo de Hilbert: 

(ª/) = (ª'Pª~b'~) 
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2.7. El teorema de Krone.cker-Weber local 

2.7 El teorema de Kronecker-Weber local 
Por el teorema de existencia, todo subgrupo abierto de índice finito N � K* es
un grupo de normas y así, por el corolario (2.45), contiene a un subgrupo de la 
forma u';>. Podemos entonces definir: 

Definición 2.66. Si L/ K es una extensión finita de Galois de campos locales
y f es el menor entero 2: O tal que ut.[> � NL¡KL * ,  entonces el ideal de Ox 
dado por 

f ·- hf.- YK
se llama el conductor de la extensión L / K 

Proposición 2.67. Una extensión abeliana finita de campos locales L/ K es 
no ramificada si y sólo si su conductor f - 1 .  

DEMOSTRACIÓN. Si L / K es no ramificada entonces u�) = u K = N L/ K u L �
N L/ K L * por (2.5) y por lo Lanto f = O, i.e., f = l. 

Recíprocamente, si f = 1 entonces U K := u�) � N L/ K L *. Por otra
parte, el grupo de normas N L/ K L * contiene algún ut) = 1 + 'TT'_k(h por
(2.45) y esto, combinado con el hecho de que 1 E U K � N L/ K L • ,  implica que 
'TT'k = ( l +'TT'k)-1 E N1,¡xL* para algún n y por lo tanto (n'k) x Ux � NL¡K L*.
Sea M/ K la extensión no ramificada de grado n .  Entonces, el primo 'TTK de K 
también es primo de M y como M* = ('TTM) x UM, se tiene que 

NM¡K M* = NM¡K(('TTM) x UM) = ('TTV x Ux � NL¡K L* 

ya que NM¡xUM = Ux porque M/K es no ramificada, y así, por (2.39)(2), 
M 2 L y por lo tanto L/ K es no ramificada. O 

Observación. En la demostración anterior vimos que si M/ K es una extensión 
no ramificada de grado J, entonces para M* = UM x ('TTK) (donde recordamos 
que como M/ K es no ramificada entonces 'TTK es primo de M también) se tiene 
que 

NM¡xM*  = NM¡x(UM X (7rx)) = NM¡K UM X NM¡x('TTx) = Ux X (7r{) 

ya que como M/ K es no ramificada, entonces N M/ K U M = N M/K U K y por 
definición de norma NM¡x('TTK) = 'TTk, con f = [M : K]. Se sigue que todo 
subgrupo de normas de K* contiene un grupo de la forma UK X (7rk).
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Entonces, por el teorema de existencia, todo sub grupo abierto de índice 
finito N � K* contiene un grupo de la fonna ( 7rf) x u�) que también es de
índice finito. Se sigue entonces que toda extensión abeliana finita L / K está
contenida en el campo de clases de un grupo de normas de la forma ( 7Tn) x u�>. 
Por esta razón los campos de clases de estos grupos son de interés especial. En 
el caso de K = Qp , donde 7T = p, probaremos a continuación que el campo
de clases del grupo (p) x u�> es precisamente el campo ciclotómico Qp(µ,p

n)
obtenido adjuntando las raíces pn-ésimas de la unidad a Qp. Comenzamos con
el resultado siguiente: 

Lema 2.68. Sea t una raíz primitiva ¡11-ésima de la unidad. Entonces, 

(1) La extensión Qp(()/Qp es totalmente ramificada de grado pn- 1 (p - 1).

(2) ,\ := { - 1 es un primo de Qp(() y su nonna es: NQp(OfQ/-A) = p. 

(3) El grupo de Galois 
Gal(Qp(()/Qp) � (Z/ pnz)*

( el grupo de unidades del anillo Z/ pnZ). 

DEMOSTRACIÓN. Por el criterio de Eisenstein para Q P , el polinomio ciclotómico

xP" - 1 n - l (  n - 1  
<l>(x) = = xP p- I ) + · · · + xP + 1

xµn- i  - 1 
es irreducible sobre Qp y por lo tanto es el polinomio mínimo lrr({, Qp) de {
sobre QP. Se sigue que [Qp(() : Qp] = gr(cI>) = pn-I (p - 1). Pongamos
G = Gal(Qp(()/Qp). Por definición del polinomio mínimo irreducible, 

<l>(x) = IJ (x - a-(()). 
uEG 

Poniendo x = 1 en esta factorización, se obtiene 

p = 1 + · . .  + 1 = <1>(1) = IJ (1 - a-(t)) = IJ a-(1 - t) = NQ.p(l')/Q/1 - [) 
uEG uEG 

y como 

entonces 
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y por lo tanto 
VQp(()(p) 

V1Qp(t)(1 - [) = 
[Qp({) : Qp] 

E Z. 

Finalmente, como V!Qp(()(P) = e es el índice de ramificación de Qp([)/Qp , se
sigue que esta extensión es totalmente ramificada y A := { - 1 es un primo de 
Qp({). Esto termina la demostración de (1) y (2).

rn � D 

Teorema 2.69. El grupo de normas de Qp(µJI' )/Qp es el grupo (p) x U�;·
Equivalentemente, el campo de clases del grupo (p) x U�; es el campo 
ciclotómico Qp(µp• ). 

DEMOSTRACIÓN. Por ( 1 .67), para el campo K = Qp (de característica O) se
tienen isomorfismos (para n � 1 si p i= 2 y para n � 2 si p = 2): 

(1) U�; = (ug1r
•-i cp- l) si p i= 2

(poniendo m = p"-1 (p- l) en (l.67) y observando entonces que vp (m) = 1 -n ,
y así 1 � ( 1  - n) + 1 porque n � 1 )  y 

(2) uJ;; = ( ug;) 2·-2 

si p = 2

(poniendo m = 2 n-2 en (1.67) de tal forma que v2(m) = 2 - n y así
2 � (2 - n) + 1 porque n � 1). 

Esto muestra que U�; � NIQp(J.Lpn )/IQpQp(µp")* si p =j:. 2. Ahora, para
p = 2 observemos que como u�; = 1 + 2"Z2, entonces 

ug; = ug: u sug¡ = (ug:)2 u s(ug:)2
ya que un entero que es congruente con 1 mod 2 2 = 4 es congruente con 1 ó 5 
mod 2 3 = 8. Se sigue que

u<n) = (U(2))2•- 1  U 5(UC2))2•- 1
IQz IQz IQz 

y como s2·-
2 = NIQz(J.Lz• )/Q/2 + i), entonces u�; � N!Qz(µ,z• )/IQ2 Q2(µ2• )*

también en el caso p = 2. 
Ahora, en el lema (2.68)(2) mostramos que p = NIQp(µ,pn )/Q/-A) y así

p E NIQp(P.p• )/QpQp(µp•)*; esto, junto con U�; � NIQp (µ,pn )/QpQp(µp•)* ,
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muestra que 

y claramente este subgrupo tiene índice p"- 1(p - 1), que es igual al índice del
sub grupo NQ.p(µp• )/Q/Jp(/J,p" )* � Q; por el isomorfismo

Q;/NQ.p (µfl" )/QpQp(µfl")* '.::'. Gal(Qp(µp•)/Qp)

y porque [Qp (µp•) : Qp] = pn- 1 (p- 1) por (2.68)(1). Se sigue que la inclusión
( *) debe ser una igualdad: 

(p) X U�; = NQ.p(µ,,,.)/Qp Qp(/J,p" )*,
como se quería. D 

También necesitaremos el siguiente resultado sobre extensiones no ramifi­
cadas de Qp , que esencialmente es (l.64):
Lema 2. 70. La extensión no ramificada de grado f de Qp es el campo 
de descomposición del polinomio xP1 - x sobre Qp , es decir; es el campo
ciclotómico Qp(µ P¡_ 1 ). 
DEMOSTRACIÓN. El campo residual deQP es IF P y así existe una única extensión
de grado f de IF p , a saber IF pi que, de hecho, es el campo de descomposición
de xP1 - x sobre IF p · Así, la extensión no ramificada K de Qp tiene campo
residual IF pi.

Ahora, para el polinomio f(x) = xP1 - x sobre Qp se tiene que J'(x) = 
pi xP1- 1 

- 1 y así, para todo a E OK se tiene que la valuación

IJ'(a)lp = ¡ plaP1-1 - l lp = 1
ya que I pi aP1 - 1 ¡ P � O. Entonces, por el lema de Hensel, para todo
a E IF pi = OK/PK existe un a E a � OK tal que f(a) = O. Así, como
el polinomio f(x) se descompone en IF pi entonces f(x) se descompone en K. 
Además, el campo de descomposición de f(x) sobre Qp no puede ser menor
que K = Q p(µ pi_ 1) ya que su campo residual debe contener al menos pf
elementos. Se sigue que el campo de descomposición de f(x) sobre Qp es
K = Qp(µpi- 1 ) .  D

Como consecuencia de los resultados anteriores, obtenemos la versión local 
del teorema de Kronecker-Weber: 
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Teorema l. 7 1  (Kronecker-Weber local). Toda extensión abe liana finita L de 
(Qp está contenida en un campo ciclotómico (Qp(0, donde ( es alguna raíz 
primitiva de la unidad. En otras palabras, la extensión abeliana máxima 
Q�b /Qp se obtiene adjuntando todas las raíces de la unidad. 

DEMOSTRACIÓN. Sabemos, por la observación después de (2.67), que (pi) x 
U�; � Ni¡Q, L • para algunos enteros f y n .  Por lo tanto, L está contenido en
el campo de clases M del grupo (pi) x U�;. Pero como 

(pi) x U�; = ((pi) x UQ,) n ((p) X U�;) 

ya que (pf) � (p) y ut> � Ux, entonces por el teorema (2.39)(3) el campo
de clases M es el campo compuesto M = M1 · M2 del campo de clases M1 de
(pÍ) x UQ, y el campo de clases M2 del grupo (p) x u�;. 

Ahora, por el teorema anterior, M2 es el campo ciclotómico Qp(µp•) y si
consideramos la extensión no ramificada F/Qp de grado J, entonces el primo 
p de (Qp es el primo de F y por lo tanto F* = (p) x UF; así, 

NF/Q,(F*) = NF/Q,(P) x NF/Q, (Up) = (pf) x uQ,

y por lo tanto M1 = F, i.e., M1 es la extensión no ramificada Mt /(Qp de grado 
f y así, por el lema (2.70), M1 es el campo ciclotómico M1 = Qp(µp1-i). 

Se sigue entonces que 

o 

2.8 Anexo 1 :  Teoría de Kummer 
Sea K un campo arbitrario, no necesariamente local; sea n � 1 un entero 
coprimo con car (K) y supongamos que K contiene al grupo µn de raíces n­
ésimas de la unidad. El resultado siguiente, conocido como el Teorema 90 de 
Hilbert ya que ocurre como el núinero 90 de los 169 teoremas del reporte sobre 
teoría de números de Hilbert (el famoso Zahlbericht de 1893), es importante 
para el estudio de extensiones cíclicas, como lo muestra el corolario que le 
sigue. Recordemos que una extensión L / K se llama cíclica si es de Galois y 
su grupo de Galois es cíclico. 
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Teorema 2. 72 (Teorema 90 de Hi lbert). Sean L / K una extensión cíclica fi­
nita y <T un generador de Gal(L / K). Entonces, un elemento a E L * tiene 
norma NL¡K(a) = l si y sólo si es de la forma a =  b/u(b) para algún b E L*.

DEMOSTRACIÓN. Si a =  b/u(b) con b /= O y si J G J  = n, entonces 

n- 1 
k n- 1 b u(b) <Tn- 1 (b)

NL¡x(a) = IT <T (a) = au(a) · · · <T (a) = - · -- · · · = 1, 
k=O a-(b) u2(b) un (b)

ya que u" = id.

Supongamos ahora que N L/ K(a) = 1 .  Para c E L definamos

bo - ac 
b1 - (au(a))u(c) 

para O � i � n - 1 .  Entonces, 

ya que NL¡x(a) = l .  Más aún, para O � i � n - 2, es claro que

b;+ 1 = au(b;).

Pongamos ahora 

b := bo + · · · + bn- 1 E L .

Mostraremos a continuación que existe c E L tal que b =/=- O. E n  efecto, si 
para todo c E L se tuviera que b = O, entonces 

O bo + b¡ + · · · + bn- 1
- ac + (au(a))u(c) + · · · + (au(a) · · · <Tn- 1 (a))un- 1 (c)

aou0(c) + a1 u(c) + · · · + ªn- 1<Tn- 1 (c)

donde ªJ := au(a) · · · uÍ(a) E L *, y por lo tanto, los n automorfismos uí son
dependientes sobre L, en contradicción con el teorema de Dedekind sobre la 
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independencia de automorfismos. Se sigue que existe e E L tal que b =/= O y 
para esta b se tiene que 

u(b) - u(bo) + · · · + u(bn- 1 )
b1 bn- 1 n - - + · · · + -- + u (e) ya que b;+ 1 = au(b¡) 
a a 
1- - (b1 + · · · + bn- 1 + ac) ya que un(c) = ea 
1 b - -(bo + · · · + bn- 1 + bo) = -,a a 

i.e., a =  b/u(b). o 
Corolario 2.73. Sean L/ K una extensión finita y n � 1 un entero coprimo 
con car (K). Supongamos que K contiene al grupo JJ,n de raíces n-ésimas de 
la unidad. Entonces, L / K es cíclica de orden d que divide a n si y sólo si
L = K( {la) para algún a E K* y din. 

DEMOSTRACIÓN.  Si L = K( '1a) con din ,  entonces L es campo de descomposi­
ción del polinomio separable (ya que d es coprimo con car (K)) r' - a E K[x], 
y como din entonces /J,d � JJ,n � L. Sea w E /J,d � L una raíz primitiva 
d-ésima de la unidad. Entonces

� - a =  (x - a)(x - aw) · · · (x - awd- 1),

donde a es cualquier raíz de r' - a. Se sigue que L = K(a) y claramente todo 
u E Gal(L/ K) está determinado por su valor en a; de hecho, u E Gal(L/ K)
está dado por u( a) :=  wí a para O :'.S j :'.S d - l ;  si denotamos esta u por u j se
observa que

u; o Uj(a) = u;(awÍ) = wíu;(a) = WÍ(w'a) = wi+ía,

donde usamos que w E K, por lo que la podemos sacar del morfismo u; . Si 
ahora ponemos o-1 : a 1--+ aw, de la igualdad anterior se sigue que para todo 
u j E Gal(L / K) se tiene que

j veces ,____ Uj = U¡ O · · ·  O 0-1 = (0-1)1.

Se sigue que Gal(L/ K) es cíclico de orden din.  
Recíprocamente, si Gal(L/K) es cíclico de orden din ,  generado por u, sea 

w E /J,d � JJ,n � K � L una raíz primitiva de la unidad. Como w E K su 
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norma es 
Ni¡x(w) = wª = 1 

y así, por el Teorema 90 de Hilbert, existe un a E L* tal que w = a/u(a). De 
esta igualdad se sigue que u(a) = aw-1 , por lo que a � K ya que no queda
fijo bajo u y también se sigue que 

u(aª) = (u(a)l = u(w- 1 · a)ª = w-d · ad = 1 · ad = ad 

y por lo tanto a := ad E K* . Finalmente, como 

x'1 - a =  (x - a)(x - aw) · · · (x - awd- I ) 

entonces K(a) es campo de descomposición de x'1 - a sobre K. Y como
u0, a; . . .  , ud- l son d automorfismos distintos de K(a) entonces 

d :S IGal(K(a)/ K)I = [K(a) : K] :S [L : K] = d
y por lo tanto L = K(a) = K( {fa). o 

El corolario anterior se generaliza considerando extensiones de la forma 
siguiente: sea K un campo que contiene al grupo JLn de las raíces n-ésimas 
de la unidad, con n primo relativo a la característica de K. Una extensión de 
Kummer de exponente n de K es un campo L de la forma 

L = K(efi..) 

donde .ll es un subgrupo de K* que contiene al subgrupo (K*t de n-potencias.
Así, L está generado .por todas las raíces efa. con a E .ll, de tal forma que las 
extensiones de Kummer generalizan, en efecto, a las extensiones cíclicas. Si 
Ll = K*, diremos que la extensión L = K( .::/K*) es la extensión de Kummer 
máxima de exponente n,  de tal forma que L = K( .::/K*) contiene a todas las 
raíces n -ésimas de K. 

En general, si D � K* es cualquier subconjunto y si .ll = (D) � K* es el 
subgrupo que genera, entonces 

K ( ví5) = K ( v'°K) .

El resultado principal es: 
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Teorema 2. 74. Sea K un campo que contiene al grupo J.Ln de las raíces n­
ésimas de la unidad, con n primo relativo a la característica de K. Entonces: 

(1) Si L / K es una extensión de Kummer de exponente n, entonces: L / K es
normal ( Galois, no necesariamente finita) y Gal (L / K) es abeliano de exponente
n. 

(2) Recíprocamente, si L / K es una extensión abe liana de exponente n, entonces
L = K( v'K) con D. = L *11 n K*, i.e., L/ K es una extensión de Kummer de
exponente n. 

DEMOSTRACIÓN. (1): Como L se obtiene de K adjuntando las raíces de los 
polinomios x" - a, a E D. � K*, y ninguno de estos polinomios tiene raíces 
múltiples ya que su derivada nx'1-

1 tiene como única raíz al O y así no tiene
raíces en común con x'1 - a, se sigue que los factores irreducibles de .x'1 

- a son
separables y por lo tanto L / K es separable. 

Para la normalidad, supongamos que M/ L es cualquier extensión finita y 
nomial. Entonces para todo K-monomorfismo a : L >---+ M se tiene que a está 
determinado por sus valores en los elementos de La forma ya E v'K, y para 
estos elementos a E D. los polinomios x" - a se descomponen en L, por lo que
u( ya) E L y consecuentemente u tiene su imagen en L, i.e., a : L -+ L y 
claramente es un isomorfismo. 

Que Gal(L / K) es conmutativo es porque si a, 'T E Gal(L / K), como L está 
generado, sobre K, por los elementos a = ya, a E D. entonces basta ver la 
acción de u y 'T en estos elementos. Ahora, claramente u y 'T mandan a = ya 
a alguna raíz de x" - a, i.e., u(a) = a · e¡ con e¡ E J.Ln y 'T'(a) = a · &j, con 
&j E J.Ln · Entonces (como e¡, &j E µ11 � K y a, TJx = id), se tiene que 

T(u(a)) = 'T'(e; a) = e¡'T'(a) = e¡eia = &j&i · a= u(T(a)). 

Finalmente, dada u E Gal(L / K) sea a = ya, a E D. un generador de 
L sobre K. Entonces u(a) = e¡a, u2(a) = u(e¡a) = e¡ · a(a) = ef · a, 
... , un(a) = e'/ · a = a, ya que e¡ es raíz n-ésima de l. Así an = 1 en todos
los ya y como éstos generan L, entonces u" = 1 en L. 
(2): Como D. = L •n n K*, entonces claramente K( v'K) � L.  Para la
otra inclusión observemos que la extensión L/ K es la composición de sus 
subextensiones finitas L' / K. Ahora, para cada una de estas L' / K su grupo 
de Galois Gal(L' / K) es abeliano finito y así es el producto directo de grupos 
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cíclicos, y cada uno de éstos es, de hecho, el grupo de Galois de una subextensión 
dclica de L' / K. Así, L' / K es la composición de sus subextensiones cíclicas 
y por lo tanto L / K es la composición de sus subextensiones cíclicas. 

Sea M/ K una subextensión cíclica de L / K. Como Gal(L / K) es de 
exponente n, entonces Gal(M/ K) también es de exponente n y así el orden 
IGal(M/ K)I divide a n. Se sigue que M = K( ya) con a E L*n n K* y así
M � K( v'X), y por lo tanto L � K( v'K.). O 

Lo que usualmente se conoce como teoría de Kummer es el contenido del 
teorema siguiente: 

Teorema 2.75. Sean K un campo y n 2: 1 un entero coprimo con car (K) tal 
que J-Ln � K* . Si l:!.. � K* es un sub grupo tal que (K*)" � l:!.. y L = K( ::/&) es 
el campo de Kummer correspondiente, sea G = Gal(L / K). Entonces se tiene 
un apareamiento bilineal: 

Gal(L / K) x � ---t µn , 

dado por (a; a) i---+ u<¡¡>, tal que: 

(1) El núcleo en la izquierda es 1.

(2) El núcleo en la derecha es (K*t.

DEMOSTRACIÓN. Si a E � y <r E G = Gal(L / K), sea a = {fa una raíz 
n-ésima de a. Entonces u(a) = wu a para alguna raíz n-ésima de la unidad 
Wu E µn � K*. La función <r i---+ wu es un homomorfismo de G en J-Ln ya que
si T, <r E G entonces T<r(a) = T(wua) = Wu'T(a) = wuw'Ta. 

Escribamos Wu = u(a)/ a y observemos que Wu es independiente de la 
elección de la raíz n-ésima a de a ya que si a' es otra raíz n-ésima de a, 
entonces a' = a( para alguna ( E J-Ln y por lo tanto 

O"(a') O"(at) (O"(a) O"(a) = 
a' a 

la penúltima igualdad porque ( E J-Ln � K. Hemos así definido una aplicación 
G X � ---t J-Ln mediante (O", a) i---+ Wu = O"(a)/a, para a = {fa una raíz 
n-ésima de a. También usaremos la notación wu = O"(a)/ a =: (a; a) para este
apareamiento que, de hecho, es bilineal: 
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Es lineal para la primera variable ya que, corno vimos antes 
T<T(a) W-rWa-CX 

(T<r, a) = -- = = wa-w-r = (-r; a) (a; a).
a a 

Es lineal en la segunda variable ya que, si a, b E il, sean a, f3 tales que an = a
y 13n = b. Entonces (af3t = ab y así 

(u, ab) = u�a¡
) = u(a

�;
(/3) = u

�
a) u

:
) 

= (u, a) (a; b). 

El núcleo a la derecha es (K*t ya que si a E (K*t � il, entonces a= an 

con a E K y por lo tanto u(a) = a, por lo que 
u(a) a 

(a; a) = - = - = 1 ,
a a 

i.e. , a está en el núcleo. Para la otra inclusión, si a está en el núcleo derecho, 
entonces ( a; a) = 1 para todo u E G. Pongamos a = .::fa y consideremos 
el subcampo K( ..::/a) de K( \l"X). Si a no estuviera en K entonces existiría un 
K-automorfisrno K(a) que no es la identidad, i.e., u(a) f= a. Extendamos u
a un K-autornorfismo de L = K( \l"X) al que seguirnos denotando con u. Para 
este u se tiene entonces que 

1 u(a) 
(u, a¡ = - f= 1 ,a 

en contradicción con la hipótesis de que (a; a) = 1 para todo u. Se sigue que a E K, i.e., a = � E (K*t.  
Finalmente, si u E G está en el núcleo a la  izquierda, entonces (a; a) = 1 

para todo a E il y así, para todo a E L tal que � = a E a, se tiene que
u(a) = a y por lo tanto u es la identidad en L = K( v'X). O 

Observamos ahora que el apareamiento bilineal anterior induce el aparea­miento bilineal no degenerado: 
Gal(L/K) x il/(K*)'1 -----+ µn . 

También, el apareamiento bilineal del teorema anterior induce el morfismo 
il -----+ Hom(G, µ11) mediante a f--+ Xa := ( , a) , i.e., x0(u) := (a; a) = 
u(a)/ a, cuyo núcleo es (K*t, de tal forma que se tiene un monornorfismo 
natural: 

il/(K*)'1 - Hom(G, µ11).
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En forma análoga se obtiene un monomorfismo 

mediante <T � (a; ) ,  el cual es inyectivo por la parte ( 1 )  del teorema anterior. 
De (*) y (**) se sigue que G es finito si y sólo si 11/(K*t es finito, y en 

este caso ( *) es un isomorfismo ya que 

J /1/(K* t J  � I Hom(G, JLn) J = J G J � I Hom(/1/(K*t, JLn)J = J/1/(K*t l, 

por ( *) y ( **) y porque un grupo finito es isomorfo a su dual (i.e, si H es 
un grupo finito, entonces Hom(H, JLn) ::= H). Hemos así probado parte del 
corolario siguiente: 

Corolario 2.76. Sean K un campo y n 2: 1 un entero coprimo con car (K) tal 
que JLn � K*. Si 11 � K* es wi subgrupo tal que (K*t � /1 y L = K( v'°K)
es el campo de Kummer correspondiente, sea G = Gal(L/ K). Entonces el 
monomorf,smo ( *) es suprayectivo y así se tiene un isomorfismo canónico: 

Hom(Gal(L/K), JLn) ::= 11/(K*t .  

DEMOSTRACIÓN. Si L / K es una extensión finita, el monomorfismo ( *) es
suprayectivo por lo probado en las observaciones previas. 

Si L / K es una extensión de grado infinito, sean 11; / ( K*)'1 los sub grupos 
finitos de 11/(K*t y pongamos L; = K( efi;;). Entonces /1/(K*l =
LJ; l1¡/(K*t y L = LJ; L;. Se sigue que los grupos Gal(L/L;) forman una
base de vecindades abiertas del 1 E Gal(L/ K). Ahora, como el núcleo de 
un homomorfismo continuo x : Gal(L / K) - JLn es abierto, entonces debe 
contener a algún Gal(L/ L;). Pasando al cociente, x induce un morfismo 
X : Gal(L;/ K) - JLn tal que x(a-) = x(a-Ji,). Sin embargo, como L;/ K
es una extensión finita, entonces por lo probado en la primera· parte de esta
demostración se tiene que x es de la forma Xa para algún a E 11; .  Se sigue que 

x(u) = Xa(a-Ji, ) = u( ya)/ ya = Xa(u)

y así x = Xa , i.e. , el monomorfismo (*) es suprayectivo. 

2.9 Anexo 2: Teoría de Artin-Schreier 

o 

Sea K un campo de característica p # O. El caso que nos concierne ahora es
cuando se tiene una extensión cíclica L / K de grado n tal que pJn. El resultado
siguiente reduce este caso a una forma más simple: 
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2.9. Anexo 2: Teoría de Artin-Schreier 
Lema 2.77. Sea L/ K una extensión dclica de grado n y supongamos que 
n = p'm, donde O #  p = car K y p f m. Entonces, existe una torre de campos 

K = M, s;;; · · · s;;; Mo s;;; L
tal que L / Mo es una extensión cíclica de grado m, y para cada O � i � t, 
M¡/ M;+1 es una extensión cíclica de grado p. 

DEMOSTRACIÓN. Como L/ K es cíclica, cualquier subgrupo de Gal(L/ K) es normal (de hecho, subgrupos y cocientes de grupos cíclicos son cíclicos). Entonces, del teorema fundamental de la teoría de Galois se sigue que para cualquier campo intermedio K s;;; M s;;; L se .tiene que tanto M/ K comoL /M son extensiones cíclicas. Consecuentemente, si M1 s;;; M2 son campos intermedios de L í K, entonces Mi/ M 1 es cíclica.Ahora, para n = p' m con p f m, sea H el único subgrupo cíclico de ordenm de Gal(L/ K) y sea M0 = LH el campo fijo de H. Entonces, L/Mo es cíclicade grado m (su grupo de Galois es H) y Mo/ K es cíclica de grado p'.Ahora, como Gal(Mo/ K) es cíclico de orden p1 , entonces es soluble y así existe una sucesión de subgrupos 1 = Go s;;; G1 s;;; · · · s;;; G, = Gal(Mo/ K) tales que !Gt l  = ¡} y  los cocientes G;+i /G; son cíclicos de orden p. Para cada i sea M; el campo fijo de G; en Mo/ K. Es claro que Mo = Miºy M, = M�al(Mo/ K) = K. Por el teorema fundamental de la teoría deGalois, para la sucesión de subgrupos anterior se tiene asociada una torre de campos intermedios: Mo 2 M1 2 · · · 2 M, = K tales que los grados [M; : M;+i l  = [G;+ 1  : G;] = p, y además Gal(M¡/M;+1 ) � G¡/G;+1 ,  que es cíclico de orden p. D 
Como consecuencia de este lema, es entonces suficiente considerar ahora el caso de una extensión cíclica L/ K de grado n = p = car K. Para poder probar los análogos de los teoremas (2.73) y (2.74) necesita­remos el análogo del Teorema 90 de Hilbert en una versión ad,itiva, usando la traza de L / K en lugar de la norma: 

Teorema 2.78 (Teorema 90 de Hilbert, forma aditiva). Sea L/K una exten­
sión cíclica de grado n con grupo de Galois G generado por u. Entonces, un 
elemento a E L  tiene traza TrL¡x(a) = O si y sólo si a =  b - u(b) para algún 
b E L. 
DEMOSTRACIÓN. Si existe b E L tal que a = b - u(b), como en (2. 72) se tiene que TrL¡K(a) = O. 
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Recíprocamente, si TrL¡x(a) = O, escojamos un elemento c E L tal que 
TrL¡x(c) = 1 (ya que la traza es suprayectiva en extensiones separables).
Pongamos entonces 

b := ac + (a +  O"(a))O"(c) + · · · + (a + O"(a) + · · · + O"n-2(a))O"n-2(c).

Se sigue inmediatamente que O"(b) = b - a, como se quería probar. O 

Consideremos ahora el caso que nos interesa: sea K un campo de carac­
terística p /= O. Pongamos p(x) := xP - x; entonces, corno car (K) = p, p
es un endomorfismo del grupo aditivo de K, llamado el rnorfisrno de Artin­
Schreier. El resultado análogo a (2.73) es corno sigue: si a E K, sea a E Ks 
cualquier raíz de la ecuación 

p(x) - a = xP - x - a = O
y consideremos el campo K(p- 1 (a)) := K(a); entonces:

Corolario 2. 79 (Artin-Schreier). Sean K un campo de característica p /= O y 
L / K una extensión finita. Entonces, L / K es cíclica de grado un divisor de p 
si y sólo si L = K(p-1 (a)) para algún a E K.

DEMOSTRACIÓN. Si L/ K es cíclica de grado p con grupo de Galois G
generado por O', entonces como TrL¡ x(l)  = O (ya que es la suma de p unos) 
entonces, por el corolario anterior, existe un a E L tal que O"(a) - a = 1 ,
i.e., O"(a) = a + 1 /= a y por lo tanto a f/. K, ya que no queda fijo bajo
O'. Observemos ahora que en la torre de campos K C K(a) � L, como 
[L : K] = p es primo entonces no hay campos intermedios propios y corno
a f/. K, entonces K(a) = L .  

Notemos ahora que 

O'(aP - a) = O'(a)P - O'(a) = (a + I)P - (a + I)  = aP - a
y por lo tanto aP - a es invaliante bajo G = Gal(L/ K) y así a := aP - a E K. 
Se sigue que a es una raíz de p(x) - a = xP - x - a. 

Observamos ahora que todas las raíces de xP -x - a son de la forma a +  j, 
con O :S j :S p - 1 un entero adecuadamente interpretado en K, ya que 
(a+ j)P - (a+ j) -a = aP + jP - a - j � a = aP + j - a - j - a = aP - a - a,
ya que jP = j en el campo primo IF P de K. Se sigue que todas las raíces de 
xP - x - a están en K(a) y así L = K(a) es campo de descomposición de 
xP - x - a. 
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Recíprocamente, supongamos ahora que L = K(p- 1 (a)) con a E K. Por
la observación del párrafo previo, L es campo de descomposición de xP -x - a.
Más aún, si una raíz a de xP - x - a está en K, entonces todas las raíces están 
y L = K. Si ninguna raíz de xP - x - a está en K, entonces xP - x - a es
irreducible sobre K y por lo tanto L / K es de grado p. Se sigue que Gal(L / K) es 
cíclico generado por u :  L -+  L, el automorfismo dado por u(a) := a + l .  O 

En general, podemos considerar extensiones abelianas de K de exponente 
p = car (K) de la forma siguiente: sea !l � K un subgrupo del grupo aditivo 
de K que contiene al subgrupo p(K) de K. Una extensión de Artin-Schreier de 
K es un campo L de la forma 

L = K(p-1 (/l)) 
donde p-1 (1l) = {p- 1 (a) : a E ll} y p-1 (a) denota a cualquier solución de
la ecuación p(x) = xP - x = a. En forma completamente análoga a (2.74) se
prueba: 
Teorema 2.80. Sea K un campo de característica p =/= O. Entonces, existe una
correspondencia biyectiva entre los subgrnpos aditivos !l � K que contienen
a p(K) y las extensiones ahelianas L/ K de exponente p. La correspondencia
está dada por 

o 
La parte de la teoría de Artin-Schreier que nos interesa está en el resultado 

siguiente, que es completamente análogo a (2. 75) y cuya demostración también 
lo es: 
Teorema 2.8 1 .  Sean K un campo de característica p =/= O, !l � K un
subgrupo aditivo que contiene a p(K) y L = K(p-1 (/l)). Entonces, se tiene
un apareamiento bilineal 

Gal(L / K) x !l ---t 'l, / p'l, 
dado por (a; a) 1-t u(a)-a, donde a E Ks es cualquiersolución de la ecuación
p(x) - a = xP - x - a = O. Algunas veces denotamos este apareamiento
mediante [a; a) = u(a) - a.

( 1 )  El núcleo a la izquierda de este apareamiento es l .
(2) El núcleo a la derecha de este apareamiento es p(K). o 
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Se sigue que el apareamiento de este teorema induce un apareamiento 
bilineal no degenerado 

Gal(L/K) x /1/p(K) - Z/ p'll 

y, como en el caso de temía de Kummer, se tiene un monomorfismo 

(t) !::./p(K) >-+ Hom(Gal(L/K), Z/pZ) 
dado por a E /l f-t Xa E Hom(G, Z/pZ), donde Xa := [ , a), el cual es un
isomorfismo cuando !::./p(K) es finito, i.e., cuando L/K es finita. 

Corolario 2.82. Sean K un campo de característica p =I= O, !::. � K un 
subgrupo aditivo que contiene a p(K) y L = K(p- 1(!::.)). Entonces el
monomorfismo canónico (t) es un isomorfismo: 

Hom(Gal(L/ K), Z/ pZ) � !::./ p(K).

DEMOSTRACIÓN. Similar a la de (2.76). o 
2.10 Anexo 3: El residuo de una diferencial 
En este anexo se obtienen los resultados sobre residuos, debidos a Hasse, que 
se usan en la demostración del teorema de Schmid (2.59). Para las propiedades 
básicas de derivaciones y diferenciales de Kiihler que se usan, véase Lang [26]. 

Sean k un campo y K = k((t)) el campo local de series de Laurent formales 
en el parámetro local t con coeficientes en k. Entonces, grtr(K/k) = 1 y por lo
tanto el K-espacio vectorial de diferenciales de Kahler f!K/k tiene dimensión 
1 ,  generado por la diferencial dt; así, si w E f!K/b la podemos escribir como
w = Jdt, con f E K. Si w i= O, ponemos v(w) = v(fdt) := v(f) y observamos
que esta definición de valuación de la diferencial w no depende de dt . Otro 
invariante local importante de la diferencial w es su residuo: si w = Jdt, 
expresando a f en serie de Laurent 

f = ¿ ant", a11 E k,
n:»-oo 

se define Resr(w) := ª-1 E k. Que esta es una buena definición, i.e., que no
depende de la elección del parámetro local t, es el contenido de la proposición 
siguiente, pero antes necesitaremos algunas propiedades del residuo Res,(w): 

Lema 2.83. Sea k un campo y K = k((t)). Entonces 

(1) Res1(w) es k-lineal en w E f!K/k·
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(2) Res,(w) = O si v(w) 2:: O, i.e., si w E (h · dt. 
(3) Res,(dg) = O para toda g E K.
(4) Res, ( �) = v(g) para toda g E K*. 
DEMOSTRACIÓN. ( 1 ), (2) y (3) son obvias. Para (4) pongamos g = tnu con 
n = v(g) y u E UK . Entonces 

y por lo tanto 

dg dt du - = n - + -,
g t u 

Res, ( �) = n + Res, ( �) = n 

ya que v(u) = O y así Res1(du/u) = O por (2). o 

Proposición 2.84 (lnvarianza del residuo). Si K = k((t)) y w E nK/k• enton­ces Res,(w) no depende de la elección del parámetro local t, i.e., si t, u son dos parámetros locales de K, entonces Res,(w) = Resu(w). 

DEMOSTRACIÓN. Escribamos w E nK/k en términos del parámetro local u, 
digamos w = gdu con g E K. Podemos separar a w como

� du 
W = WQ + L._¿ an -

n�O un 

(una suma finita) con v(wo) 2:: O. Entonces, Resu(w) = a1 y

Res,(w) = Res1(wo) + ¿ anRes, (d� )
n�O U 

ya que Res, es k-lineal. Por la parte (2) del lema, Res,(wo) = O porque
v(wo) 2:: O. Ahora, por la parte (4) del lema anterior, Res1(du/u) = v(u) = 1 
ya que u es un parámetro local y así v(u) = 1 ;  entonces, debemos probar que

( *) Res1 ( ��) = O para n 2:: 2. 

Para esto, consideramos dos casos: 

( 1) :  Si car (k) = O, entonces du - d 
u" 

- g con 
- 1

g - ---­- (n - l)un- t '
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y así ( *) se sigue de la parte (3) del lema previo. 

(2): Si car (k) = p > O, el argumento anterior no funciona porque puede 
suceder que n - 1 = O mód p. Sin embargo, este caso se puede reducir al
caso de característica O de la forma siguiente: escribamos el parámetro u en 
términos del otro parámetro t :  

u = L a/+ 1 = aot + a¡ t2 + a2t3 + · · · = t(ao + a1 t + a2t2 + · · · )
i2'.0 

con los a¡ E k .  Multiplicando por a0 1 si hiciera falta, podemos suponer que
ao = 1 de tal forma que 

Se sigue que 

u = t( l + a¡t  + a2t2 + · · · ) con los a¡ E k. 

1 1 2 -n 1 
1 i - = -(1  + a¡ t + a2t + . . · )  = -( - na2t + · · · + b·t + · . . )

un in in ' 

donde los b¡ son polinomios en a¡ ,  . . . , a¡ con coeficientes en Z y no dependen 
de la característica de k. 

Multiplicando esta última igualdad por du = dt + 2a ¡ tdt + · · · , se obtiene 

du 
= 

dt 
� e-ti 

un in � ,i=O 

donde los e¡ son también polinomios en a1 , . . .  , a¡ con coeficientes en Z. Se 
sigue que 

Res, ( �: ) = Cn-1 ·

Observamos ahora que el polinomio cn-1 (X 1 , . . .  , Xn- 1 ) se anula al subs­
tituir X¡ = a; con los a¡ en un campo de característica O ya que 

Cn-1 = Cn-1 (a¡ ,  . . .  , ªn- l ) = Res, ( �: ) = O

por el caso ( 1 ). Se sigue que el polinomio Cn- 1 (X1 , . . .  , Xn-1 ) = O es el 
polinomio idénticamente O y así 

Res, ( �: )  = Cn- 1 = O 

en general. o 
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2. 10. Anexo 3: El residuo de una diferencial

El resultado siguiente es usado en la demostración del teorema de Schmid 
(2.59): 

Proposición 2.85. Si L/ K es una extensión finita separable de campos de 
series fonnales L = F((T)), K = F((t)) y TrL/K : L _. K es la traza, 
entonces para todo f E L se tiene que 

Resr(fdt) = Resr(TrLJK(f)dt). 

DEMOSTRACIÓN. Por la linealidad de Res y Tr, nos podemos restringir al caso 
cuando J es de la forma rm con m E Z. 

CASO l. Supongamos que car (F) = O y sea n = [L : K]. Entonces vL(t) = n 
y así t = wn , donde w es un elemento primo de L. Reemplazando T con w
podemos suponer que t = Tn , y así L / K es una extensión cíclica para la cual
el cálculo de la traza no presenta dificultades: 

{ O si m ¡: O (mód n) TrL¡x(Tm) = ntmfn si m = O (mód n).

Se sigue que 

m =/= -n 
m = -n, 

y, por otra parte, 

1 1 { O si m =/= -n Resr(Tmdt)= Resr(Tmnrn- dT) = Resr(nTm+n- dT) = n si m = -n,

y estas dos últimas igualdades muestran que Resr(fdt) = Resr(TrL¡x(/)dt), 
corno se quería. 

CASO 2. Consideremos ahora el caso general. Podemos escribir 

t = rn + ¿ a¡T¡.
i>n 

Se sigue que 1, T. T2 .... , rn- I es una base de la extensión F((T))/ F((t)) y así,
para toda m E Z, podemos escribir 

n-1 

Tm Ti = � b · ·(t)Ti 
L._¿ m.,,J , 
j=O 
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

O S i S n - 1 ,  con los bm,;,j(t) series formales en t :

bm, ;,j(t) = L bm ,i,j,k ik .
k 

Para m fijo los bm,i,J(t) forman una matriz y por definición de traza: 

Tri¡K(Tm ) = I: bm,i,¡(t) = I: ¿ bm,i,i.kik = L (f bm,i,i,k) ik 

i=O i=O k k i=O 
y por lo tanto su residuo es 

Cm := Res1(Tri¡K(Tm )dt) = coeficiente de ,- 1 en la serie anterior
n- 1  

y, por otra parte, 

= I: bm.,,i.- 1
i=O 

Resr(Tm dt) = Resr(Tm d(Tn + ¿ a¡ Ti))
i>n 

i>n

Resr (nrm+n- 1 dT + � ia; Tm+i- 1 dT)
r>n 

para todo m E Z. 
Finalmente, queremos mostrar que 

n- 1
-ma_m = Cm = ¿ bm,i,i,- 1 ·

i=O 
Para esto, podemos pensar a los bm,i,J,k como polinomios en los a¡ con 
coeficientes en Z e independientes de la característica del campo. Lo mismo 
para cm + ma_m · Y para esta última fórmula, substituyendo sus variables
observamos que estos polinomios se anulan cada vez que sus argumentos se 
toman en un campo algebraicamente cerrado de característica O. Se sigue que 
el polinomio cm + ma_m es el polinomio idénticamente nulo, como se quería
demostrar. D 
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2.1 1. Ejercicios ------------------------

2.1 1 Ejercicios 
1. Sea L / K una extensión cíclica de grado primo de campos locales. De­

muestre que para i suficientemente grande se tiene que NL¡K(UL) 2 UC)}. 
2. Sea L / K una extensión finita de campos locales y sea 7TL un primo de L.  Si 

el diferente 'DL/K = ('TT'/J con d � O un entero y !!L/K es el discriminante 

de L/ K, demuestre que l!!L¡x l K = INL¡K('TTL) li ,
3. Si L 2 M 2 K es una torre de extensiones finitas de campos locales y

( d1,¡1<. ) ( dt/M ) ( dM/K)  
1)L/K = 'T(L ' 'DL/M = 'TTL ' 'DM/K = 'TTM ' demuestre que 

dL/K = dL/M + [L : M]dM/K·

Sugerencia: Use que TrL¡K(a) = TrM¡K(TrL¡M(a)).
4. Sea L/ K una extensión finita de campos locales. Demuestre que 'DL/K =

(h si y sólo si L/ K es no ramificada. 
5. Si L 2 M 2 L es una torre de extensiones finitas de campos locales,

demuestre que 'DL/K = 'DL/M · 'DM/K · Sugerencia: Use (2.14).
6. Sea L / K una extensión finita de campos locales y sea M un campo

intermedio. Pongamos H = Gal(L / M) � Gal(L / K) = G. Demuestre 
1 

que VM('DM¡x) = 
e(L/M) 

Jtn iG(u). Sugerencia: Use (2.13) y la

transitividad del diferente (el ejercicio anterior). 
7. Sea L/ K una extensión finita de Galois de campos locales. Pongamos 

Lo = L n Kn,. y supongamos que ;¡; E Frob(L/ K) � Gal(Ln,./ K) es un
levantamiento de Frobenius del Frobenius q> = FrK E Gal(Kn,-/ K). De­
muestre que si NL/L/;¡;(u)u- 1) = 1 para u E UL , entonces NL.,/x.,(u) E
NL¡K UL , 

8. Sea L / K una extensión abeliana finita de campos locales y M un campo
intermedio. Demuestre que: a E NL¡ML * si y sólo si NM;x(a) E NL¡KL *.

9. Sea L/ K una extensión cíclica de grado p" y M un campo intermedio tal
que M/ K es de grado pm.

(i) Demuestre que NM¡x(M*) = NL/K�L *) · (K*)JJ"'.
(ii) Si además L / K es totalmente ramificada, demuestre que N M/ K U M =

NL¡K UL · (UK)Pm 
·

10. Sean M/K una extensión cíclica con generador u E Gal(M/K) y L/M una
extensión abeliana finita.

(i) Demuestre que L/ K es Galois si y sólo si uNL¡ML * = NL¡ML *.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

(ü) Demuestre que L/ K es abeliana si y sólo si { a- 1u(a) a E 
M* } � NL¡ML *. 

1 1. Sean G un grupo y H � G, H' � G sub grupos de índice finito tales 
que H � H'. Demuestre que el morfismo de transferencia es tal que el 
diagrama siguiente conmuta: 

1GJH' 1H1 /H 

Gªb - H'ªb - Hªb 
----=----"'" 

lcjH 

1 2. Un campo M � Kªb se dice que es un campo marco si M n Kn,. = K y
MKnr = Kªb.

(i) Si M � Kªb es un campo marco, demuestre que

Gal(Kªb / K) � Gal(Kªb / M) x Gal(Kªb / Knr ). 

(ii) Sea FrK el Frobenius de Gal(Knr/K) y sea q, E Gal(Kªb /K) un
levantamiento de FrK. Demuestre que el campo fijo de q,, denotado
Kq, , es un campo marco. 

(iii) Demuestre que la correspondencia q, ""-+ Kq, es una biyección entre
los levantamientos de FrK y los campos marco. 

(iv) Si 7T E K es un elemento primo, sea (7T, Kªb /K) E Gal(Kn,./K)
el automorfismo dado por la ley de reciprocidad local y sea u'" E
Gal(Kªb / K) el levantamiento correspondiente. Demuestre que la
correspondencia 7T ""-+ u'" es una biyección entre el conjunto de
primos de K y los levantamientos de Frx.

(v) Usando el ejercicio anterior, concluya que la correspondencia 7T ""-+ 

Ku.,, es una biyección entre los primos de K y los campos marco. 
(vi) Demuestre que 7T E NK".,,jK(Ku.,, )*.
(vii) Si 7T es un primo de K, demuestre que 7T E NL¡K L * si y sólo si

L n Kn,. = K. 
13. Sea K un campo local de característica O. Un elemento w E K se dice que

es pn-primario si la extensión K( Pvw)j K es no ramificada de grado pn.
(i) Demuestre que si w es pn-primario, entonces es p"-primario para

toda m � n. 
(ii) Usando teoría de Kummer, demuestre que el conjunto de elementos

pn-primarios visto en el conjunto K* /(K*)P" es un subgrupo cíclico
de orden pn.

1 4. Sea ( , )n : K* x K* -t JJ-n el símbolo de Hilbert. 
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2.1 1. Ejercicios 

(i) Si n es impar, demuestre que (a, a)n = (-1, a)n = l para a E K*.
(ii) Si w E µq- 1 y f3 E K* , demuestre que ( w, /3) p" = l.

1 5. Sea {p una raíz primitiva p-ésima de la unidad. Demuestre que Qp({p) �
Qp( p-.y=p). 

16. Sea {1 una raíz (pn - 1)-ésima primitiva de la unidad y pongamos L 1 =
Qp({1 ). Demuestre que

NL ¡ /QpLi = (pn) X UQp ·
17. Supongamos que L � Qp({¡;-t) para algún k. Demuestre que a E L  está

en la intersección de todos los grupos de norma NQp((,¡ )/ L (Qp({ P' )*) para
i 2:: k si y sólo si NL¡Q, (a) = p"' , para algún entero m .

18. Sean K un campo local, Ks una cerradura separable de K y Kn,./ K 
su máxima subextensión no ramificada. Considere el subgrupo discreto 
(Fi-1 n E Z) de Gal(Knr / K) � Z y el epimorfismo canónico 
PK : Gal(Ks(K) -* Gal(Km-/ K), (véase §2.2). El grupo de Weil de K es 
la imagen inversa WK := Px 1 < (FrJc : n E Z)). Se tiene así el epimorfismo
PK : WK -* (Fi-1 : n E Z) � Z. Demuestre que el núcleo de este 
epimorfismo es el grupo de inercia de Ks / K. 

1 9. Sea r 2:: O un entero. Un campo K se dice que tiene la propiedad C,. si todo 
polinomio f E K[x¡ , . . .  , Xn ] homogéneo de grado d -=/- O tiene un cero no
trivial en Kn siempre que n > d,..

(i) Demuestre que K es algebraicamente cerrado si y sólo si K es Co. 
(ii) Muestre que un campo finito IFq es C 1 .

(iii) Demuestre que si K es C,., entonces K es Cs para toda s 2:: r.(iv) Demuestre que si K es C1 y L/ K es una extensión finita, entonces
N¿¡x L* = K* .

(v) Si K es algebraicamente cerrado, entonces el campo de funciones
K(t) es C 1 .

(vi) Demuestre que si K es un campo de característica p y es C 1 , entonces
K es perfecto ó [K : KP] = p. 
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Capítulo 3 

Grupos formales y extensiones 

abelia11as de campos locales 

En este capítulo, siguiendo a Lubin-Tate [28], consideramos la introducción 
de la teoría de grupos formales en la teoría de campos de clases locales,
para al final obtener una fórmula explícita para el símbolo de norma residual
de las extensiones construidas usando grupos formales y que generalizan a 
las extensiones ciclotómicas de Qr Como una consecuencia importante, se 
demuestra que los campos de clases de los grupos de norma ( 7T) x u<¡¡> � K*
son los campos de Lubin-Tate K'TT,n obtenidos adjuntando a K puntos de 
torsión de ciertos grupos formales, y como corolario se obtiene una descripción 
explícita de la máxima extensión abeliana Kªb de un campo local K arbitrario 
generalizando el teorema de Kronecker-Weber local (2.7 1 ), probando en (3.27) 
que Kªb = K'TTKn,., donde Km· es la máxima extensión no ramificada de K y
K'TT es la  unión de todas las extensiones de Lubin-Tate K'TT,n · 

3.1 Grupos formales 
El objetivo de introducir grupos formales en la teoría de campos de clases local 
es obtener una generalización de la teoría de extensiones ciclotómicas de Qp 
para cualquier campo local K. Se comienza observando que las extensiones 
ciclotómicas se obtienen adjuntando el grupo de raíces n-ésimas de la unidad 
µn a Qp y que el grupo µn es el núcleo del morfismo K* � K* (elevar a la n
potencia); la idea es modificar el concepto de grupo multiplicativo de un campo 
para obtener el equivalente del grupo de raíces de la unidad, el grupo de puntos 
de división, que también es el núcleo de un morfismo [n] que equivale a elevar 
a la n -potencia. 
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3. Grupos formales y extensiones abelianas de campos locales

Comencemos con una analogía: sea G un grupo de Lie real de dimensión 
1 .  Escogiendo cartas adecuadas en G podemos identificar una vecindad del 
neutro e E G con una vecindad del O E JR, de tal forma que e corresponda al O. 
Entonces, el producto µ de G está dado por una serie de potencias 

µ(x, y) = ¿ aijJ yj;
i,j"?_O 

esta serie converge para x, y pequeños y satisface 

µ(x, O) = x, 
µ(O, y) y, 

µ(x, µ(y, z)) = µ(µ(x, y), z). 

Series de potencias formales. En lo que sigue, A denotará un anillo conmuta­
tivo con unidad. Consideraremos series de potencias formales con coeficientes 
en A: 

¿a11x11
, 

n"?_O 
con la suma y producto de series definidos en la forma usual: 

¿ a¡J + ¿ b¡J := ¿(a; + b;)xi 

i"?_O i"?_O i"?_O 

¿a¡J · ¿bjxj := ¿ a¡bjJ+j _
i"?_O j"?_O i+j"?_O 

El conjunto de series de potencias con coeficientes en A forma un anillo 
conmutativo al que denotamos por A [[x]] .  Nótese que, a diferencia de los 
polinomios, para series de potencias, en general no se puede substituir un 
elemento e E A en una serie I::;>o a;XÍ ya que la suma I:i>O a;c; tiene un
número infinito de sumandos de A y esto, en general, no está definido en A. Por 
la misma razón no podemos substituir una serie de potencias g(x) = I:;>o b¡XÍ 
en otra serie de potencias f(x) = L;>o a;XÍ si la serie de potencias g(x) tiene 
término constante =f O. Sin embargo, si el término constante de g(x) es O,
entonces f(g(x)) es de nuevo una serie formal a la cual algunas veces se le 
denota por / o g. 

Similarmente se definen series de potencias en dos o más variables y usamos 
la notación natural: A[ [x, y]], etc. 
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3 . 1 .  Grupos formales 

Definición 3. 1 .  Sean x, y, z indeterminadas. Un grupo fonnal (uniparamé­
trico) :F definido sobre A es una serie de potencias :F(x, y) E A[ [x, y]] que 
satisface: 

(i) :F(x, O)= x y :F(O, y) = y. 
(ii) :F(x, :F(y, z)) = :F(:F(x. y). z). 
Si además se cumple que 

\(iii) :F(x, y) = :F(y, x), ' 
diremos que :F es un grupo fonnal conmutativo. A la serie :F la l lamamos la 
ley de grupo formal del grupo formal :F. 

Nótese que (i) implica que :F(O, O) = O, i.e., que su término constante 
es O y así ambos lados de (ii) tienen sentido, es decir, son series formales en 
A [[x, y, z] ]. Por otro lado, puesto que :F(O, O) = O, entonces 

:F(x, y)= x + y + términos de grado � 2 =: x + y mód (gr 2),
donde (mod gr d) quiere decir que los términos restantes son de grado � d.  

Ejemplo l. F(x, y) = x + y define una ley de grupo formal. El  grupo formal
asociado se llama el grupo formal aditivo y se denota por (G.0 • 

Ejemplo 2. F(x, y) = x + y +  xy = (1 + x)(l  + y) - 1 define una ley de grupo
formal. El grupo formal asociado se llama el grupo formal multiplicativo y se 
denota por Gm , 

Observe que este segundo ejemplo proviene de considerar al grupo de Lie 
G = (IR+, ·) y usar la carta bajo la cual x E R (x pequeño) va a dar a 1 + x E R+ .
El producto de R se vuelve entonces el producto formal del ejemplo 2. 

El lema siguiente, de la teoría de series formales, nos servirá para mostrar 
la existencia de inversos para un grupo formal: 

Lema 3.2. Sea A un anillo conmutativo con 1 "/= O. Sea 
00 

n=l 

una serie formal con término constante = O. Si a1 E A* ( es una unidad), 
entonces f(x) es invertible en A [ [x]], es decir, existe una serie i(x) E A[ [x]] 
tal que 

i(f (x)) = x y f(i(x)) = x. 
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3 . Grupos formales y extensiones abelianas de campos locales

DEMOSTRACIÓN. La idea es construir una sucesión de polinomios i11CX) E A [x] tales que 
e 

in+l (x) = i11(x) (mod x"+1 ),

de modo que si elegimos i(x) := lím i11 (x) E A[[x]] se tendrá que 
n-+oo 

f(i(x)) f( lún i11(x)) n-+oo lím f(in(x)) n-+oo 
X. 

Construiremos inductivamente los polinomios i11(x): para n = 1 ,  sea i 1 (x) := 
a1 1 x. Entonces

J(i 1 (x)) a1 (a1 1 x) + términos de grado � 2- x + ténninos de grado � 2
- X (mód x2).

Supongamos que hemos construido i11 _ ¡ de tal modo que 
!U11- 1 (x)) = x (mód x").

Queremos construir i11 tal que 

es decir, queremos encontrar Á E A tal que 
( 1 )  
y también 
(2) 
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3.1. Grupos formales 

Substituyendo (1) en (2) y calculando, obtenemos 

J(i11 (x)) !Ci11- 1 (x) + Á.X11)
- f(i11_ ¡ (x)) + a¡ A.x'' (mód x"+ 1 )
- x + ')'X11 + a1 Á.X11 (mód x"+ 1 )

- x + ('Y + a1 A)x" (mód x"+ 1 )

para algún 'Y E A, por hipótesis de inducción. Tomando A = -y/a¡ E A
(recuérdese que a 1 es invertible) se tiene que 

f(i,1(x)) = x (mód x"+ 1 ). 

Finalmente, como J(i(x)) = x, entonces i(f (i(x))) = i(x), la cual es una 
identidad en el anillo A [ [x]], y por lo tanto i(f (x)) = x.

Para mostrar la unicidad de i(x) tal que 

i(j(x)) = X y f(i(x)) = X, 

sea h E A[[x]] tal que f(h(x)) = x y h(f(x)) = x. Entonces,

i(x) = i(f(h(x))) = if(h(x)) = h(x)

ya que if(x) = x. o 
Proposición 3.3 (Existencia de inversa formal). Si :F E  A [ [x, y]] es un grupo 
formal, entonces existe una única serie i.r(x) E A [ [x]] tal que 

F(x, i.r(x)) = O = :F(i.r(x), x). 

DEMOSTRACIÓN. Sea g(x, y) := x - J=(x, y) y veamos a g como una serie de 
potencias en y. Obsérvese que g tiene término constante igual a cero (aun como 
serie de potencias en y, pues hemos eliminado a la x que estaba sola). La serie 

g(y) = ¿ a11y" , con a11 E A [ [x]], tiene término a1 = -1 E A *  y así, y por el
n=I 

lema previo, g es invertible, esto es, existe una única h (x, y) E A [[x, y]] tal que 
g(x, h (x, y)) = y =  h(x, g(x, y)); puesto que g(x, y) = x - :F(x, y), la identidad 
anterior se trasforma en 

F(x, h(x, y)) = x - y, 

de donde, al tomar y = x, obtenemos

J=(x, h(x, x)) = O, 
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3. Grupos formales y extensiones abelianas de campos locales

con lo que la proposición queda demostrada si definimos 

i;:(x) = h(x, x). 

o 
Ejemplo 3. Sea F(x, y) = x + y el grupo formal aditivo Ga . En este caso, su
inversa formal claramente es 

Ejemplo 4. Sea F(x, y) = x + y +  xy = (1 + x)(l + y) - 1 el grupo formal
multiplicativo <G-111 • Su inversa formal es 

iGm (x) := -x + x2 - x3 + x4 - x5  + . . .
Definición 3.4. Sean F, g grupos formales sobre A. Un morfismo de grupos 
fonnales f : F -t g es una serie de potencias J E A[[x]] con término constante 
igual a cero y tal que 

J(F(x, y)) = Q(f(x), J(y)). 

Denotemos por HomA (F, 9) al conjunto de morfismos f : F -t g. Más 
adelante demostraremos que, con una operación natural, este conjunto es un 
grupo abeliano. 

Ejemplo 5. Sea F un grupo formal sobre A. Podemos definir homomorfismos 

[m] : F --t F

para m E Z mediante 
[O]T = O

[m + l ] T  = F([m]T. T)

[m - l ] T  = F([m] T, i(T)). 
Demostraremos por inducción que [m] es un homomorfismo para toda m E Z 
(llamado multiplicación por m): en primer lugar, observemos que el término 
constante de la serie [m] es cero para toda m E Z. Claramente, [O] es un 
morfismo de grupos pues 

[O](F(x, y)) := O = F(O, O) = F([O]x, [O]y). 
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3.J. f'JJ1Jpos formales

Sea m 2: O y supongamos que [m] es un morfismo de grupos formales, es
decir, supongamos que 

[m ](F(x, y))= F([m]x, [m]y). 

Entonces, 

[m + l ](F(x, y)) .- F([m](F(x, y)), F(x, y)) por definición de [m + 1 ]
F(F([m]x, [m]y), F(x, y)) por hipótesis de inducción 

= F([m]x. F([m]y, F(x, y))) asociatividad de F 
F([m]x, F([m]y, F(y, x))) conmutatividad de F 

= F([m]x, F(F([m]y, y), x)) asocia ti vi dad 
F([m]x, F([m + l ]y, x)) definición de [m + l ]
F([m]x, F(x, [m + l ]y)) conmutatividad
F(F([m]x, x), [m + l ]y)) asociatividad 

- F([m + l ]x, [m + l ]y) definición de [m + 1 )

S i  m � O, se procede de manera análoga. 

Obsérvese que 

[m]T = m T  + elementos de orden superior,

ya que para m 2: O es trivial usando inducción sobre m y el hecho de que 
F(x, y) = x + y + · · · . Ahora, como i(T) = -T + · · · , entonces la afirmación
es cierta para m < O por inducción descendente. También, si m E A*, entonces 
[m ]  es un isomorfismo por (3.2) con inversa [m- 1 ]. 

A continuación mostraremos que el conjunto HomA (F, 9) de morfismos 
entre dos grupos formales es un grupo abeliano, y en el caso particular cuando 
F = 9 mostraremos que EndA (F) := HomA(F, 9) es un anillo, llamado 
el anillo de endomorfismos del grupo formal F. La operación de grupo en 
HomA (F, 9) se define como sigue: sean J. g E HomA (F, 9) (recuérdese que 
entonces tienen término constante O); ponemos 

f +g g := 9(f(x), g(x)).
Ahora, si J. g E EndA (F) := HomA (F, F), entonces definirnos

f o  g := f(g(x)). 
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Proposición 3.5. Sean :F, 9 dos grupos fonnales sobre un anillo A .  Entonces: 

( 1 ) HomA(:F, 9) es un grupo abeliano con la operación +g definida arriba.

(2) EndA (:F) es un anillo con las operaciones +g y o.

DEMOSTRACIÓN. ( 1) :  Observemos para comenzar que, por las propiedades 
que definen el grupo formal 9, la operación +g vuelve al conjunto de series 
formales en una indeterminada con término constante cero xA [[x]] un grupo 
abeliano. En particular, 

f +g (ig o f) = o. 
Mostraremos que HomA (:F, 9) es un subgrupo de (xA [[x] ], +g) .  Debemos en­
tonces mostrar que dados J. g E HomA (:F, y) entonces f +g g E HomA (:F, 9). 
Para esto, pongamos h := / +g g. Entonces 

h(:F(x, y) .- Q(J(:F(x, y)), g(:F(x, y))) 
Q(Q(f(x), f(y)), 9(g(x), g(y))). 

Y (simbólicamente) esta última serie se puede escribir como 

(f(x) +g f(x)) +g (g(y) +g g(y)) 

y la asociatividad y conmutatividad de (x A [[ x ]] , + g) nos permiten escribir esta
última serie como 

(t) (f(x) +g g(x)) +g (f(y) +g g(y)),

es decir, como 9(h(x), h(y)). Formalmente, lo que queremos decir es que las 
operaciones que llevan (*) en (t) también llevan Q(Q(f(x), /(y)), Q(g(x), g(y))) 
en 9(h(x), h(y)). Esto prueba que h E HomA(:F, 9). 

Similarmente se demuestra que ig o f E HomA(:F, 9) y como O E 
HomA (:F, 9), esto termina la demostración de que HomA (:F, 9) es un sub grupo 
de (xA[ [x] ], +g). 

(2): El neutro multiplicativo de EndA (:F) es la serie x. 

Asociatividad: En general, (f¡ h) o g = U1 o g )(h o g) y así ¡n o g = (/ o g l -
Se sigue que, cuando / = x",

f o (g o h) = (g o ht = (f o g) o h.

246 



3.2. Grupos asociados a grupos formales --------------------

Entonces, para f = I: a¡,! se tiene que 

1 º (g º h) = L a¡(g º hi = u º g) º h .

' 
Distributividad: Dados f, g, h E EndA(F): 

J o (g +.r h) ·- J(:F(g(x), h(y)))
F((f o g)(x), (f o h)(y)) 

= f o  g +.r f o  h. 

3.2 Grupos asociados a grupos formales 

o 

Hasta ahora, un grupo formal es como una sonrisa sin un gato de Cheshire, 
esto es, hasta aquí un grupo formal es simplemente una operación de grupo, sin 
grupo subyacente alguno. Pero si el anillo A es el anillo de enteros O K de un 
campo valuado discreto completo K, y si las variables x y y toman valores en 
el ideal máximo p K de O K, entonces la serie de potencias 

F(x, y)= ¿ aiJJyi, ªiJ E OK,
i,j?_O 

de la ley de grupo formal, converge en OK, ya que como laiJlv � 1 (donde v es 
la valuación asociada al campo K) y como x, y E PK (y por lo tanto lxlv < 1 y
IYlv < 1), entonces laiJxiyi lv � iJyi lv < 1 y por lo tanto a¡j:,!yi -+ O cuando
i, j -t oo. Como la valuación es no arquimediana, esto implica que la serie (*) 
converge y como O K es completo, 

L ªiJJyi E OK 
i,j?_O 

(de bechoen pK ). De manera análoga, la serie formal i.r(x) E OK[[x]] converge 
en O K ( de hecho en p K) si x E p K. En esta sección estudiaremos algunos grupos 
que se obtienen de este modo. 

Definición 3.6. Sea O K el anillo de enteros de un campo valuado discreto 
completo K, PK su ideal máximo y K su campo residual OK/PK· Sea F un 
grupo formal conmutativo. El grupo asociado a F, denotado F(p K ), es el 
conjunto PK con las operaciones de grupo: 
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(i) x +.r y := F(x, y) para x, y E PK·
(ii) -.rX := i.r(x) para x E PK·

Observe que, como (Ch, Px) es completo y x, y E PK, entonces x +.r y E
Ox y -.rx E Ox, y de hecho x +.r y E Px y -.rx E PK ya que, por ejemplo, 
v(x+.rY) = v(F(x, y)) < 1. La asociatividad de +.r se sigue de la asociatividad 
de F. El neutro de +.r es la serie O E Ox [ [x, y]], F(x, O) = F(O, x) = O, por 
lo que x +.r O= O +.r x = O. El inverso de x E F(PK) es -.rx E F(Px), ya 
que x +.r (-.rx) = F(x, i(x)) = O. 

Si F es conmutativo, entonces F(Px) también lo es. 
Del mismo modo, para n 2'.: 1 ,  F(pj.,) es el subgrupo de F(Px) que se 

obtiene al restringir las operaciones al conjunto Pt 

Ejemplo 6. El grupo aditivo G0(p K) es simplemente p K con la ley de adición 
usual. Se tiene la sucesión exacta de grupos aditivos (K = Ox /Px):  

O ----+ Ga(PK) ----+ Ox ----+ K ----+ 0. 

Ejemplo 7. El grupo multiplicativo Gm (p K) es el grupo de 1-unidades, es decir 

Gm(Px) = PK � 1 + PK = u� > 

X 1--t 1 + X, 

con la multiplicación usual, es decir, six, y E Gm(Px) = PK � 1 +PK, entonces 
x +.r y := F(x, y) = (1 + x)(I + y) - 1 = x + y +  xy E PK

= (1 + x)( l  + y) E 1 + Px
con neutro O 1-t 1 + O E 1 + p x. Se tiene la sucesión exacta de grupos
multiplicativos: 

O ----+ Gm(Px) ----+ Ox ----+ K* ----+ O. 

Proposición 3.7. Sean Ox el anillo de enteros de un campo valuado discreto 
completo K y F un grupo formal sobre Ox. Entonces, 
(1): Para toda n 2'.: 1 ,  lafanción 

F(p1)/F(p';/ 1 ) ----+ P1/p';.,+1 .
inducida por la identidad en los conjuntos subyacentes, es un isomorfismo de 
grupos. 
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(2): Sea p = car (K) (posiblemente = 0). Entonces todo elemento de torsión 
de F(p K) tiene orden una potencia de p. 

DEMOSTRACIÓN. (1): Como los conjuntos subyacentes son iguales y la función 
es biyectiva, basta demostrar que J es un homomorfismo. Pero dados x, y E P'k 
se tiene 

x +.r y = F(x, y) = x +  y + xy g(x, y) = x + y (mód Pt). 
y por lo tanto 

X +.r y =  X +  y (mÓd pj/ 1). 
(2): Basta demostrar que no hay elementos de torsión x f, O de orden primo a 
p, porque si ord(x) = bpq con mcd(b, p) = 1 ,  entonces ord(xPq) = b implica 
que xPq = O. 

Ahora, sea m ?:: 1 primo relativo a p (m es arbitrario si p = O) y x E F(p K)
un elemento tal que [m](x) = O. Como m es primo a p, entonces m (j. PK y por 
lo tanto [m] es un isomorfismo de F en sí mismo, y así induce un isomorfismo 

[m] : F(Px) � F(px),
en particular x E Ker [m] = O. o 

3.3 Grupos formales de Lubin-Tate 
En esta sección, A = Ox es el anillo de enteros de un campo local K, '1T 
es un elemento primo de Ox y q = I KI es el cardinal del campo residual
correspondiente. Consideremos el subconjunto F'TT � Ox[[x]] de series f(x) 
que satisfacen: 

(i) f(x) = 'TTX + términos de grado ?:: 2
y
(ii) f(x) = � (mód 7r). 

Ejemplo 8. El polinomio f(x) = 'TTX + � está en F'TT . 

Ejemplo 9. Si K = Qp y 7r = p, entonces el polinomio

J(x) = (1 + x)P - 1  = px + (�).x2 + · · · + pxp- l + xP 

está en Fp
. 
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Mostraremos que para cualquier f E :F,,,. existe una ley de grupo formal F¡ 
sobre OK que admite a f como un endomorfismo; estos grupos formales :F¡ 
se llaman los grupos.formales de Lubin-Tate. Antes necesitaremos el resultado 
siguiente: 

Lema 3.8. Sean f, g  E :F,,,. ysea L(x ¡ ,  ... , x11) = ¿ a¡x¡ unaforma linealcon 
i= l 

coeficientes en OK. Entonces, existe una única serie de potencias F(x¡ , . .. , x11) 
en OK[[x ¡ ,  ... , x,1 ] ]  tal que 

F(x¡ , ... , x11) = L(x¡ , .. . , x11) + términos de grado � 2
y 

J(F(x¡ , ... , x11)) = F(g(x¡), . .. , g(xn)). 
DEMOSTRACIÓN. La serie que queremos se puede escribir como 

00 

F(x¡ , . . . , x,1) = ¿ Ej(x¡ ,  ... , x11) E OK[x¡ , ... , x11 ],
J=l 

donde los Ej(x1 , . . . , x,1 ) son polinomios homogéneos de grado j. Poniendo
,. 

F,.(x1 , ... , x,1 ) := ¿ Ej(x¡ ,  ... , x,1 ), 

j=l 
la serie F(x¡ ,  ... . Xn) será la que deseamos si satisface que 

F1(X1 , ... , x11) = L(x1 ,  ... , x,1 )
f(F,.(x1 , ... , x11) = F,.(g(x1), ... , g(x,1 )) + términos de grado � r + 1.

Probaremos por inducción sobre r la existencia y unicidad de los polinomios E,. . 
Para r = 1 ,  el único candidato es el polinomio E 1 = L ;  ciertamente satisface
la primera condición y escribiendo L = ¿ a¡x¡, la segunda condición pide que 

1r(¿ a¡x¡) = ¿ a¡(1rx;) + términos de grado � 2, 

lo cual es verdadero. Supongamos que hemos encontrado los polinomios únicos 
E¡ , ... , E,. de tal forma que satisfagan las dos condiciones anteriores. Corno 

Fr+I = F,. + Er+1
donde E,.+ 1 es un polinomio homogéneo de grado r + 1 que estamos buscando,
y como se debe satisfacer la condición 
(*) J(F,.+ 1 (x¡ ,  ... , x11)) = Fr+1 (g(x¡), ... , g(x,1)) mód gr (r + 2) 
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para F,-+ 1 = F,. + E,.+ 1 , si notamos que el lado izquierdo de ( *) es

J(F,.+ 1 (x1 , . . . , x,,)) = /(F,.(x1 , .. . , x11))+1r(E,.+1 (x1 , . . .  , x,,)) mód gr(r+2), 

mientras que el lado derecho de ( *) es 

F,-+1 (g(x1 ), . . . , g(x,. )) = F,.(g(x1 ), . .. , g(x,,)) 
+E,.+1 (1rx¡ , . . .  , 1rx,1 ) mód gr (r + 2)

_ F,.(g(x¡ ), ... , g(x,i))
+1rr+ I E,+1 (x1, .. . , x,1 ) mód gr (r + 2)

(la última igualdad porque E,-+1 es homogéneo de grado r + 1). Se sigue que
lo que queremos en la igualdad ( *) es 

f( F,-(xi ,  .. . , x,.)) + 7T(E, +1 (x, , .. . , x,1)) = F, (g(x1 ), ... , g(x1,))

i.e. , que

( r+1 )E ( )1T - 1T r+ 1 X] , • . .  , X11 

r+1 E ( )+ 1T r+ I XJ , · • ·  , X11 

+ términos de grado 2'.: (r + 2),

f(F,.(x1 , .. . , x,,)) 
- F, (g(x1 ), . . .  , g(x,, )) mód gr (r + 2),

y por lo tanto E,.+ 1 debe ser el único polinomio que satisface 

E ( ) _ f(F,.(x1 , . . .  , x,.)) - F,.(g(x1 ), . . .  , g(x,. )) 'd ( 2) r+ 1 XJ ,  . . .  , x11 = . mo gr r +  . 
1r(1r' - 1) 

Notemos ahora que, como la característica del campo residual K es p y 
como q es una potencia de p, entonces 

J o  F,. - F,. o g = F,.(x1 , . . . , x11)q - F,.(x¡, . . . , xZ) = O mód (1r). 

Ahora, como 1r divide a / o F,. - F,. o g y 1r,. - 1 E u<;) es una unidad de
OK , entonces E,-+ 1 tiene coeficientes en OK y como F,. satisface la hipótesis 
de inducción, entonces E,.+ 1 debe ser un polinomio de grado r + 1 y así este 
E,.+ 1 nos sirve. O 

Teorema 3. 9. Sean K wi campo local, O K su anillo de enteros y 1T un elemento 
primo de K. Para cualquier f E :F'TT existe un único gnipo formal conmutativo
:F¡ sobre OK que admite a f como un endomorfismo.
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DEMOSTRACIÓN. Por el lema anterior existe una única serie de potencias 
F¡(x, y) tal que 

F¡(x, y) = x + y mód (x2)
J(F¡(x, y)) = F¡(f(x), f(y)). 

Resta demostrar que F¡(x, y) es un grupo formal conmutativo: 

Conmutatividad: Pongamos G(x, y) := F¡(y, x); entonces claramente G 
satisface las conclusiones del lema anterior y así, por unicidad, G = F¡, es 
decir 

F¡(x, y) = F¡(y, x). 
Asociatividad: Consideremos las series siguientes G 1 (x, y, z) := F ¡(x, F¡(y, z)) 
y G2(x, y, z) := F¡(F¡(x, y), z); entonces los G 1 satisfacen el lema anterior y 
así, por unicidad, deben ser iguales, i.e., 

F¡(x, F¡(y, z)) = F¡(F¡(x, y), z). 

o 
Definición 3. 1 O. Sean K un campo local, (h su anillo de enteros y 7T un 
elemento primo de K. Sea f E F'Tr . El grupo formal F¡ del teorema anterior 
se llama el grupo formal de Lubin-Tate con endomorfismo f. 

Nótese que los grupos formales de Lubin-Tate son los grupos formales que 
admiten un endomorfismo el cual al reducirlo módulo el primo p K = 7r() K es 
el Frobenius x f--+ xq y además su derivada en el origen es el primo 7T de K. 

Ejemplo JO. Sean K = Qp y 7T = p; entonces f(x) = (1 + x)P - 1 E Fp y
el grupo fonnal de Lubin-Tate asociado es F(x, y) = Gm(x, y), ya que f es un 
endomorfismo de Gm porque 

Gm(f(x), f(y)) = (1 + x)P( l + y)P - l = f(Gm(X, y)).

Proposición 3. 1 1 . Sean J. g E F'Tr y a E OK. Sea [a]g,¡ el único elemento de 
OK [ [x]] determinado por (3.8) tal que: 

[a]g,¡(x) = ax mód (x2)
g o [a]g.J = [a]g.J  o f

Entonces [a]g.J E HomoK (F¡, F8).
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DEMOSTRACIÓN. El lema (3.8) garantiza la existencia de la serie h =:  [a]g.f· 
Debemos mostrar que 

h(:F¡(x, y)) = :Fg(h(x), h(y)).

Claramente, para el término lineal de cada uno de los lados de esta supuesta 
igualdad se tiene en efecto la igualdad. Más aún, 

h(:F¡(J(x), f(y)) = (h o f)(:F¡(x, y)) = g(h(:F(x, y))) 

y 

:Fg((h(J(x)), h (J(y)) = :Fg(g(h(x)), g(h(y))) = g((:Fg(h(x), h(y))); 

por lo tanto, podernos aplicar la unicidad del lema previo. 

Proposición 3 . 1 2. Para toda a, b E O K se tiene que 

[a + b]8.¡ = [a]g.f + [b]g.¡

y 
[ab]g.f = [a]g,¡ [b]g,f·

o 

DEMOSTRACIÓN. En cada caso la serie de potencias de la derecha satisface las 
condiciones que caracterizan la serie de la izquierda. El resultado se sigue del 
lema (3.8) previo. O 

Corolario 3. 1 3. Sean J. g E :F'TT. Entonces :F¡ '.::'. :Fg,

DEMOSTRACIÓN. Para cualquier u E Oic se tiene que [u]¡,g y [u- 1 ]g.f son
isomorfismos inversos uno del otro, i.e. , 

[u]¡,g o [u- 1 ]g.f = [ l ]g.f = [u- 1 ]g.f o [u]f.g·
o 

Corolario 3. 1 4. Sea f E :F'TT. Para cada a E Ox existe un único endomo,jis­
mo [a]¡ :�  [a]¡,¡ : :F'TT -+ :F'TT tal que

[a]¡(x) = ax mód (x2)

y [a]¡ conmuta con el endomorfismo f :  :F'TT -+ :F'TT , i.e., 

[a]¡(J(x)) = J([a]¡(x)). 

Más aún, la función 

a 1-t [a]¡(x) 
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es un morfismo de anillos. 
En el caso cuando a = 1T E OK es el elemento primo, se tiene que

[1r]¡ = f. En particular [1r]¡(x) = xq mód (1r), donde q es el orden del
campo residual K. 

DEMOSTRACIÓN. Para a E OK, la serie [a]¡(x) := [a]u(x) = ax + · · · es la 
única serie que conmuta con f y es un endomorfismo de F¡. Que la función 
a f---+ [a]¡(x) es un morfismo de anillos se sigue del lema previo y del hecho 
de que [ l ]¡(x) = x. La última afirmación se sigue de la observación de que 
[1r]¡(x) = 1rx mód (x2) = f(x) y la urucidad del endomorfismo de F¡ que 
satisface esto. O 

Ejemplo 1 1. Si K = (Qp y f(x) = ( 1  + x)P - l E Fp , entonces F¡(x, y) =
x + y + xy como vimos antes. Ahora, para cualquier a E Zp, definimos 

c 1  + xt := :E (ª)x·
n�O n 

donde 

(:
) .- n ! (a

a
� n) ! 

si a 2:: O en Z. Y si {s¡ };� ¡ es una sucesión de enteros que converge a a E Zp 
(por ( 1 . 1 6)( 1)  y el ejemplo 1 1  después de ( 1 . 1 6), a E Zp es límite de una 
sucesión de sumas parciales { s¡ }¡� 1 de enteros no negativos), entonces 

Hm (
s¡

) =: (ª) 
1-+oo n n 

y por lo tanto (:) E Zp . Mostraremos ahora que 

[a]¡(x) = ( 1  + x}° - l .

En efecto, ( 1  + x}° - 1 = ax + · · · y por lo tanto, cuando a E Z,

J o  ((1 + x}° - 1) = ( 1  + x)Pª - l = (( 1 + x}° - 1) o f

y así, por continuidad, la igualdad anterior es válida para todo a E Zp . 

Definición 3. 1 5. Sea / E Frr · El morfismo de anillos del corolario (3. 1 4) 

a f---+ [a]¡(x) 

254 



3.4. Campos de Lubin-Tate 

decimos que da al grupo formal de Lubin-Tate :F¡ la estructura de Ox-módulo 
formal y decimos que :F¡ es un Ox-módulo formal de Lubin-Tate. Nótese que 
este morfismo satisface que 

[1r]¡(x) = xq mód (1r),

donde q es el cardinal del campo residual de K. 

3.4 Campos de Lubin-Tate 
Si :F es un C'.)x-módulo formal, escogiendo un dominio donde las series 
converjan, por ejemplo tomando JJK, se obtiene un Ox-módulo :F(JJx) en el 
sentido usual. En particular, elegiremos como dominio de convergencia de 
la serie :F al ideal máximo jJ K"' del anillo de enteros O K"' de una cerradura 
algebraica Kal de K. Nótese que la valuación vx de K se extiende de manera
única a cualquier subcampo L � Ka/. de grado finito sobre K y por lo tanto,
usando el lema de Zom, se extiende a Kª1 y es así como consideramos su ideal
máximo JJ Kª1 anterior. Se tiene entonces que: 

Proposición 3. 1 6. Si :F es un Ox-módulo formal entonces :F(Pxa1) es un Ox­
módulo, en el sentido usual, con las operaciones 

X +.F y := :F(x, y) y a · x := [a]:,=(x),

para x, y E 1'xa1. 
Similarmente, si f :  :F -+  g es un morjismo (isomorfismo) de Ox-módulos 

formales, entonces 
f :  :F(1'xa1) ---+ Q(1'xa1) 

es un morfismo (isomorfismo) de Ox-módulos. 

o 
Definición 3. 1 7. Sea :F E :F7T un módulo de Lubin-Tate para un elemento 
primo 1r de O K .  El grupo de puntos de división 1rn -ésimos es el grupo 

:F(n) := { a E JJxa1 : 7Tn · a =  O} = Ker ([1rn]). 

Claramente, :F(n) es un Ox-submódulo de :F(¡,xa1) y como es aniquilado por 
1rn OK, entonces es un Ox/�Ox-módulo. 

Proposición 3. 1 8. El Ox-módulo :F(n) es isomorfo a Ox/1rn Ox. 
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DEMOSTRACIÓN. Como todos los módulos de Lubin-Tate para 7T son isomorfos, 
podemos suponer que F¡ = Fe donde e(x) := x'l + 7TX = [7r].r(x). Entonces
F(n) es el conjunto de raíces en Kal del polinomio iterado: 

ya que 

e o e(x) = e(e(x)) = e(7Tx + xq)
7T( 7TX + xq) + ( 7TX + xq)q 

7T2X + 7TXq + 7TqXq + Xq2 

[ 7T2 ].r(x),
y por inducción se prueba que 

e(n) :=�= [7r11 ],r(x). 
El polinomio e(x) = 7TX + xq es un polinomio de Eisenstein y así tiene
exactamente q raíces distintas y consecuentemente es separable. Por inducción 
se demuestra que el polinomio iterado e<11>(x) es separable y tiene q" raíces.

Ahora, si a11 E F(n) - F(n - 1), entonces la acción de (h en F(n) 

Ox - F(n) 

dada por a 1---t a ·  a11 es un morfismo de Ox-módulos con núcleo 7T11 0x por
definición de F(n ). Se sigue que esta función induce un monomorfismo 

Ox/7T"Ox >---t F(n), 

el cual es un isomorfismo ya que ambos lados son finitos de orden q". O 

Corolario 3. 1 9. Se tienen isomorfismos 

Ox/7T"Ox --=-+ EndoK (F(n)) 
y 

dados por a 1---t [a].r. 

DEMOSTRACIÓN. El primer isomorfismo es directo de la proposición previa y 
el segundo isomorfismo se obtiene tomando el grupo de unidades en el primer 
isomorfismo. D 
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Definición 3.20. Si :F es un módulo de Lubin-Tate para el elemento primo 
7T de () K,  se define el campo de puntos de división TTn -ésimos o campo de 
Lubin-Tate n-ésimo mediante 

KTr,n := K(:F(n)). 

Observación. Se tienen inclusiones F(n) � F(n + 1 )  y así se tiene una torre 
de campos: 

00 

K � K,;r, 1 � K,;r,2 � · · · � K'ff,11 � · · · i;;; KTr := LJ K'TT,n ·
n= 1  

Algunas veces diremos que éstas son extensiones de Lubin-Tate. 
Nótese que estas extensiones dependen sólo del primo 7T y no del módulo 

de Lubin-Tate F para TT, ya que si Q es otro módulo de Lubin-Tate para 7T por 
(3. 1 3), existe un isomorfismo f : F - g con f E OK[[x]] y por lo tanto

Q(n) = f(F(n)) � K(F(n)); 

consecuentemente, K((J(n)) � K(F(n)). La otra inclusión se sigue por 
simetría. 

Ahora, como vimos en la demostración de la proposición (3 . 1 8), :F(n) es 
el conjunto de raíces en Kal. del polinomio iterado: 

11 

e(n) :=� 

por lo que la extensión KTr,n/ K es el campo de descomposición del polinomio 
e<11>(x) = [ 'TT11 ]F(X).

Ejemplo 12. Sea K = Qp ; entonces OK = Zp . Para el módulo de Lubin-Tate 
Gm se tiene que 

e<11> (x) = [p" ]Gm (x) = ( 1  + x)P" - 1

y así el grupo de puntos de división p"-ésimos Gm(n) es el grupo de raíces del 
polinomio ( 1  + x)P" - 1 ,  y por lo tanto, si A E /J,p• es una raíz p" -ésima de 
la unidad, entonces A - 1 es una raíz de ( 1  + x)P" - 1 ,  y éstas son todas las
p" raíces de este polinomio. Se sigue que Gm (n) consiste de los elementos 
A - 1 ,  donde A E /J,p• y por lo tanto la extensión de Lubin-Tate correspondiente 
K'TT,11/Qp es la extensión ciclotórnica KTr,n = Qp(Gm (n)) = Qp(/J,p• ). El 
teorema siguiente muestra la analogía estrecha entre las extensiones de Lubin­
Tate y las extensiones ciclotómicas (véase (2.68)). Antes necesitamos un lema: 
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Lema 3.2 1 .  Sea L / K una extensión finita de Galois de campos locales con 
grupo de Galois G = Gal(L / K). Para cualquier F E O K [[x1 , ... , x,1 ] ]  y 
cualesquiera a¡, . . .  , an en PL se tiene que 

F(CT(a¡), ... , CT(an)) = CTF(a¡, ... , an) 

para todo CT E G. 

DEMOSTRACIÓN. Si F es un polinomio, el resultado se sigue del hecho de que 
CT es un K-automorfisrno de L y por lo tanto fija a OK. 

Por otra parte, sabernos que en general CT preserva la valuación de L, i.e. , 
ICT(a)I L = la li para todo a E L y por lo tanto CT : L -+ L es continua y así 
preserva límites: 

Entonces, si escribirnos la serie  F como 

F = Fm + términos de grado 2: m + 1 ,

se tiene que 

que es lo que queríamos probar. o 
Teorema 3.22. Sea K'TT',n = K(F(n)) el campo de Lubin-Tate generado por 
los puntos de división 7T11-ésimos. Entonces: 

(1) K'TT',n/ K es una extensión totalmente ramificada de grado �-1 (q - 1).

(2) La acción de Ox en F(n) induce un isomorfismo

Gal(K'TT',11/K) -::= Aut('h(F(n)) -::= Ux/U<;_\ 

i.e., para cada CT E Gal(K'TT',11 /K) existe una única clase u =  u mód u<;_> con
u E U K, tal que

para A E F(n). 

En particular; K'TT',n /  
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(3) El primo 7T de K es una norma de K'TT,n · Más aún, si F es el módulo de
Lubin-Tate asociado a e(x) E Frr y si An E F(n) - F(n - 1), entonces An es
un elemento primo de K'TT,n, i.e., Krr,n = K(An) y

�(x) q"-1 ( l ) <fJ (x) := = x q- + · · · + 7T E Ox[x]n en- l (x) 

es su polinomio mínimo. En particular; N K.,.,n ¡ K( -An) = 7T. 

DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer que F es el módulo de Lubin-Tate asociado 
al polinomio e E F '1T de la forma 

e(x) = xq + 7r(aq- JXq-t + · · · + a2x2
) + 7TX,

y por lo tanto 

<Pn (x) := �(x) = en- l (x)q-1 + 7r(a _ ¡ en- l (x)
q-2 + . . .  + a2e"-l (x)) + 7Ten- l (x) 

q 

es un polinomio de Eisenstein de grado q11
-

1 (q - 1). Ahora, si >..11 E F(n) -
F(n - 1), entonces An es una raíz de este polinomio cp11 (x) y así, por (1.5 4), An 
es un elemento primo de K'TT,n y la extensión K(An)/ K es totalmente ramificada 
de grado q11 - 1 (q - 1). Mostraremos ahora que K'TT,n = K(F(n)) = K(An). 
En efecto, como F(n) es el conjunto de raíces del polinomio iterado e<n) en
Kª1, entonces K'TT,n = K(F(n)) es el campo de descomposición del polinomio
e<11) y por lo tanto Gal(K'TT,n / K) se puede identificar con un subgrupo del grupo
de permutaciones del conjunto F(n). Pero el lema previo implica que cada 
elemento de Gal(K'TT,n / K) actúa en F(n) como un isomorfismo de OK-módulos 
y así la imagen de Gal(K'TT,n/K) en el grupo de permutaciones de F(n) está 
contenida en 

Se sigue que 

(q - l)qn-l = IGal(K'TT,n / K) I = [K'TT,n : K] :s; [K(An) : K] = (q - l)qn-l

y por lo tanto las desigualdades deben ser igualdades, en particular K(An) = 
K(F(n)) = K'TT,n y así K'TT,n / K es totalmente ramificada de grado (q - l)qn-l ,
lo cual prueba (1). 

Para (2), de las mismas igualdades obtenidas antes se tiene que 

Gal(K(F(n))/ K) !:= Gal(K(An)/ K) 
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y ya vimos que este grupo se encuentra contenido en 

EndoK (.:F(n)) � (OK/'rrOK)*,

y como ambos grupos finitos tienen el mismo orden (q - l)q11- 1 , entonces deben
ser isomorfos. Esto prueba (2). 

Para (3), observemos que K,,,.,11 = K(>..11) y que <f,11 es el polinomio mínimo 
de >..11 sobre K y por lo tanto

NK,,,,.¡K(A11) = (- l)(q- l)q"-\7T);

y este último término es = 7T, a menos que q = 2 y n = l. En el caso
excepcional se tiene que K,,,., 1 = K y así 7T ciertamente es una norma. O 

A continuación obtenemos una fórmula explícita para el símbolo de norma 
residual de las extensiones de Lubin-Tate K,,,.,11/ K, pero antes necesitaremos
dos lemas: 

Lema 3.23. Sean K un campo local y K.11,. la completación de la máxima 
extensión no ramificada K11,. de K. Sea FrK� la extensión continua del"' 
Frobenius de K11,. a K.11,.. Entonces:

(1) El morfismo Oi., ---+ O
i., dado por a f--+ Fri., (a) - a es suprayectivo con

núcleo OK , 

(2) El morfismo UK., ---+ UK., dado por a f--+ Fr
K., (a)/a es suprayectivo con

núcleo UK. 

DEMOS1RACIÓN. Si 7T es un primo de K, entonces 7T es primo de K111• y por lo
tanto también es primo de K.11,., de tal forma que los isomorfismos de (1.65) 

U¡ ¡u<J.) � �,., u'f!) ¡u<:!_+I)  � Km· 
nr Knr Knr K,., 

son invariantes bajo Fr¡ . Ahora, sea c E Vi y consideremos su reducción
nr _nr 

e módulo Pi.,. Por (1 .51) el campo residual K11,. es algebraicamente cerrado y 
por lo tanto la ecuación 

Fri (x) ¡q 
: = -=- = e, 
X X 

donde q = qk = IKI es el orden del campo residual de K, tiene una solución
i- O en K.11,. = Oi /Pi , i.e., existe un O f. x¡ E K11,. � U

¡ 
¡u<J.) que es

nr nr ,., K,., 
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solución de la ecuación anterior; escribiendo entonces X¡ = X¡ a¡ con x1 E UK� 
nr 

y a1 E u�) se tiene que
Knr 

e= (FrxJx1)/x1)a1. 

Ahora, usando a1 , por la misma razón que antes podemos encontrar un 
x2 E U�) y un a2 E Uf) tales que

K., Kn, 

e= (FrK)x1x2)/x1 x2)a2. 

Inductivamente, podemos encontrar un Xn E u0- l) y un a,1 E u0) tales que
Knr Knr 

e= (FrK- (x1x2 · · · Xn)/x1x2 · · · x,,)an. 
nr 

Pasando al límite obtenemos que 
00 

e= (Fr'i.Jx)/ x con x = IT Xn E Ui.,.
11= 1 

Esto prueba la solubilidad de la ecuación (Frx)(x)/ x = c. Para la solubilidad
de la ecuación FrK- (x) - x = e en OK- se procede análogamente usando los

nr nr 

isomorfismos 
pn
K- /p�+l � Knr·

nr Knr 

Esto prueba las primeras partes de (1) y (2). 
Finalmente, si x E OK., satisface que Fri.., (x) = x, entonces para todo

n 2: 1 se tiene que 

ya que, para n = 1 se tiene que x = a + 7!b con a E O x., y b E ('J
i 

;
ahora, como FrK- (x) = x se sigue que FrK- (a) = a (mód '7T), de tal forma q;'.;e 

nr nr 

a = x¡ + '7TC con x¡ E (')K y e E OK., ; consecuentemente

X= XJ + 7T(b + e)= X¡ + 7Ty¡ con XJ E (')K y y¡ E (')Kn, ·  
Inductivamente, si ya obtuvimos l a  igualdad (*) para n ,  entonces de (*) se sigue 
que Fr�K (y,1 ) = Yn y así, procediendo como en el caso n = 1 ,  se sigue que

nr 

y11 = c,1 + 7Td11 con c11 E Ox y d11 E Ox.,,
de tal forma que 

( + n) + 11+ l a + n+ l X= Xn Cn7T 7T 11 = Xn+l 7T Yn+ I
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con xn+ l E ('.h y Yn+ l E (Jx., . Hemos probado así (*) para n +  l .  Finalmente, 
pasando al límite en ( *) se obtiene que 

X =  lím Xn E Ox 
n-+oo 

ya que K es completo. Esto prueba la segunda parte de ( 1 ). La segunda parte 
de (2) es similar. D 

Si K es un campo local y Tr es un elemento primo de K, dada g E Frr � 
Ox [ [x]] recordemos que g(x) = Trx + términos de grado 2 2 y así su derivada 
g1(x) es tal que g1(0) = Tr. 

Lema 3.24. Sean K un campo local y Tr un primo de K. Sean e(x), f (x) E 
F,,r � Ox[[x)). Pongamos f'(O) = ue1(0) con u E Ux. Si (u)(x) = ux + · · · E
OK[[x]] es una serie de potencias tal que 

e o [u] = [u] o e,

entonces existe una serie de potencias (}(x) = ex + · · ·  E OK [ [x] ], e E UK ,
tal que 

nr nr 

Frx., ((}) = (} o [u] y FrK� ((}) o e =  f o (}.., 
DEMOSTRACIÓN. Construiremos inductivamente una sucesión de polinomios 
(},.(x) = ¿ a¡xi E Ox.,. [x] tales que, para toda r � 1 ,

O,.(x) = O,._ ¡ (x) + bx· para algún b E OK.r 

Frx., (O,.) = O,. o [u] + términos de grado � r + 1 .

Comenzamos con r = 1 observando que por el lema anterior existe un E E U K
tal que Fr¡ (e) = eu . Se define entonces 01 (x) := ex notando que la segund� 
condición �terior se cumple ya que 

Frx,,, (01 )(x) = Frx., (ex) = Frx., (e)x = eux = e[u](x) = (01 o [u])(x).

Supongamos que ya encontramos (},. ; queremos definir 0,.+ 1 tal que satisfaga la
primera condición anterior, i.e., tal que 

Or+l (x) = O,.(x) + bxr+ I para algún b E OK� ."' 
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Para esto, escribamos b = aer+ 1 con a E OK� . Entonces, para 0,-+ 1 (x) ="' 
O,.(x) + ae"+ 1 x1·+ I la segunda igualdad anterior debe ser de la forma 

(Fr¡., o O,.)(x) + (FrxJa)(FriJe))'"+ 1 .x1·+ 1 = O,.([u](x)) + ae"+ 1 [u](x+ 1 )

= O,([u](x)) + ae,.+ 1 (ux)'"+ 1

mód (x,.+2),

donde por inducción podemos cancelar los primeros términos de cada lado de 
la anterior igualdad, obteniendo 

i.e.,

(Fr� (a)(Fr� (e))'"+ 1 x1+ 1 = ae,.+ 1 (ux)'"+ 1 mód (x1+2),
Kn, K., 

(Fr� (a))(eu)'"+ l x+l = a(euy+· I  [f- l mód (x·+2),
Knr 

i.e., a E O�K debe ser una solución de la ecuación
nr 

(FrK� (a) - a) = c/(eu)'"+ 1
nr 

donde e es el coeficiente de .x'"+ 1 en O,. o  [u] - FrK"' (O,.). Este elemento a E OK.,
existe por el lema previo, y así la igualdad deseada para r +  1 es cie1ta. Se sigue
que la serie 

O(x) :=  L a¡xi E ºxn, [ [xl]
i=I 

satisface que O(x) = ex mód x2 y además

Frx., (O)(x) = (} o [u](x),

lo cual prueba la primera igualdad del lema. Para la segunda igualdad, 
pongamos 

h : =  FrK� (O) o e o e- I = (} o [u]  o e o 0-1 = (} o  e o [u] o e- l
nr 

.(donde la segunda igualdad es por la primera propiedad de la serie O, que ya 
probamos, y la tercera igualdad es por la hipótesis sobre e y [u]). Ahora, como 
e y [u]  tienen coeficientes en O K ,  entonces quedan invariantes bajo FrK� y por

nr 
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Fri., (()) o e o [u] o Fri., ce- 1 )

Fri.,(e) o e o [u] o (() o [u])- 1

por la primera parte del lema. 
Fri_,<e) o e o [u] o [ur 1 o e- 1

- Frf., (e) o e o e- 1

= h, 

i .e. , FrK� (h) = h, lo cual por el lema previo implica que h E Ox [ [x]]. Más ., 
aún, 

h(x) (Fri., (O) o e o lr 1 )(x) = (Fri., (e) o e)(e- 1 
X +  . . .  )

(Fr� (())(1re- 1 x + · · · ) = Fr� (e) · 1re- 1x + · · ·K., Kn, 

SU 7TS-l X + · · · = U 1TX + · • • 
wx + · · · donde w := J'(O) = ue'(O) = u1r, 

i .e. , h (x) = wx mód (x2), y como

h(x) = Fri., (()) o e o o-1 (x)

Fr¿, (e)(e(e- 1 (x))) mód 1r

Fr¡., (())(()- 1 (x))q mód 1r

ya que e(x) = xq mód 7T 

- FrK., (())Fri., (e)- 1 (xq) mód 1r
_ xq mód 7T, 

entonces h(x) = :xfJ mód 7T. Las tres propiedades de h(x) que hemos probado
implican que h E Fm . 

Pongamos ahora if¡ := [ 1 ]¡,h o e. Entonces claramente t/J satisface que 

if¡(x) = ex mód (x2)

(porque () satisface esta condición) y además cumple que 
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ya que [ l ]J.h E Ox [ [x]] y por lo tanto queda invariante bajo el Frobenius. Más
aún, 

1 .e .  
Frx_/ 1/1) o e =  f o  1/J, 

que es lo que faltaba probar. o 
El resultado principal es el cálculo explícito del símbolo de nonna residual: 

Teorema 3.25. Si K 'TT,n / K es una extensión de Lubin-Tate y a = u-rrvK(a) E K* 
con u E Ux, entonces 

para A E :F(n). 

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema (3.22)(2) sea a E Gal(K'TT,11 / K) el automor­
fismo definido por 

17(,\) = [u - 1 ] F(,\) para ,\ E :F(n). 
Como K'TT,ti/ K es totalmente ramificada por (3.22)( 1), entonces por 

(1.53)(3) se tiene que Gal(K'TT,n/ K) � Gal(K!'.�/ K11,.) y así a E Gal(K.,,.,11/ K) 
se puede ver como un elemento del grupo Gal(K!'.�/ K111'). Consideremos en­
tonces un levantamiento u E Gal(K';;,�/ K) de a, véase §2.2. Por (2.20) y ( l.52) 
se sigue que el campo fijo ! de u es una extensión finita totalmente ramificada 
I / K y por ( 1.52) .se tiene entonces que 

I n K11,. = K y 
de tal forma que 

[! : K] = [K!'.�1 : Kn,. ] = [K.,,.,11 : K] = q11
-

1 (q - 1),
la última igualdad por (3.22). 

Ahora, sean e E F'TT y f E Fm- donde tu= U7r, y sea F = Fe. Por el lema 
(3.24) existe una serie O(x) = ex + · · · E OK� [[x]] con e E UK� tal que

nr nr 

FrK.,(O) = (J o [u] F  y Frx)O) o e =  f o  O. 

Sea Án E F(n) - F(n - 1); por (3.22) ,\11 es un elemento primo de K'TT,n y 
7Ti = (J(,\n) E ºx'fl',n es un elemento primo de I ya que

1 u - 1  [u- ) (a(,\11 )) = CT(Á11 ) = ,\11 
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y por lo tanto 

Ü(71'¡) = Fri,,,(fJ)(a(An)) = O([u- 1 ] F(a(An))) = O(An) = 71'¡ 

(la segunda igualdad por el lema (3.24)) y así Tr¡ E I por definición de I .
Ahora, como por (3.24) 

y como 

entonces 

/(O(An)) = F!� (O)(ei (An)) = { O para � = n
K., :/= O para z = n - 1 

; { 
O para i = nf ( Tr¡) = :/= O para i = n - 1, 

y par lo tanto 7T'I E :F¡(n) - :F¡(n - 1 ). Se sigue que I = K(71'¡) es el campo de
Lubin-Tate n -ésimo para el primo w. Por el teorema (3.22), se tiene entonces 
que N¡¡x(-71'¡) = w = U 1T  y como, por (3.22), 1T E Nx"',. (K'!.n) entonces
por definición el inverso del morfismo de reciprocidad Y K

71 
•• /K actúa como 

y consecuentemente su inverso aplicado a a = TrvK (a)u es

(la penúltima igualdad porque 1T es una norma, como recordamos antes, y la 
última igualdad porque el símbolo de norma residual es el inverso del morfismo 
y K"',.f K ), i.e. ,

(a, K7T,n/ K)(A) = a(A) = [u- 1 ] F(A)

para A E :F(n), como se quería probar. o 

Tenemos entonces la generalización siguiente del teorema (2.69) de exten­
siones ciclotómicas a extensiones de Lubin-Tate: 

Corolario 3.26. La extensión de Lubin-Tate K7T,n/ K  de puntos de división 
1Tn -ésimos es el campo de clases del grupo de normas (11') X ur> � K*.
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DEMOSTRACIÓN. Sea a =  U7TvK (a) E K* con u E Ux. Entonces

a E Nx.,,,n ¡x(K;,,n) <* (a, K-rr,n / K) = 1
<* [u- 1 ]F(A) = A para toda A E :F(n)

<* [u- 1 ]F  = id.r(n)
<* u - 1 E Uf)
<* u E u<:> 
<=} a E (7T) X U':) 

y por lo tanto Nx.,.,.¡x(K!.n) = (7T) x u<;). D 

Para la máxima extensión abeliana Kªb / K de un campo local arbitrario K
tenemos la generalización siguiente del teorema de Kronecker-Weber local que 
nos da wia descripción explícita de Kª b , ya que Knr está descrita explícitamente
en (1 .6 4)(3): 

Corolario 3.27. Sea K un campo local. Entonces Kªb es el campo compuesto

Kªb = Knr · K-rr,
donde Kn,. es la máxima extensión no ramificada de K y K-rr es la unión de los

campos de Lubin-Tate K-rr,n , i. e. , K-rr = LJ K-rr,n ·
n=l 

DEMOSTRACIÓN. Sea L / K cualquier extensión finita. Sabemos (véase la
observación después de (2.67)) que ( 7Tf) x u<;> � N L/ x L * para algunos enteros
f y n, i.e., L está contenido en el campo de clases del grupo 

(7T') x u':> = ((7T') x Ux) n ((7T) x u<;>) 
y el campo de clases de este último grupo de normas es la composición del 
campo de clases de ( 7Tf) x U x ,  que es la extensión no ramificada K ¡ de K de
grado f y el campo de clases de (7T) x u':>, que es el campo de Lubin-Tate
K-rr,n ; se sigue que L � K ¡ · K-rr,n · Pasando al límite sobre las extensiones
abelianas finitas de K se obtiene el resultado deseado. D 

El símbolo de norma residual sobre QP. El teorema (3.25) anterior aplicado
a las extensiones ciclotómicas de Qp, que son de Lubin-Tate como ya sabemos, 
se traduce en el siguiente corolario: 
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Corolario 3.28. Sea Qp(()/Qp una extensión ciclotómica con { una raíz 
primitiva p"-ésima de la unidad. Si a =  u · pvp(a) E Q;, entonces

-1
(a, Qp({)/Qp)({) = e� 

donde ("- 1 quiere decir (" con r E Z tal que r = u- 1 (mód pn). 

DEMOSTRACIÓN. Sólo tenemos que observar que K'1T,n = Qp({) es una
extensión de Lubin-Tate de QP para el grupo multiplicativo Gm , y que para
{ E Gm (n) = JJ-p" se tiene que A = { - 1 E Gm(n) y así

[u- l ]Gm({) = ( 1  + ()u- 1 - 1 = {u-1.
D 
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3.5 Ejercicios 
l. Sea K un campo local y p = car (K). 

(i) Si f(x) = ¿ x'1 y g(x) = p-2x - p-3x2, demuestre que g(x)
n2'.0 

converge para x = p, f(x) converge para x = g(p) pero f o g no 
converge en x = p. 

(ii) Si p = 2, f(x) = exp(x), g(x) = log(1 + x), demuestre que g y f o  g 
convergen en x = ../2, pero f no converge en g( ../2). 

(iii) Si f(x) = exp(x), g(x) = log( l +x) y ( es una raíz primitiva p-ésima 
de la unidad, demuestre que g({ - 1) = O y f (g(( - 1)) = 1 pero 
(f o g)(( - 1) = (. 

(iv) Si fn(x) = an (log( l + x))" , donde los coeficientes an están dados
por exp(x) = I1 (1 + a,.x11)·

112'. l 
(a) Demuestre que TI (1 + f,1(x)) = 1 + x.

112'. I 
(b) Si x = ( - 1 con { una raíz primitiva p-ésima de la unidad,

demuestre que 1nct - 1) = o y que TI o + 111ct - 1)) =1= r 
n2'. I 

2. Sea A un anillo conmutativo con uno y supongamos que 1/2 E A. 
Demuestre que para cada a E A la serie: 

xJ(l - y2)(1 - a2y2) + y)(l - x2)(1 - a2x2) Fa(X, y) := 1 + 2 2 2a x y

determina una ley de grupo formal en A. (Ésta es la fórmula de adición 
para las funciones de Jacobi en curvas elípticas). 

3. Sea K un campo cualquiera. Demuestre que todo grupo formal conmutati­
vo :F en K es isomorfo al grupo formal aditivo Ga en K, i.e., demuestre que
existe una serie de potencias formal sin término constante A(x) E K[[x]]
(por lo tanto invertible) tal que A(x) = x mód (x2) y

:F(x, y)= A- 1(A(x), A(y)). 

Nota: La serie A(x) se llama el logaritmo del grupo formal :F y se denota por 
logF(x ). Su inversa, con respecto a la composición, se llama la exponencial 
del grupo formal :F y se denota por expF. Así, el ejercicio nos dice que 

:F(x, y) = expF(logF(x), logF(y)). 
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3. Grupos formales y extensiones abelianas de campos locales

4. Si L / K es una extensión finita de campos locales con ideales máximos p L
y PK respectivamente y si F(x, y) es un grupo formal sobre el anillo (h ,
demuestre que la inclusión

(F(px), +.r) � (F(pi), +.r) 
es un homomorfismo de grupos. 

5. Si K es un campo local, demuestre que el morfismo de anillos del corolario
(3.1 4), Ox - EndoK (F¡) es inyectivo.

6. Sean K un campo local y 7T un elemento primo de K. Si L / K es una
extensión abeliana totalmente ramificada tal que L 2 K-,r , demuestre que
L = K-,r.

7. Sean K un campo local y '1T un elemento primo de K. Demuestre que
toda extensión no ramificada de K-,r está contenida en el campo compuesto
K-,rKnr ·

8. Sea L / K una extensión abeliana finita de campos locales de exponente m
y sea Km la extensión no ramificada de K de grado m.

Demuestre que existe una extensión abel iana totalmente ramificada L1 

de K tal que L � L,Km = L Km. Sugerencias: Muestre primero que
Gal(L Km/ K) es un grupo abeliano de exponente m. Luego, muestre que
si T E Gal(L Km / K) es tal que T JKm es el Frobenius de Km / K, entonces
T es de orden m y Gal(L / K) ::: ( 'T) x H (producto directo), para algún
subgrupo H. Finalmente ponga L1 = LM (el campo fijo de (T)).

9. Usando los dos ejercicios anteriores, dé otra demostración de (3.27): si K
es un campo local y '1T es un elemento primo de K, entonces Kª b  = Kn,.K-,r.
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Capítulo 4 

Ramificación superior 

En (2. 33) demostramos que si L / K es una extensión abeliana de campos locales, 
entonces el símbolo de norma residual ( , L/ K) : K* --+ Gal(L/ K) manda
al grupo de unidades UK en el grupo de inercia Go(L/K) de Gal(L/K). E11 
este capítulo se generalizará lo anterior probando que el símbolo de norma 
residual manda al grupo de unidades superiores u'¡) en el n-ésimo grupo de 
ramificación superior Gn de Gal(L/ K) para toda n 2: O. Para esto recordamos
algunas propiedades de los grupos de ramificación superior G11 (en la notación 
con subíndices) y después introducimos la renumeración con supraíndices on

de los grupos de ramificación superior; mostramos entonces que la ventaja de 
la numeración superior es que no cambia cuando se pasa a subextensiones de 
L / K. Después calculamos los grupos de ramificación superior de la extensión
ciclotómica Qp(µ.p" )/Q,, usando algunos cálculos, (2.68), del capítulo 2. 
Esto nos servirá de motivación para estudiar la ramificación superior de las 
extensiones abelianas de campos locales L / K en general y para esto usaremos
el enfoque de Lubin-Tate [28] del capítulo anterior. Al final del capítulo 
demostramos el teorema clásico de Hasse-Arf que afirma .que los saltos en 
los grupos de ramificación superior son enteros. 

4.1 Grupos de ramificación superior 
Si L / K es una extensión finita de campos locales con grupo de Galois 
G = Gal(L / K), recordemos de § 1 .8 que para cada número real s 2: - 1  se 
define el s-ésimo grupo de ramificación de L / K mediante 

Gs = Gs(L/K) := {u E Gal(L/K) : vi(u(a)-a) 2: s+ l para todo a E C)i } .

Recordemos que como vi : L * -* Z tiene valores enteros, entonces para 
todo número real s 2: - 1  se tiene que 

Gs = Gj(s) 
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4. Ramificación superior 

donde j(s) es el menor entero � s. 

En ( l.76) mostramos que si L / K es una extensión finita de campos locales y
G = Gal(L / K), entonces el campo fijo Lo del grupo de inercia Go es la máxima
extensión no ramificada de K contenida en L y los grupos de ramificación de 
G coinciden con los de su grupo de inercia Go = Gal(L/ Lo). En la situación 
anterior, 

L 
�

talmente ramificada 

Lo 

/.ramificada 

K 
la extensión L / Lo con grupo de Galois H es totalmente ramificada de tal 
forma que la proposición ( 1. 7 6) reduce el estudio de los grupos de ramificación 
superior de índice s � O al caso totalmente ramificado. 

Ahora, si H es cualquier subgrupo de G = Gal(L/ K) y M = LH es el
campo fijo de H,  

L 

""Z 
M

/
K 

entonces Gal(L/M) = H y veremos a continuación que los grupos de
ramificación de G determinan los de H: 

Proposición 4. 1 .  Con la notación anterior. sea iG :-t Z la función de (1.80); 
entonces, para todo u E H se tiene que iH(u) = iG(<T) y Hs = Gs n H. 

DEMOSTRACIÓN. S i  <T E Hs entonces VL(ux - x) � s + 1 y así x E Gs y por
lo tanto Hs � Gs n H. La otra inclusión es similar. D

Supongamos ahora además que H <J G = Gal(L / K) es un sub grupo normal
y sea L H el campo fijo de H de tal forma que G/H � Gal(LH /K). Veremos
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4. 1 .  Grupos de ramificación superior
a continuación que los grupos de ramificación de G determinan los de G / H y expresaremos el resultado en términos de las funciones ia e ia¡8 ; esto será consecuencia de la proposición siguiente: 
Proposición 4.2. Sea L / K una extensión finita de campos locales y supon­
gamos que H <J G = Gal(L / K) es un sub grupo nonnal. Sea L H el campo fijo 
de H. Entonces, para todo u E G / H = Gal(L H / K) se tiene que 

1 ia¡H(<i) = e' ¿ ia(u), 
uEG, u-+ü 

donde e' = e(L/LH) es el índice de ramificación de L/LH y u -+  u quiere 
decir que u es un representante de la clase u. 
DEMOSTRACIÓN. (Tate). Para u = 1 ambos lados son iguales a +oo. Supongamos entonces que u f l .  Usando ( 1 .40) sea a E <:Ji tal que<:Ji = Ox[a] y sea /3 E OiH tal que OiH = CJK [/3] . Por definición, 

e'iG¡H(<i) = e'ioa1(iH/K) (<i) = e'viH (<i/3 - /3) = vi (u/3 - /3) 

ya que vi = e'viH · También
iG(u) = ioaI(i/K)(u) = vi(ua - a).

Escojamos un u E G = Gal(L/ K) fijo tal que su clase lateral sea u .  Entonces, los otros elementos de G que representan a u son de  la  forma (!O' con f! E H = Gal(L/LH). Se sigue que 
¿ iG(f!) = ¿ iG(f!u) = ¿ v¿((!O'a - a), 

eEG, (!U=U eEH eEH lo cual queremos que sea igual a 
e1iG¡n(<i) = vi (<i/3 - /3) = vi (u/3 - /3)

y así basta probar que los siguientes elementos de CJ i :
a := IJ (f!ua - a) y b : =  u/3 - f3

eEH al aplicarles vi dan el mismo valor, i.e., basta ver que generan el mismo ideal en <:Ji . Para esto, sea f(x) = Irr(a, LH) E OiH [x] . Entonces 
f(x) = IJ (x - f!(a)) y (u f)(x) = IJ (x - <T(!(a)).

eEH eEH 
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4. Ramificación superior

Ahora, como todos los coeficientes de u(!) - f son divisibles por uf3 -
{3,entonces b := uf3 - f3 divide, en OL , a 

(u !)(a) - f(a) = (u f)(a) = rr (a - ue(a)) =: ª· 
eEH 

(la segunda igualdad es porque f(a) = O); i.e., b divide a a. Para probar que 
alb, escribamos a f3 E OLH � (h = ('.h [a] como un polinomio en a con 
coeficientes en Ox : f3 = g(a). Observemos ahora que el polinomio g(x) - f3 
tiene todos sus coeficientes en O LH y a es una de sus raíces. Se sigue que el 
polinomio mínimo de a, f(x) = lrr(a, LH) divide al polinomio g(x) - {3:

g(x) - f3 = f(x)h(x) 

con h(x) E OLn [x]. Aplicando u a los coeficientes de ambos lados de esta 
igualdad, observando que ug = g porque g(x) E OK [x], obtenemos 

g(x) - u(/3) = u J (x)uh(x) 

y substituyendo x = a se obtiene 

f3 - uf3 = g(a) - uf3 = u f(a)uh(a),

i.e. , a =  u f(a) divide a f3 - uf3 = a en (h. o 

Una consecuencia de la proposición anterior es que los grupos de ramifi­
cación de G determinan los del cociente G / H en un caso especial: 

Corolario 4.3. Con las mismas hipótesis de la proposición anterior, si además 
H = Gj para algún j 2:: O, entonces (G/H); = G;/H para i � j y 
(G/H); = {1}  para i 2: J.
DEMOSTRACIÓN. Los G;/ H para i $; j forman una filtración decreciente de 
G / H; mostraremos que esta filtración coincide con la dada por los grupos
de ramificación ( G / H); para i � j. En efecto, si a E G / H y a =/ 1,
entonces existe un único índice i < j tal que a E G;/ H y a (/. G;+t /  H. 
Si s E G representa a a entonces claramente s E G; pero s (/. G;+I ; se sigue 
que io(s) = i + l.

Ahora, como H = G j para algún j 2:: O, entonces H � Go y así los
campos fijos satisfacen L H 2 L Go = Lo y por lo tanto, la extensión L / L H
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4.1. Grupos de ramificación superior 

es totalmente ramificada y así e(L/ LH) = I H I .  Por la proposición anterior se
sigue que 

1 1 1 iG¡n(u) = TRI ¿ iG(s) = TRI ¿(i + 1 )  = IHI I Hl(i + 1) = i + 1,
sEG sEG 

donde las sumas son sobre los elementos s E G que representan a las clases u. 
Por lo tanto, la filtración (G / H); coincide con la filtración G¡/ H para i � j. 

Finalmente, como para i = j ya vimos que ( G / H) i = G i / H = { 1 } (la
última igualdad porque H = G i ), se sigue que si i � j entonces ( G / H)1 = { 1 } 
ya que son subgrupos de (G/H)j = { 1 } .  D 

Observación. El corolario anterior requiere que el subgrupo normal H <l G sea 
de la forma H = G í para algún j '2: O. En realidad, para cualquier subgrupo 
normal H <l G es cierto que los grupos de ramificación de G / H son imágenes 
de los grupos de ramificación de G, pero es necesario modificar la numeración. 
Este cambio de numeración lo da la función 'PL/K : [- 1 , oo) - [- 1 ,  oo)
definida mediante r dt 

</>
(u) :=

lo (Go : G,) '

donde (Go : G,) = [Go : G,J es el índice de G, en G0 si t > O y si t � O 
ponemos (G0 : G,) = [G, : Go]-1 , el recíproco del índice de Go en G, .
Obsérvese que para u E [- 1,  O] se tiene que </J(u) = u ya que para t E ( - 1 ,  O]
se tiene que (G, : Gor 1 = (Go : Go)-1 = l. 

La función 'PL/K se puede hacer explícita como sigue: si u E lR se pone en 
el intervalo "entero" m � u � m + 1, donde m es un entero positivo, entonces

= r dt 

lo (Go : G,) 
- r1 dt + . . . + ¡m dt + r dt 

lo !Go/G1 I lm- 1 IGo/Gm l lm IG0/Gm+1 I
1 - ! Go l ( IG1 1  + I G2 I + . . · + I Gm l + (u - m)IGm+1 I )

1 = -(g¡ + g2 + · · · + gm + (u - m)gm+I)go 
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4. Ramificación superior 

donde g¡ := IG; j. En particular, si u = m, 

1 
<PL¡K(m) = -(gi + g2 + · · · + gm). 

go 
Es claro que la función cp L/ K es continua, lineal a tramos, creciente, cóncava 

y además <PLf K(O) = O. 
En términos de los números iL¡K(u), para u E Gal(L/ K), la función <PL/K 

se puede expresar como sigue: 

Proposición 4.4. Si G = Gal(L/K), entonces 

<PL/K(u) = _!_ ¿ rrún{iL¡K(u), u +  1 }  - 1.
go uEG

DEMOSTRACIÓN . Sea O(u) la función definida por el lado derecho� claramente 
() es una función continua, es lineal a tramos y se anula en u = O. Si elegimos 
u tal que existe un entero m � -1  que satisface m < u < m + 1, entonces la
derivada 

O'(u) = 1 
-l{u E G : l LjK(u) � m + 2 } 1 go 

1 1 
-

J
IGm+ I I =

I Go (Go : Gm+1) 
<P�¡K(u)

por definición de <PL/K · Hemos así probado que O'(u) = <P�¡K(u) y como
también 0(0) = O= <PL¡K(O), entonces O(u) = <PL¡K(u). O

Teorema 4.5 (Herbrand). Sea L / K una extensión finita de Galois y M/ K 
una subextensión de Galois. Sean G = Gal(L / K) y H = Gal(L / M). Si 
t = <PL¡x(s), entonces GsH/H = (G/H),.

DEMOSTRACIÓN. Para cada u' E G / H = Gal(M/ K) escojamos una preimagen 
u E G de u' cuyo valor iL¡K(u) sea máximo entre todas las preimágenes de
u'. Mostraremos primero que

Para esto, pongamos m = iL¡ 1 , entonces
iL¡x(T) � m y así iL¡K(Tu) � m ,  y por la forma en que elegimos u se debe

276 

K(u). Si T E H está en Hm-
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entonces tener que ii¡K(Ta) = m.  Por otra parte, si T DO está en Hm- I entonces
ii¡x(T) < m y así ii¡x(Ta) = i¿¡x(T). Así, en ambos casos se tiene que

iL¡K(Ta) = mín{ii¡K('T), m }

y consecuentemente, por (4.2) y (4.4), obtenemos 
1 iM¡K(a') =

e(L/M) L mín{ii¡K(T), m }. 
TEH 

Ahora, como ii¡K(,;) = ii¡M(7) por (4.1) ya que Gal(L{M) � Gal(L/K) y
como e1 = e(L/M) = I Hol , entonces por (4.2) y (4.4) se tiene que 

iM¡x(a') = I� I ¿ mín{zi¡M(7), m }  - 1 = <PL¡M(m - 1),
o TEii 

y como m = ii¡K(a), esto demuestra (*).
Ahora, usando la fórmula (*) obtenemos 

a' E GsH/H <=> ii¡K(a) - l 2: s por definición de Gs 

<=> <Pi¡M(ii¡K (a) - 1) 2: <Pi¡M(s) porque <PL/M es creciente
<=> iM¡K(a1

) - 1 2: </>i¡M(s) por (*)

<=> a' E (G / H)4,LJM (s) por definición de (G / H),
<=> a' E (G / H)r ya que t = <Pi¡M(s) 

D 

Consideremos ahora la inversa t/J L/ K : [ -1, oo) -+ [ -1, oo) de la función 
cp L/ K. Entonces 'PL/ K es continua, lineal a tramos, creciente, convexa y además 
'PL/ x(O) = O. 

Lema 4.6. Si v es un entero, entonces t/Ji¡K(v) también lo es. 

DEMOS1RACIÓN. Pongamos u = 'PL/K(v) y sea m un entero tal que m � t/J(v) � 
m + 1. Como v = cp(,f¡(v)) = <j,(u), usando el cálculo antes de (4.4): 

se tiene que 

1 
v = <j,(u) = -(g¡ + · · · + 8m + (u - m)gm+l ,go 

gov = g¡ + · · · + 8m + (u - m)gm+I
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4. Ramificación superior

y como Gm+l está contenido en Go, ... , Gm , entonces su orden gm+ I divide a
los órdenes go, ... , gm y así 

1 
(u - m) = --(gov - g¡ - · · · - gm)

gm+I 
es un entero; y como m E Z, entonces u = 1/J(v) también es un entero. D 

Podemos ahora definir la numeración superior de los grupos de ramificación 
mediante 

o, en forma equivalente, 
G<l>L¡K(t, ) := Gu .

Claramente, a-1 = G, Gº = Go y G 1 = {1 } para t suficientemente 
grande. Nótese que el conocimiento de los Gv es equivalente al conocimiento
de los Gu ya que 

1/JL¡K(v) = fo
v
(Gº : G 1)dt. 

Usando la numeración de supraíndices de los grupos de ramificación y el 
teorema de Herbrand determinaremos los grupos de ramificación del cociente 
G / H en términos de los grupos de ramificación de G, pero antes necesitamos
la propiedad de transitividad de las funciones <PL/K y 1/JL¡K :

Proposición 4. 7. Sea L / K una extensión finita de Galois de campos locales 
y sea M/ K una subextensión. Entonces, las funciones <P y 1/1 satisfacen las 
siguientes fórmulas de transitividad: 

y 

DEMOSTRACIÓN. Para las extensiones 
L 

� 
G M 

hH 
K 

los índices de ramificación satisfacen e(L / K) = e(L / M)e(M/ K) y sabemos 
que e(L/ K) = IGol , e(L/M) = I Hol y e(M/ K) = l(G / H)ol -
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4. 1 .  Grupos de ramificación superior

Del teorema de Herbrand y del teorema de isomorfismo de Noether 
obtenemos que 

/ I Gu H/Hu / (G H)v = Gu H H = / = Gu HuH Hu 
con v = </>L¡x(u).

Ahora, si u > -1 no es un entero, la derivada de la composición
<f>M/K o <!>L/M en u es 

(*) </>�¡K ('PL/M(u)) . </>�¡M(u) = 'P�¡g (v) . </>�¡M(u)

con v = <f>L;M(u). Y como, por definición de </>, sus derivadas son
, 1 Hu 1 I I </>L¡M(u) = (Ho : Hu) - Ho 

= e(L/M) 
Hu 

</>�¡x(v) =
((G / H)o � (G / H)v) 

- e(M� K) i
(G / H)vl

entonces la derivada ( *) se puede escribir como 

1 1 =
e(L/M) I Hu l ·

e(M/K) J(G/H)v l  

1 
- e(L/K) I

Hu l l (G/H)vl

1 
I 

Gu / =
e(!,,/K) 

Hu i · 
Hu 

ya que (G H)v = Gu/Hu

1 
e(L/K) IGu l

= </>�¡x(u).

Así, </>L¡x(u) = <f>M/K o <f>L/M(u) + constante y como <p¿¡x(O) = O =
<f>M/K o </>L¡M(O), entonces <f>L/K = <f>M/K o </>L/M como se quería. Tomando
inversas se sigue la correspondiente fórmula para las tf¡. O

De esta proposición y del teorema de Herbrand obtenemos los grupos de 
ramificación del cociente G/H, i.e., de las subextensiones M/K de L/K, 
mostrando que con la notación de supraíndices, la numeración se mantiene: 
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4. Ramificación superior

Teorema 4.8. Si L / K es una extensión finita de Galo is de campos locales y 
M/K es una subextensión de Galois y si G = Gal(L/K), H = Gal(L/M) y
G / H = Gal(M/ K), entonces para todo v se tiene que 

DEMOSTRACIÓN. Sea u = 'PM/K(v). Entonces

( G / H? · - ( G / H)u por definición de numeración superior
= GwH/ H por el teorema de Herbrand con w = 'PL¡M(u)
- GV H/H,

la última igualdad porque w = o/L/M(u) = o/L/M(o/M/K(v)) = o/L/x(v) por la 
proposición anterior, y así, por definición de numeración superior, Gv = Gw 
ya que w = ,j¡L¡K(v). D 

4.2 Ramificación en el caso ciclotómico 
Como un ejemplo, determinamos los grupos de ramificación superior de las 
extensiones ciclotómicas de Qp . Recordemos primero, (1.64) o (2.70), que
si n es coprirno con p entonces la extensión Qp(µ,n)/Qp es no ramificada,
de tal forma que en est� caso los grupos de ramificación son triviales. En el 
caso restante, cuando n = pm , m 2: 1 ,  sabemos por (2.68) que la extensión
Qp(J1,pm )/Qp es totalmente ramificada de grado cp(pm) = (p - l )pm- l con
grupo de Galois Gal(Qp(JLp'")/Qp) � (Z/pm Z)* ,  al que denotaremos por
G(m). Para determinar los grupos de ramificación de G(m), si 11 es un entero 
tal que O � 11 � m, denotemos por G(m)" al subgrupo de G(m) dado por 

G(m)" : =  {a E G(m) : a =  l mód p"} .  

Observamos que se tiene un isomorfismo G(m)/G(m)" � G(v) que manda 
x E G(m) a su reducción módulo p". Ahora, como G(v) = Gal(Qp(JLpv )/Qp)
entonces se tiene un isomorfismo 
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4.2. Ramificación en el caso ciclotómico 

Teorema 4.9. Los grupos de ramificación Gu de G(m) =::: Gal(Qp(µ.p"')/Qp) 
son 

Go G(m) 
Gu = G(m) 1 

Gu - G(m)2 
SI l � U � p - 1 
SI p � u � p2 - 1

Gu G(m)ffl = { 1 }  si pm- l � u. 

DEMOSTRACIÓN. Sea 1 =/= a E G(m) y sea Ua E Gal(Qp(,U.pv )/Qp) el elemento 
correspondiente. Sea v el mayor entero tal que a = 1 rnód p\ entonces
a E G(mY y a r/.  G(my+ 1 . Por otro lado, 

iG(<Ta) = VQp (µpm )(u0(() - () = VQp(µpnt)((q - () = VQP,µP"' )((q-l - 1)

(factorizando a { y observando que VQp(/.'p"' )(0 = O).
Ahora, corno (q-l  es una raíz primitiva pm-"-ésima de la unidad, por 

(2.68)(2) el elemento (q- l - 1  es un primo del campo ciclotómico Qp(,u.p"'-•).
Se sigue que 

iG (ua) VQp (µpnt )((q- l - 1)
- [Qp(,Up

m) ; Qp(,Up
m-v)] · VQp(µpm )(()

= [Qp(,U.p"') ; Qp(,Upm-v )] ya que ViQ!p(/.'pnt )(() = 1

IGal(Qp(,U.pm )/Qp(µ.p"'-• ) 1 
p". 

Con este cálculo a la mano observamos que si pk- l � u � pk - 1 , entonces 
u0 E Gu si y sólo si v 2': k y por lo tanto Gu = G(m?. O

Habiendo definido los grupos de rainificación G" para todo número real 
v 2:: - 1, es natural preguntarse para cuáles de estos números v los grupos de 
ramificación cambian; a estos números se les llama saltos de la fi ltración { G"} 
de G = Gal(L / K). Es decir, v es un salto de la filtración { Gu } si  para todo 
e > O se tiene que 

G" =/= Gv+e. 
En el caso cuando L/ K es abeliana, el teorema de Hasse-Arf que probaremos 
en (4. 1 3) nos dice que estos saltos son enteros. En el caso ciclotómico (que por 
supuesto es abeliano), donde los grupos de ramificación ya los hemos calculado, 
esto se puede probar directamente: 
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4. Ramificación superior

Corolario 4. 1 O (Hasse-Arf en el caso ciclotómico ). Si G es el grupo de Galois 
de Qp(µp"' )/Qp , entonces los saltos en la filtración { Gv } de G son enteros.
Más aún, 

y 
Gv = G(mY para O �  v � m

para v � m. 

DEMOSTRACIÓN. Los saltos de la filtración { Gu } ocurren cuando u = p
k - 1

con O � k � m - 1 (el caso p = 2 es excepcional porque O no es un salto; esto 
es porque para p = 2 ,  
G(m)= Gal(Qi(µ2m)/Q2) � (Z/2"''/l.,)* � {a E Z :  a es impar y 1 � a �  2"' }

= {a E G(m) : a =  1 mód 2 }  = G(m) 1 ).
Ahora, como los cocientes G(m)/G(m)Y ':::'. G(v) entonces el orden

(*) IG(mY I  = IG(m)/G(v)! = (p - l )p"':1
1 

= p
m-v.

(p - l)pv 

Sin embargo, por el cálculo de los grupos de ramificación del teorema anterior, 
G j = G(m) 1 si 1 � j � p - 1 y hay p - 1 de estos grupos con órdenes
! Gi l = p"'- 1 por (*). Para Gj = G(m)2 , i.e., cuando p � j � p2 - 1,
hay p2 - p de estos grupos de órdenes IG  il = p"'-2 por (*). Continuando
recursivamente, para los grupos G j = G(ml, Le., cuando p

k- l � j � p
k - 1,

hay p
k - p

k- l de estos grupos, de órdenes G i = p
m-k por ( * ). Finalmente,

mostraremos que </>(pk - 1) = k.  En efecto, usando la fórmula antes de (4.4), 

<l><l - 1)  = ..!_(g¡ + · · · + g t_ ¡ ) go P 

1 
[p"'- l (p - 1) + . . . + p"'-k

(/ - /-1)]
(p - 1) p"'- 1

= 1 
[p

"'- 1
(p - 1) + . . .  + p"'-k/-1

(p _ l)]
(p - l)p"'- 1 

= 1 
[p"'- l (p - 1) + . . . + p

"'- l (p - l )]
(p - l)p"'- 1 

k veces 
1 m- 1 ......---...... 

(p _ l)p"'- 1 [p (p - 1)(1 + · · · + l)] = k,

que es lo queríamos probar. 
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4.3. El teorema de Hasse-Arf 

4.3 El teorema de Hasse-Arf 
Antes de considerar el caso general de una extenión finita de Galois de campos locales, consideraremos las extensiones de Lubin-Tate, para las cuales se tiene la siguiente generalización del cálculo de los grupos de ramificación de las extensiones ciclotómicas (4.9): 
Teorema 4. 1 1 . Sea K'Tr,n/ K una extensión de Lubin-Tate. Entonces los 
grupos de ramificación G; de G = Gal(K'Tr,n/ K) son G; = Gal(K'Tr,n /K,,,.,j) 
para qi- 1 � i � qi - 1 .
DEMOSTRACIÓN. Por (3.22) se tiene un isomorfismo 

Gal(K,,,.,J / K) ::::: U K / U�) para cada j, y este isomorfismo está dado asociando a una clase u E 
UK mód ut el automorfismo CT E Gal(K'Tr,J/K) tal que CT(A) = [u-1 ] F(A)para A E F(j). Por (3.25), el isomorfismo anterior es precisamente el símbolo de norma residual ( , KTT,J/ K) y por lo tanto, 

Gal(K'IT,J/K) '.:::: cut. K'IT,j/K).Así, si consideramos la torre de campos K � K'Tr,j � K,,,.,n , la sucesión exacta corta dada por teoría de Galois : 
1 -+ Gal(KTT,n / K'IT,j) - Gal(K'IT,n/ K) - Gal(K'Tr,j / K) -+ 1 implica que el grupo Gal(KTT,n / KTT,j) consiste de los elementos del grupo

Ux/u<;> Gal(KTT,n /K) que van a dar al 1 de UK/ut '.:::: Gal(K'IT,J/K),i .e. , 
( 1 )  
Debemos entonces probar que 

G;(K'Tr,nl K) = cu�> . KTT,n l  K)
para qi- 1 � i � qi - l .Para esto, observemos que, por (3.22), el grupo U K Jut '.:::: Gal(K'IT, 1 / K) tiene orden q 1 -1 (q - 1 ) = q - 1 y el grupo UK/u<;> '.:::: Gal(K'Tr,n/K) tieneorden q"-1 (q - 1 ), donde q = I KI . De estas observaciones y de ( 1 )  se sigue 
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4. Ramificación superior

que el grupo U�) ¡ut) tiene orden qn- J y además tiene índice q - 1 (coprimo
con p) en UK/ut); se sigue que u�) ¡ut) es un p-subgrupo de Sylow de 
U K / U�). Por otra parte, G1 (K'1T,n/ K) también es un p-subgrupo de Sylow de 
Gal(K'1T,n/ K) por (l.77)(3). 

Ahora, sea u E G 1 (K'1T,n /K) y sea u E Ux tal que u =  (u- 1 , K'1T,n /K). 
Como el isomorfismo ( , K'1T,n/K) : Ux/U�) '.:::'. Gal(K'1T,n /K) manda el p­
subgrupo de Sylow en el p-subgrupo de Sylow, entonces manda a u�> /ut> en 
G 1 (K'1T,n/ K), y como u E G 1 (K'1T,n / K), entonces se debe tener que u E u�> .  

Ahora, pongamos u =  1 + e1Tm con e E UK y sea ,\ E F(n) - F(n - l).
Por (3.22) ,\ es un elemento primo de K'1T,n y por (3.25) se tiene que 

u(,\) = [u]F(,\) = F(A, [e1rm ]F(A)). 

Si m "2: n ,  entonces 

u(A) = F(A, [e1rm ]F(A)) = F(A, O) = O,

porque [1rm]F(,\) = O ya que ,\ E F(n) � F(m). Se sigue que u =  1 y así

VK1r .• (u(,\) - ,\) = VK1r_. (O) = OO. 

Si m < n, entonces Án-m := [1rm ]F(,\) es un elemento primo de K'1T,n-m
por (3.22) y así también [e7rm ]F(A) = [e]F(Án-m) es un primo de K'1T,n-m ·
Ahora, como K'1T,n/ K,'1T,n-m es totalmente ramificada de grado q"' por (3.22),
podemos escribir [e7T"']F(,\) = &oAqm con &o E UK1r,n · De las igualdades
F(x, O) = x y F(O, y)= y se sigue que 

F(x, y) = x + y +  xyG(x, y) 

con G(x, y) E Ox[ [x] ]  y por lo tanto 

u(,\) - ,\ = F(A, eoA q"') - ,\ 

Se sigue que 

= eoA q"' + 1 b - A para algún b E O K1r,n
con a = eob E Ox",

"
. 

vx,,. (u(A) - A) = VK".,, (eoAq"' + a,V
m+ l)

= VK.,,. (Aq"' (eo + aA)) 
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4.3. El teorema de Hasse-Arf 

ya que VK.,,,. (eo+aA) = O porqueso+aA = eo( l  +aA/ so) con 1 +aA/ so E U�).
y así los dos factores del lado derecho de la igualdad anterior son unidades. 

Por lo tanto, 

(*) iK /K(a) = VK"'. (a(A)- A) = VK_ . (Aq"' (eo +aA) = { qm s� m <
> 

n
"·" · "• 00 SI m _ n. 

Supongamos que i es tal que qj- l s i s qj - 1 .  Para u = 1 + s'TT"' E uc;¡,)
con e E UK , si sucediera que u E U�) entonces m 2: j, i.e., iK",. (a) 2: qj 2:
i +  1 (la primera desigualdad por (*) y la segunda desigualdad porque i s qj - 1 )
y por lo tanto a E G 1(K,,,.,11/ K). Esto muestra que 

cut. K,,,.,11/ K) � G¡(K,,,.,11/ K).

Recíprocamente, si a E G;(K,,,.,11 / K) y a i=- 1 entonces i K"' .• ¡K(a) = e/" > 
i 2: qi- l (la igualdad por (*) y las desigualdades por la elección de i); se sigue 
que m 2: j y así u E ut; por lo tanto,

( ') G;(K,,,.,11 /K) � (U¡¿ , K,,,.,11/K). 

o 
Así, en completa analogía con el caso ciclotómico los grupos de ramifica­

ción de G = Gal(K,,,.,11/ K) son 

Go = G 
Gq- 1 Gq-2 = G¡  
Gq2_ 1 = Gq2_2 Gq 

Gq• - 1 = { l } .  

Podemos ahora probar otro caso especial del teorema de Hasse-Arf, para 
las extensiones de Lubin-Tate, como consecuencia directa del cálculo de los 
grupos de ramificación anterior: 

Corolario 4. 1 2  (Hasse-Arf para extensiones de Lubin-Tate). Si G es el grupo 
de Galois de K,,,.,m/ K, entonces los saltos en la filtración { Gv(K,,,.,m/ K)} de G
son enteros. 
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DEMOSTRACIÓN. Por el teorema previo, los saltos de la filtración {G u (K '1T',m / K)} 
son los enteros qn - 1 para n = O, 1 ,  ... , m - 1 (q = 2 es una excepción
ya que O no es un salto, por un argumento similar al del caso ciclotómico 
en (4.10)), y por lo tanto los saltos de la filtración {Gu(K'1T',m/K)} son los
números </>x.,,,m/K(� - 1), y éstos se calculan como en (4.10), usando el hecho 
de que sus grupos de ramificación son G¡(K'1T',m/ K) = Gal(K'1T',m/ K'1T',j) para 
qi- 1 � i � qi - 1 ,  y por lo tanto sus órdenes son 

g¡ := I G;(K'1T',m/K)I = 1Gal(K'1T',m/K'1T',j) I = qm-J,

la última igualdad por (3.22), habiendo qi - qi- l de estos grupos. Al igual
que en la parte final de la demostración de (4.10) (usando la fórmula antes de 
(4.4)), se sigue que </>(qn - 1) = n, para O � n � m - 1. D

El caso general del teorema de Hasse-Arf se reduce al anterior, como 
veremos a continuación: 

Teorema 4. 1 3  (Hasse-Arf). Sea L/ K una extensión abeliana.finita de campos 
locales. Entonces, los saltos en la filtración { Gu }u2:- 1 de G = Gal(L/ K) son
enteros. En otras palabras, si G J i= G J+ ¡ entonces </> L/ xU) es un entero. 

DEMOSTRACIÓN. Por (1.76) podemos suponer que L/K es totalmente rami­
ficada ya que Gu(L/K) = Gu (L/Lo) para u > -1 , donde Lo es la máxima
extensión no ramificada de K contenida en L. 

Ahora, si L / K es totalmente ramificada y si 7r L es un elemento primo de L, 
entonces el polinomio núnimo de 'TT'L, f(x) = lrr('TT'L, K) es de Eisenstein por 
(1.5 4) y así su término independiente es un primo 7r de K; pero este término 
independiente 7r es precisamente NL¡x(7rL), y así 7r = NL¡x(7ri) es un primo
de K y por lo tanto (7r) x ut> � NL¡x(L *) para m suficientemente grande. 
Se sigue que L está contenido en el campo de clases de (7r) x u<;> el cual,
por (3.26), es el campo de Lubin-Tate K'1T',m ; se tiene así una torre de campos 
K � L � K'1T',m y por el teorema de Herbrand (4.5) se tiene que 

Gu (L/K) = Gu (K'1T',m/K)Gal(K'1T',m/L)
_

Gal(K'1T',m /L) 

Así, si u es un salto de la filtración { cu (L / K)} entonces u es un salto de la 
filtración { Gu (K'1T',m/K)}. Por lo tanto, podemos suponer que L = K'1T',m , y
este es caso del corolario anterior. O 
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4.3. El teorema de Hasse-Arf 

El resultado principal de la teoría de ramificación es: 

Teorema 4. 1 4. Si L / K es una extensión abe liana finita de campos locales, 
entonces el símbolo de nonna residual 

( , L/ K) : K* -t Gal(L/ K) 

lleva el grupo de unidades u�> en el grupo de ramificación Gn(L/ K) de
Gal(L / K) para toda n :2: O. 

DEMOSTRACIÓN. Si Lo/ K es la máxima extensión no ramificada de K contenida 
en L entonces, por (1.76), para t :2: -1 los grupos de ramificación son iguales: 
G'(L/ K) = G'(L/Lo). Y por otra parte, por la funtorialidad (2.34)(1)(i) del 
morfismo de reciprocidad, para la tmre de campos K � Lo � L se tiene un 
diagrama conmutativo: 

( ,L/Lo) L0 ----- Gal(L / Lo)

NLo/K 
l r 

K* Gal(L/K) 
( ,L/K) 

y por lo tanto, para u<¡:j � L * ,  se tiene que 

(U<¡:;, L/Lo) = (Ni0¡x U'!;j. L/K) 

y como Lo/ K es no ramificada, por (2.5) se tiene que NLo/Ku<¡:j = u�> y así

(Ul�, L/ Lo) = (U�>. L/ K); 

y por lo tanto, podemos reemplazar la extensión L/ K por L/ Lo, i.e., podemos 
suponer que L/ K es abeliana totalmente ramificada. En este caso, por (1 .5 4),
si 7TL es un primo de L entonces 7TK = Ni¡x(7Ti) es un primo de K y así
7TK E NL¡xL * y por lo tanto, (7rx) x u<;> � Ni¡xL * para algún m y
consecuentemente el campo L está contenido en el campo de clases del grupo 
de normas (7rK) x u<;> � K* que, por (3.26), es el campo de Lubin-Tate K7TK,m •
i.e., L � K7TK ,m para algún m. Ahora, para la torre de campos K � L � K7TK,m ,
por (4.8), se tiene que 

(1) G'(K7TK,m/ K) · Gal(K,,,x,m/ L)/Gal(K7TK ,m/ L) = G1(L/ K) 
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4. Ramificación superior

y por la funtorialidad (2.34)( l )(ii) del morfismo de reciprocidad aplicada a la 
torre K � L � K,,.K,m ,

K* 
( ,K.,,K,m/K) 

Gal(K'TTl(,m/K)

id l l res 

K* 
( , L/K) 

Gal(L/ K) 

para ut> � K* se tiene que

(2) (u';_>. K'TTl( ,m/ K) = (ut>. L/ K)
de tal forma que, de (1) y C2), para probar que 

(U�> . L/ K) = Gn (L/ K) para n ?. O
basta mostrar que 

cu<;_>, K'TT/(,m/ K) = GnCK'TTl( ,m/ K),
es decir, podemos reemplazar L por el campo de Lubin-Tate K'TTK,m ·

Ahora, por C3.22) (ver la demostración de (4.11)), el símbolo de norma 
residual es un isomorfismo de UK/u'¡¡_> en Gal(K'TTK,m/ K) de tal forma que

G;CK'TTl( ,m/K) = GalCK'TTl( ,m/K) = (u';_>, K'TT/(,m/K)

para <f- 1 � i � qn - l .  Finalmente, como vimos en la parte final de la
demostración de C 4.12), </> K.,,K,ml K(q11 

- 1) = n y por lo tanto para i = qn - 1
se tiene que 

cu';_\ K'TTl(,m/K) = Gq•- 1 CK'TTK ,m/K) = Gn(K'TTl( ,m/K),

corno se quería demostrar. o 

288 



4.4. Ejercicios 

4.4 Ejercicios 
1 .  Sean L / K una extensión finita de Galois de campos locales y G =

Gal(L/K). Sea f = ÍL/K el conductor de L/K, i.e., el menor entero 
f tal que (V;{>, L/ K) = O. Demuestre que ÍL/K = </>i¡x(c) + 1 ,  donde c
es el mayor entero tal que el grupo de ramificación Ge es =/= O. 

2. Sean L / K una extensión finita de Galo is de campos locales y G =
Gal(L/ K). Sea x :  G -+  (C* un carácter y sea Lx := LKer()() el campo fijo
de Ker (x) � G.

(i) Demuestre que Lx/ K es una extensión cíclica.
(ii) Si f(x) es el conductor de Lx/ K y G; son los grupos de rrunificación

de G de órdenes g; = IGJ demuestre que

f(x) = ¿ g; 
( 1 - x(G,)),

i=O go 

donde x(G;) = ..!_ ¿ x(a) es el promedio de x en G; . 
g¡ uEG1 

3. Sea L / K una extensión separable de campos valuados discretos completos
tal que L/ K es separable. Sean G = Gal(L/ K) y G; los grupos de
ramificación de L/ K. 

(i) Demuestre que el grupo Go actúa sobre los cocientes G;/G;+1 por
medio de conjugaciones.

(ii) Determine estas acciones en términos de los isomorfismos A; de
( l .65) y {)-¡ de ( l .82). Específicamente:

(a) Si u E Go y T E  G¡/G;+1 , i 2: 1 ,  demuestre que

A;(uTu- 1) = Ao(ui A;(T).

(b) Si a E Go y T E G;, i 2: 1 ,  demuestre que CTTCT-I T- I E G;+ 1
si y sólo si u; E G 1 ó T E  G;+J ·

( c) Si G es abeliano y eo es el orden del cociente Go / G 1 , demuestre
que para todo entero i no divisible por eo se tiene que G; =
G;=I ·

4. Usando el último inciso del problema anterior y el teorema de Herbrand,
demuestre que si el teorema de Hasse-Arf es verdadero para toda extensión
cíclica de orden una potencia de un primo, entonces es verdadera en general.

5 . Sean L / K una extensión finita de Galois de campos locales, G = Gal(L / K)
y p = car (K). Demuestre que si los enteros i 2: 1 tales que G; =/= G;+ 1 son
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4. Ramificación superior

todos divisibles por p, entonces son de la forma i = lio con 1 � k � h,  
donde phio = e/( p  - 1), e = e(L/ K) y el  grupo G 1 es cíclico de orden 
ph . 

6. Si L/ K es una extensión abeliana finita de campos locales, G = Gal(L/ K) 
y G¡ son sus grupos de ramificación, muestre que

00 

[L : K] = IJ[G; : G;+ i l -
i=O 

7. Sea 'PL/K la función inversa de 1'L/K· Si L/ K es cíclica totalmente
ramificada de grado primo f y u E Gal( L / K) es un generador, sea
t := ia(u) - 1 (véase §2.1.1). 

(i) Si f = p = car (K), demuestre que 
{ X si X �  t 

1/!i¡x(x) = t + f(x - t) si x 2'.: t,

es decir, 'PL/ K es la función 1/J de (2.17). 
(ü) Si L / K es mansa, i.e., si f # p = car (K), entonces 'PL/ K es la 

función i 1--t fi. 
8. Si L / K es cíclica totalmente ramificada de grado primo f, G = Gal(L / K) 

y t es como en el problema anterior, demuestre que la sucesión siguiente 
es exacta: 

o - G � ut ¡uf+1l !!l..+ u�) ¡u�+ll,

donde {}1 es el morfismo dado en (1.82) y N1 es el morfismo inducido por el 
paso al cociente de la nonna Ni¡x (véase §2.1 , especialmente (2.6), (2.7),
(2.17) y (2.18)). 
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