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Prologo

trattando I'ombre come cosa salda
Dante, Purg. 21.136.

Kurt Hensel introdujo los nimeros p-adicos como series de potencias con
respecto al primo p, usando la analogia entre el anillo de enteros Z y su
campo de cocientes Q y el anillo de polinomios C[x] y su campo de cocientes
C(x), y donde los primos p € Z corresponden a los polinomios irreducibles
(x — a) € Clx]; Hensel nota que dado cualquier polinomio f(x) € C[x] y
cualquier a € C fijo, es posible escribir (con a; € C)

(1) f(x) =) ai(x—a),
i=0

por ejemplo usando la expansién de Taylor de f(x). Lo mismo se puede hacer
con enteros (digamos, positivos): dado m > 1 y un primo p fijo, se tiene que

@ m=>3 ap
i=0

cong; €EZy0<aq; <p-1.

El paso siguiente es observar que en el campo C(x) cualquier funcién
racional f(x) tiene una expansion como (1), sélo que ahora usualmente es
una serie

[e o]

3) [ =) ailx—a)

i>ng

con a; € Cyng € Z, a saber, la expansion de Laurent de f(x). La idea
de Hensel es extender lo anterior, formalmente, a la expansion de un racional
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Prélogo

a € Q en una serie de la forma

(4) a= Z a,-pi

i2ng

con a; € Z, no € Z. Por supuesto que estas series de potencias no convergen
con respecto al valor absoluto usual y asi no representan nimeros en el sentido
usual del término, de tal forma que esta idea de Hensel y sus consecuencias
aritméticas encontraron varios reparos al principio. En 1912 Josef Kiirschak
escribe un articulo donde aclara y fundamenta las ideas de Hensel introduciendo
la nocién de valuacion en un campo (mas precisamente, la nocién de valor
absoluto generalizado). Este articulo aparece en la revista de Crelle en 1913 y
en él encontramos los axiomas ya familiares de un valor absoluto generalizado,
ie., una funcién | |g¢ : K — R tal que |a|x¢ > 0 paratodoa € K, |a|x = 0
si y solosia = 0, |ablx = |a|k|b|k y la desigualdad del tridngulo en la
forma |1 + a|g < 1+ |a|x. Los axiomas de Kiirschdk son generalizaciones
de las propiedades que Hensel habia dado a los p-adicos (con alguna pequefia
correccién al reemplazar p con p~!) en la definicién del valor absoluto p-adico.
De esta forma, con el valor absoluto | | p en Q, las series (4) convergen en la
completacion Q, de Q con respecto a la nueva métrica. Kiirschak escribe que
este articulo fue inspirado por el libro de Hensel sobre nimeros algebraicos y
su motivacion es dar un fundamento sélido a los nimeros p-adicos de Hensel
en forma andloga a como ya se habia fundamentado el analisis sobre R o C.
En lo que respecta a la extension de una valuacién a un campo mas grande,
varias demostraciones en el articulo de Kiirschak se complicaban porque no
tenia a la mano la clasificaciéon de campos completos que obtendria Alexander
Ostrowski en 1913, donde muestra que, en el caso arquimediano, los unicos
campos completos son R y C, y en estos casos la extension de la valuacion
es facil. En el caso no arquimediano, Kiirschak observa que el método usado
por Hensel en su libro se puede generalizar a lo que hoy llamamos el lema de
Hensel, y usando este lema extiende la valuacion de K a L D K.

En 1918 Ostrowski determing todas las valuaciones de los racionales, que
son las que uno ya conocia, redondeando el trabajo de Hensel y Kiirschak.

En 1920 H. Hasse, motivado por el libro de K. Hensel, se muda a Marburgo
para estudiar con Hensel la nueva teoria de nimeros p-adicos que éste habia
desarrollado. En su tesis doctoral del afo siguiente Hasse introduce el principio
de local a global, demostrando su validez para el caso de formas cuadraticas, un
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resultado que luego extenderia a cualquier campo de nimeros en una serie de
articulos publicados en 1923y 1924. El principio de local a global o principio de
Hasse dice: si F es una afirmacion acerca de objetos aritméticos o geométricos
definidos sobre un campo de nimeros K y F es verdadera cuando se interpreta
en cada localizaciéon K}, de K (para todo primo p de K incluyendo al primo
infinito 0o), entonces F cs verdadera sobre K. En los casos cuando el principio
de Hasse es verdadero, se tiene una simplificacion del resultado buscado. El
principio de Hasse no es vélido en general; sin embargo, aun en los casos en
que falla, sirve de guia de como proceder para analizar el problema en cuestion;
un ejemplo de esto es el grupo de Shafarevich-Tate de puntos racionales de
una curva eliptica que detecta la obstruccion al principio de Hasse en el caso
de curvas elipticas. Después de estos articulos de Hasse, la teoria de nimeros
p-adicos de Hensel se establecid firmemente como una herramienta poderosa
en la teoria de nimeros; hoy los campos locales y sus generalizaciones tienen
un papel prominente en la teoria de nimeros. Es de notarse que muchos de
los resultados aritméticos de Hasse fueron inspirados por su estudio de la
ley de reciprocidad cuadratica de Hilbert para campos de nimeros y por la
bisqueda de una interpretacion del simbolo de Hilbert en términos del principio
de local a global: siguiendo una idea de Hensel, Hasse interpreta el simbolo
cuadratico de Hilbert (":’) de un campo de nimeros K en términos de las
completaciones K}, de K y sus extensiones cuadraticas. Es necesario enfatizar
que los articulos de Hasse son de una naturaleza totalmente diferente a la de
los articulos fundacionales de Kiirschak y Ostrowski: estos ultimos estaban
tratando de dar una fundamentacion a la teoria de valuaciones; por su parte,
Hasse toma esta fundamentacion como dada y usa sus propiedades para obtener
resultados aritméticos en la direccién mostrada por Hilbert hacia una teoria de
las extensiones abelianas de campos de nimeros. Lateoria de campos de clases
tiene sus origenes en los trabajos de Gauss, Kummer, Kronecker y Weber (que
acufi6 el término campo de clases), y fue Hilbert en 1898 quien sugiere que la
teoria de campos de clases es la teoria de las extensiones abelianas de campos
de nimeros. Hilbert mismo estudia el caso de las extensiones abelianas no
ramificadas, sugiriendo en sus observaciones iniciales la posible generalizacion
al caso ramificado. T. Takagi cred una sensacion cuando en 1920-1922 completa
el programa de Hilbert en toda su generalidad y lo aplica a leyes de reciprocidad
en campos de nimeros en su segundo gran articulo de 1922. Cuando estos
resultados se conocieron en Europa, Emil Artin y Helmut Hasse, entre otros,
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estaban preparados para asimilarlos rapidamente, y casi de inmediato Artin
publica un par de articulos, uno sobre funciones zeta de campos y otro sobre
las nuevas funciones L que ahora llevan su nombre, conjeturando en forma
confiada lo que ahora se conoce como la ley de reciprocidad de Artin, cuya
demostracién él mismo publicaria en 1925 después de conocer el articulo de
Chebotarev, [5], sobre la densidad de primos, traducido al aleman en en 1925.
La ley de reciprocidad de Artin corona la teoria de campos de clases de Takagi
obteniendo el isomorfismo abstracto de Takagi como un isomorfismo natural
e incluye todas las leyes de reciprocidad superior conocidas hasta entonces.
Poco después, Furtwiangler demuestra el teorema de capitulacion (todo ideal se
vuelve principal en su campo de clases de Hilbert) que habia sido conjeturado
por Hilbert. Al mismo tiempo Helmut Hasse, inspirado por los trabajos de
Takagi, nota la relevancia de estos resultados en su proyecto, en colaboracion
con Hensel, de estudiar las normas locales para extensiones abelianas que ya
habian iniciado en un articulo conjunto donde describen el grupo de normas
locales para extensiones ciclicas de grado primo £, bajo la hipotesis de que las
raices £-ésimas de la unidad estén en el campo base. La idea de Hasse era
aplicar la teoria de Takagi al caso general quitando la hipotesis sobre las raices
de la unidad. Para aprender la nueva teoria de Takagi, Hasse ofrecio un curso
sobre la teoria de campos de clases de Takagi en 1923 y un curso sobre leyes
de reciprocidad superiores en 1923-1924; las notas de estos cursos forman la
base del reporte sobre la teoria de campos de clases, el Klassenkorperbericht de
Hasse, que aparecid en tres partes en 1926, 1927 y 1930. Este reporte, sugerido
a Hasse por Hilbert como un seguimiento a suZahlberichtde 1897, fue también
comisionado y publicado por la Sociedad Matematica Alemana (DMV) y Hasse
presento un extracto de este reporte en una conferencia en Danzig en 1925. El
impacto del reporte de Hasse fue grande; Hasse no sélo presenta los resultados
de Takagi, sino que da una vision panoramica y sistematica de toda la teoria de
campos de clases conocida en esa época, incluyendo no sélo simplificaciones
en las demostraciones y resultados de otros matematicos, tales como la ley de
reciprocidad de Artin y el teorema de ideales principales de Furtwangler, sino
también nuevos resultados debidos a Hasse mismo. Como consecuencia de
este reporte la teoria de campos de clases se volvid facilmente accesible, como
Hilbert habia deseado, de tal forma que sélo asumia como conocido lo que ya
estaba incluido en el reporte de Hilbert sobre la teoria de nimeros algebraicos;
de hecho, como Hasse escribe en el prefacio a su reporte, explicitamente sdlo
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asume los capitulos 1 a 7 del reporte de Hilbert. Tal vez sea este un buen lugar
para enfatizar que el Zahlbericht de Hilbert contiene, ademas de los resultados
fundamentales de la teoria de nimeros algebraicos que Hilbert presenta en el
contexto disefiado por €l, y a veces debidos a sus antecesores, principalmente
Kummer, varios teoremas directamente relevantes en el contexto de la teoria
de campos de clases, cn especial cl teorema 90 (del cual, el caso particular de
extensiones de Q(£,) habia sido descubierto por Kummer), que parece ser el
resultado mas famoso del Zahlbericht y ha sido generalizado en varios contextos
en su variante descubierta por E. Noether: H 1(Gal( L/K),K*) = 0. Otro
teorema seria el que lleva el nimero 92 y que hoy forma parte del teorema
sobre el indice del grupo de normas de las unidades de un campo en el grupo
de unidades del campo base (véase (1.69) en nucstro libro).También se puede
pensar que el teorema 89, el cual afirma que el grupo de clases de ideales de
un campo de nimeros esta generado por las clases de ideales primos de grado
1 (también debido a Kummer en el caso de campos ciclotémicos), es un caso
especial de los teoremas de densidad en teoria de campos de clases del tipo de
Chebotarev.

En 1930 Hasse descubre y analiza en [14]' los principales resultados en la
teoria de campos de clases local, para aquellos camnpos locales que aparecen
como completaciones Ky de campos de niimeros, y en este articulo la teoria
local la deriva de la teoria global, pero se da cuenta claramente de que el camino
natural a la teoria de campos de clases debiera ser en la otra direccion: primero
obtener la teoria local y luego, con algin principio de local a global, obtener
la teoria global. Este programa fue completado por Hasse mismo y Chevalley
en los afios treinta, pero aqui quisiéramos observar que, con respecto a este
programa, aparecid la pregunta natural sobre la existencia de otros campos
completos, ademas de los campos obtenidos al completar campos de nimeros,
para los cuales los resultados de la teoria de campos de clases local fueran
ciertos. Esta fue la motivacién para el estudio de la estructura general de los
campos valuados completos. Una primera pregunta que habia que responder era
siun campo podria ser completo con respecto a dos valuaciones no equivalentes.
Esto fue resuelto por F. K. Schmidt en [31], donde prueba que esto no sucede
en general a menos que el campo sea algebraicamente cerrado; en particular
esto no ocurre si la valuacion es discreta, que es el caso de interés en teoria
de nimeros. La estructura de los campos completos fue obtenida por Hasse y

'Las referencias incluidas en este prélogo aparecen al final de éste.
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Schmidt en un articulo conjunto, donde prueban los resultados (1.16), (1.66) y
(1.67) de nuestro libro, separando el caso de caracteristica diferente y el caso
de caracteristica igual, donde el problema es esencialmente mas complicado.

F. K. Schmidt, desde su tesis, habia establecido los hechos basicos de la
aritmética de campos de funciones con campo base finito y luego obtuvo otros
resultados con el objetivo de trasladar la teoria de Takagi al caso de campos de
funciones, obteniendo generalizaciones de resultados de Artin sobre funciones
zeta en el caso de campos de funciones y de paso dando los antecedentes para
la demostracion, por Hasse en el caso de género 1 y por A. Weil en el caso
general, de la hipdtesis de Riemann en caracteristica p. En su Habilitation,
Schmidt obtiene la teoria de campos de clases para campos de funciones con
campo de constantes finito, paraextensiones (abelianas) de grado coprimo con la
caracteristica del campo residual p, enespecial el isomorfismo de reciprocidad,
el teoremadeexistenciay laecuacion funcionaldelafuncion L correspondiente.
Poco después, Hasse publica un articulo donde, entre otras cosas, demuestra
la ley de reciprocidad de Artin para el caso de extensiones ciclicas, usando
la teoria de algebras por primera vez, siguiendo ideas de E. Noether. Hasse
observa que la ley de reciprocidad general se sigue del caso ciclico y dice
que esto es inmediato y bien conocido. Aqui conviene aclarar que Hasse ya
conocia los resultados de Herbrand sobre el conductor de una extension abeliana
y para esto refiere a la tesis de Chevalley, donde la transicion del caso ciclico
al caso abeliano general estd desarrollado. De hecho, Chevalley, en su tesis,
habia desarrollado directamente la teoria de campos de clases local, sin usar
argumentos globales.

Por otra parte, Witt, impresionado por las conferencias de Artin sobre teoria
de campos de clases, se habia propuesto también transferir la teoria de campos
de clases al caso de campos de funciones, y en nuestro contexto las ideas desa-
rrolladas son las siguientes: en el caso de campos de funciones, Hasse habia
dado una demostracién de la ley de reciprocidad de Artin donde distinguia dos
casos, a saber: cuando el grado n de la extension L/K no es divisible por la
caracteristica p del campo residual y cuando n = p. En el primer caso Hasse
observa que los argumentos son como para campos de nimeros, pero en el
caso n = p tenia que usar teoria de Artin-Schreier, y sus célculos en el caso
de campos de funciones racionales lo llevaron a derivadas logaritmicas, para
obtener una férmula explicita de la ley de reciprocidad, analoga a las féormulas
de Kummer en el caso de campos de niimeros. Hasse planted a su estudiante
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H. L. Schmid el problema de generalizar lo anterior al caso dc campos de
funciones no necesariamentc racionales. Schmid obtuvo la férmula explicita
correspondicnte, de donde se deduce inmediatamcnte el teorema de cxistencia.
El problema de generalizar la formula de Schmid al caso de extensiones de
grado p™, con p la caracteristica del campo residual, fuc resuelto por Witt en
un articulo donde introduce lo que ahora llamamos vectores de Witt.

La tendencia a algebrizar la teoria de campos de clases continud y, de
hecho, Chevalley ya habia introducido métodos homoldgicos cn la forma de
productos cruzados, para después culminar con los métodos cohomoldgicos de
Nakayama, Hochschild y Tate en los afios cincucnta. En csos afios no habia
una buena descripcién del morf{ismo de reciprocidad local de Artin ni una forma
explicita de construir la maxima cxtension abeliana de un campo local cxcepto,
por supuesto, para Q,. En 1950 B. Dwork obtuvo una descripcion explicita
del morfismo de reciprocidad local y en 1965 Lubin y Tate introdu jeron grupos
formalesen lateoriade campos de clases local y dieron construcciones cxplicitas
de la maxima extension abeliana de un campo local arbitrario y del morfismo
de reciprocidad local, suponiendo conocida su cxistencia.

La teoria dc Lubin-Tate puede pensarse como una analogia con la tcoria
de multiplicaciéon compleja para curvas elipticas. Recordemos que, en este
contexto, si K es un campo de niimeros cuadratico imaginario, entonces existe
una tdnica (salvo isogenia) curva cliptica E sobre K tal que su anillo de
endomorf{ismos cs ¢l anillo de enteros O de K. Paracualquicrenteron > 1los
puntos de n-torsion E[n] de E forman un Og-mddulo ciclico y se prueba que
adjuntando las coordenadas dc estos puntos se obticne una cxtension abeliana.
La analogia para campos localcs comienza reemplazando el grupo algebraico
E por un analogo local, a saber un grupo formal; para esto debe buscarse un
grupo formal cuyo anillo de endomorfismos sca tal que sus puntos de torsion
formen un maédulo ciclico. Aqui el candidato obvio cs cl anillo de valuacién
O, dcl campo local (K, v). Es natural pedir que cl grupo formal admita a 7 (un
elemento primo de K) como endomorfismo; considcraciones sobre alturas y el
deseo de quc los puntos dc torsion formen un mddulo ciclico sugicren que el
endomorfismo asociado a 7 esté dado por una seric de potencias que satisfaga
la congruencia f(x) = x? mdd pg, (9 = | K| la cardinalidad del campo residual
de K). Mas ain, como sc quierc que cl grupo formal F dependa de 7 (porque
la extension que sc quierc construir debe depender de 7r), cs natural pedir que
f(x) = 7x+---. Esto lleva a la construccién del conjunto F y a la teoria que
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naturalmente se sigue hasta culminar con la construccion explicita del morfismo
de reciprocidad para extensiones de Lubin-Tate.

Existen varios enfoques para obtener las leyes de reciprocidad para las
extensiones abelianas de campos locales, y aca hemos elegido el enfoque directo
y elemental de Neukirch [28] desarrollando ab initio toda la herramienta que
se necesita. Al enfocarnos sobre campos locales hemos disminuido el material
de algebra conmutativa necesario.

El capitulo 1 contiene los elementos basicos de la aritmética de campos
valuados discretos completos. En el capitulo 2, siguiendo a Neukirch [28] se
construye el morfismo de reciprocidad de Artin paracamposlocales, se obtienen
sus propiedades mas importantes, en particular el teorema de existencia, el
teorema de Kronecker-Weber local y se construye la teoria de simbolos locales.
Al obtener el simbolo de reciprocidad local para el caso de caracteristica igual
(el teorema de Schmid) hemos corregido un error en [34] basandonos en la
demostracion original de Schmid [30). En el capitulo 3, siguiendo a Lubin-
Tate [27] se introduce la teoria de grupos formales y se calcula el simbolo de
Artin para las extensiones de Lubin-Tate construidas usando grupos formales,
obteniéndose en particular una generalizacion del teorema de Kronecker-Weber.
En el capitulo 4 se obtienen los resultados clasicos de Hasse-Arf y Herbrand
sobre grupos de ramificacion superiores, con la novedad de que se usan los
resultados sobre extensiones de Lubin-Tate del capitulo previo.

Los capitulos 1 y 2 tienen unos anexos que se pueden leer independiente-
mente del contenido del capitulo correspondiente, pero que contienen algunos
resultados que se usan en el texto principal y a los cuales se hace referencia
cuando corresponde.
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Capitulo 1

Campos locales

En la aritmética de campos, los campos finitos, los campos de nimeros
(extensiones finitas de Q) y los campos de funciones aparecen tempranamente.
Un lugar intermedio ocupan los campos locales, que son estructuralmente mas
complejos que los campos finitos y se obtienen completando campos de nimeros
o campos de funciones con campo de constantes finito.

En este capitulo introducimos los conceptos y resultados basicos sobre
campos con una valuacidon no arquimediana, enfocindonos después al caso
de campos con una valuacién discreta y finalmente al caso de campos locales
(campos con una valuacion discreta completos y con campo residual finito),
clasificandolos y obteniendo algunas de sus propiedades basicas. Otras pro-
piedades importantes de esta clase de campos se demostraran en los capitulos
siguientes.

1.1 Valuaciones no arquimedianas

Si K es un campo, una valuacion no arquimediana en K es una funcion
v:K — RU {+00}

(donde el simbolo +o00 satisface las convenciones usuales) tal que:

(i) Larestriccion v : K* — R es un homomorfismo del grupo multiplicativo de
K en el grupo aditivo de R. Se define convencionalmente v(0) := +o0.

(ii) v(a + b) > min{v(a), v(b)} paratodo a,b € K.

Ejemplo 1. Si K es cualquier campo, la funcién vo : K — RU {+00} dada por
vo(@) :___{ 0 si a#0

400 si a=0

es una valuaciéon de K a la que se llama la valuacién trivial.
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Ejemplo 2. Si K = Q es el campo de los niimeros racionales y p € Z C Q es
un primo, cada nimero racional x = a/b # 0 se puede escribir de forma tnica
como

L2

b Ty

conr,d, b € Zy ptdb. Se define entonces v,(x) = ry v,(0) := +oo.
Claramente v, satisface la condicién (i) y si x = p'a/by z = p’c/d con
p 1 abcd, entonces
n pad + p*bc
x =—

¢ bd
donde p t bd. Ahora, sea p' la mayor potencia de p que divide al numerador.
Entonces, t > min{r, s} y

vp(x +2) =t > min{r, s} > min{v,(x), v,(2)}.

La valuacion v, anterior se llama la valuacion p-ddica de Q.

Ejemplo 3. Este ejemplo es formalmente analogo al anterior. Sea K = F(X)
el campo de funciones racionales en una indeterminada X con coeficientes en
el campo F. Si 7w(X) € F[X] esun polinomio irreducible dado, entonces todo
elemento a # 0 de K se puede escribir de manera unica como

» F(X)

8(X)
con f(X), g(X) € F[X], wt fgyr € Z. Se define entonces v(a) :=r y
v(0) := oo. Esta es una valuacién en K = F(X).

a = m(X)

Ejemplo 4. Sea K = F((T)) el campo de series formales de Laurent en una
variable T con coeficientes en el campo F. Los elementos de K son de la forma
a= Z a,T"
n>ng
cona, € Fyn,ng € Z. Si a # 0 en K esta dado como arriba con ng # 0, se

define entonces v(a) = ng y v(0) = 400, y se verifica facilmente que ésta es
una valuacion de K = F((T)).

Ejemplo 5. SiF,eselcampo finitodeordeng = p”, entonces latinica valuacién
v de [F, es la trivial. Esto es porque todo elemento a # 0 de [, satisface que
a?"! = lyasi(g— Dv(a@) = v(@a? ') = v(1) = 0 y como g — 1 # O se sigue
que v(a) = 0. En este ejemplo usamos la parte (1) del siguiente lema.

2
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Si K es un campo con una valuacion no arquimediana v, diremos que
K es un campo valuado. Si v es una valuacién en K, convencionalmente lo
denotaremos por v : K* — R, asumiendo ticitamente que v(0) = +o00. A
continuacién listamos algunas propiedades basicas de una valuacion.

Lema I.l. Sea K, v un campo valuado. Entonces:
Mw(l)=0.
(2) v(—a) = v(a) paratodo a € K.
(3) v(a™') = —v(a) para todo a € K*.
(4) Si w(a) # v(b), entonces v(a + b) = min{v(a), v(b)}.
DEMOSTRACION. Como 1 = 1 - 1, entonces v(1) = v(1) + v(1) y asi v(1) == 0.
También, como 1 = (—1)(—1) entonces 0 = v(1) = v(—1) + v(—1) en R y asi
v(—=1) = 0. Se sigue que v(—a) = v((—1)a) = v(—1) + v(a) = v(a). Ahora,
sia € K*, entonces 1 = aa™! y asi 0 = v(1) = v(a) + v(a™h, y por lo tanto
v(@') = —v(a).

Para (4), supongamos que v(a) < v(b); entonces v(a+b) > min{v(a), v(b)}
= v(a) y como a = (a + b) — b, entonces v(a) = v((a + b) — b) > min{v(a +
b), v(b)} = v(a + b) ya que no puede suceder que min{v(a + b), v(b)} = v(b)
porque entonces se tendria que v(a) > v(b), en contradiccion con la hipdtesis de
que v(a) # v(b). Sesigue que v(a) > v(a+b) > va),i.e.,v(a) = v(a+hb). []

Lema 1.2. Si K, v es un campo valuado, entonces:

(1) El conjunto

Ok :={a€ K : v(a) >0}
es un anillo local con ideal mdximo pg dado por

px :={a € K : v(a) > 0}.
(2) El grupo de unidades del anillo Ok es

Uk :={a € K : v(a) = 0}.
DEMOSTRACION. Claramente 1,0 € (k. Ahora, si a, b € Og entonces
via £ b) > min{wa),v(b)} > 0y asi a+ b € Ok. Similarmente,
v(ab) = v(a)+v(b) > 0y asi ab € Og. En forma analoga se prueba que px es
un ideal de O y paramostrar que es el unico ideal maximo de Ok, obsérvese

que Og — px = Uk y usese (2), que se demuestra como sigue: si a € Ug,
sea 3 € K* tal que af8 = 1; entonces, 0 = v(1) = v(a) + v(B) = v(B) ya que
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v(a) = 0. Se sigue que 3 € Ok y asi a es una unidad de Ok, ie., Ux C Ok.

Reciprocamente, si a € O} entonces a~! € Ok y asi W@~ ') = —v(a) con
ambos v(a), v(@~!) > 0, por lo que @) = 0 = v(a~'), i.e., a € Uk y asi
Oy C Ug. O

Definicion 1.3. Si K, v es uncampo valuado (no arquimediano) , el anillo local
Ok se llama el anillo de la valuacion v de K y algunas veces lo denotaremos
con O,. Elideal pg se llama el ideal mdximo de la valuacidn v y algunas veces
lo denotamos con p,. El grupo Ux = Ok — px = Oy se llama el grupo de
unidades de la valuacion. El campo cociente K, = k, := Ok /pg se llama el
campo residual de la valuacion.

Observemos que el homomorfismo v : K* — (R, +) tiene nicleo Uk y asi
induce un isomorfismo v : K*/Uk = w(K*)CR.

Ejemplo 6. Si K = Q y v = v, es la valuacién p-adica, se tiene que

Ok = {;€Q ptb)=Zy
a
Pk {;EQ ptb y pla} = pZ,

a
Uk {EGQ ptby pta}
K Z(p)/PZ(p) =F,.

Esto se sigue directamente de las definiciones y sélo verificaremos que K = .
En efecto, la inclusion Z — Z,) que manda m — m/1 es tal que manda al
ideal pZ dentro del ideal pZ,) y asi induce por paso al cociente el morfismo
Z[pZ — Zpy/ PLpy, €l cual es facil ver que es un isomorfismo.

Equivalencia de valuaciones. Siv: K — R U {+00} es una valuacién no
arquimediana y @ > O es un nimero real, entonces la funcion av : K —
R U {+00} dada por (av)Xx) := a - v(x) es de nuevo una valuacién (no
arquimediana). Diremos que dos valuaciones v, w de K son equivalentes,
denotado v ~ w, siexiste unnimeroreala > 0 tal que v = aw. Claramente ésta
es una relacion de equivalencia, y valuaciones equivalentes tienen los mismos
anillos de valuacion, ideales maximos, grupo de unidades y campos residuales.
El resultado siguiente clasifica las valuaciones no arquimedianas de Q:
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Proposicion 1.4 (Ostrowski). Si v es una valuacién no arquimediana no
trivial en QQ, entonces v es equivalente a una valuacion p-ddica.

DEMOSTRACION. Como v es no arquimediana, entonces v(n) > O para todo
n # 0enZyaquesin > 1,entoncesv(n) = v(1+---+1) > min{v(1)} =0. Y
sin < —1, entonces v(n) = v(—n(—1)) = v(—=1—---—1) > min{v(-1)} = 0.

Abhora, si sucediera que v(n) = 0 para todo n # 0 en Z, entonces para todo
x = a/b € Q — {0} se tendria que v(x) = v(a) — v(b) = 0y por lo tanto v
seria la valuacion trivial de Q. Entonces, debe existir un p > 1 en Z tal que
v(p) > 0. Escojainos un tal p minimo con la propiedad de que v(p) > 0.
Entonces p es un entero primo ya que si p = aben Z con a, b > 1, entonces
0 < v(p) = v(a) + v(b) y por lo tanto v(a) > 0 6 v(b) > 0 en contradiccion
con la minimalidad de p.

Entonces, si ¢ € Z es tal que p { ¢, poniendo ¢ = pu + r con
0 < r < p por la minimalidad de p se tiene que v(r) = 0. Por otra parte
v(pu) = v(p) + v(u) > 0 yaque v(u) > 0. Se sigue que

(1) v(c) = v(pu + r) = min{v(pu), v(r)} = 0.
Ahora, si ¢ € Z estal que p|c, pongamos ¢ = p'u con p t u. Entonces
@ v(c) = v(p"u) = rv(p) + v(u) = rv(p)

porque ptuy (1).

Poniendo @ := v(p) € R se tiene que a« > 0 y resulta que v es
equivalente a la valuacion p-ddica v, ya que si ¢ = p"u como arriba, entonces
v(c) = rv(p) = ra = avp(c), y asi para todo x = a/b € Q — {0} se tiene que

W(x) = Wa) — wb) = avy(@) — avy(b) = v,(x)

ile,v=a-vpyasiv~v, ]

El valor absoluto asociado a una valuacién. Si K, v es un campo valuado no
arquimediano y a € R es tal que 0 < a < 1, se define, parax € K*:
x|y = a'®
y si x = 0, se define |0|, = 0. La funcién
| |v: K — Rxo

satisface las propiedades siguientes (consecuencia de las propiedades corres-
pondientes de v):
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@) |xyly = |xlv]yly-
(i) |x+ ylv < max{|x],, |y} }.
(iti) |x|, = Osiysélosix=0.
La desigualdad (it) es mas fuerte que la desigualdad del triangulo usual:
e+ 3l < 2l + Y-

Una funcién | |, que satisfaga las propiedades anteriores se llama un valor
absoluto ultramétrico en el campo K. Asi, en este lenguaje, toda valuacion
no arquimediana v en K induce un valor absoluto ultramétrico | |, en K.
Reciprocamente, todo valor absoluto ultramétrico | |x en K induce una
valuacion no arquimediana en K mediante: vg : K — R U {o0} dada por
vk(0) := oo y si @ € K* se define vg(a) := —log_|a|x con ¢ > 1 un real
fijo; se prueba facilmente que vk es en efecto una valuacién no arquimediana
de K. Observemos ahora que para a # 0 en K, poniendo log, |a|x = —vk(a)
se tiene que |a|x = ¢7VX@ = (¢~ 1)**@ cona := ¢! que satisface 0 < a < 1
en R, y por lo tanto ||k es de la forma |a|x = a**® con 0 < a < 1. Nétese
que usando el valor absoluto | |k, el anillo de enteros, el ideal maximo y el
grupo de unidades de K estan dados por

Ok — {a€eK |alg<1}
Pk {a €K |alk <1}
Uk {u€eK |ug=1}.

Observemos ahora que, dado un campo valuado no arquimediano (K, v),
considerando el valor absoluto ultramétrico | |, asociado a v se tiene una
métrica en K, de tal forma que (K, | |,) es un espacio métrico. Ndétese que
como espacio topoldgico, la topologia de K no depende de la eleccion del
nimero real 0 < a < 1 usado para definir la métrica dada por | |,. Es facil
comprobar que, con la topologia inducida por la valuacidn, resulta que K es
un campo topoldgico, i.e., las operaciones suma y producto son continuas, lo
mismo que las operaciones de tomar inversos aditivo o multiplicativo.

Este es un buen lugar para aclarar el uso del término no arquimediano:
recordemos que en R el axioma de Arquimedes dice que dadounreala # 0y
cualquier otro real b, para el valor absoluto usual | | de R setiene que |na| > |b|
para un nimero natural n suficientemente grande. Ahora, si K es un campo
valuado no arquimediano y | |x es el valor absoluto ultramétrico asociado,
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entonces para todo natural n se tieneque n = 1 4+ --- 4+ 1 € K satisface que
|n|x < max{|1|x} = 1y por lo tanto, paratodo a € K* ytodon € N:

Inalk = |n|k|alx < l|alx
y asi no se satisface el axioma de Arquimedes.

Definicion 1.5. Un campo valuado no arquimediano K, v se dice que es
completo si el espacio métrico asociado lo es, i.e., si toda sucesion de Cauchy
en (K, | |,) converge a un elemento de K.

Sélo notamos que la definicion de sucesion de Cauchy en K, v la podemos
ver en términos del valor absoluto ultramétrico | |, en la forma usual o
equivalentemente en términos de la valuacion v, donde toma la forma siguiente:
una sucesion {a, },>0 de K es de Cauchy si para todo mimero real ¢ € R existe
un nimero natural ng tal que v(a,, — a,) > c paratodo m, n > no.

Observacion. Recordemos que si | |, €s el valor absoluto usual de R y si {a, }
es una sucesion de Cauchy de nimeros reales, entonces lim |a,4) ~ap|00 = 0.
n—00

Sin embargo, el reciproco es falso. Por ejemplo, si {a,} es una sucesién de
reales que converge a 0 y si ponemos s, := a; + - -+ + a,, entonces se tiene
que lim_ [Sn+1 = Sn|oo = "ll"rr;o |an|co = O; sin embargo puede suceder que la
sucesion {s,} no sea de Cauchy, e incluso puede que no sea convergente; el
ejemplo tipico es el de la sucesion {a,} = {1/n}. Sin embargo, si el campo K
es no arquimediano, se tiene que:

Lema 1.6. Sean K, v un campo valuado no arquimediano completo y {a, } una
sucesion en K. Entonces, {a,} es de Cauchy siy sélo si lim |a,+1 —a,|, = 0.
n—00

DEMOSTRACION. Sélo necesitamos probar que si lim |a,4+) — a,|, = 0
n—00

entonces {a,} es de Cauchy. Para esto, notemos que como este limite es
0, entonces para todo £ > O existe un N tal que si n > N, entonces
Ian+l - anlv <e.

Escribamos m = n 4+ r > n y observemos que

|am — anlv = |an+r — Gnir_1 +Anir_1 — Anyr—2 4+ Gy — anly
< méx{lan-}-r — Qpr—| ’w |an+r—l - an+r—2|v: ey 'an-H - anlv}
<e.

O
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En ocasiones, cuando involucramos la métrica inducida por una valuacion,
conviene por varias razones, no sélo psicoldgicas, considerar el valor absoluto
| |v asociado a la valuacién v en lugar de la valuacién v propia; un ejemplo
de esto es el resultado siguiente y su corolario: dada una sucesién de Cauchy
{a,} en K, v se tiene la sucesion {|a,|,} en R y resulta que ésta es también de
Cauchy como consecuencia del lema siguiente:

Lema 1.7. Si K, v es un campo valuado no arquimediano y si | | es el valor
absoluto usual de R, entonces para todo a,b € K:

llaly = [Blv]eo < |a —b]y.
DEMOSTRACION. Como b = a + (b — a), entonces |b|, < |a|, + |b — a|, y asi
—la—bly < |a], — |b],.
Similarmente, a = b + (a — b) implica |a|, < |b|, + |a — b|, y asi
laly = 6]y < |a - b|,.
O

Corolario 1.8. Si {a,} es una sucesion de Cauchy en K, v entonces {|a,|,}
es una sucesion de Cauchy en R 'y como R es completo, entonces lim {|a,|,}
n-—00

existe en R.

O

Extension de valuaciones. Si L/K es una extension de campos y v es una
valuacion de L, la restriccion de v;, a K* define una valuacién de K. Ahora, si
vk es una valuacion de K tal que existe una valuacion w de L cuya restriccion
a K es vk, diremos que w es una extensién de vk a L y lo denotamos w|vg.
Una extensién de campos valuados es una extension de campos L/K tales que
ve|vk. Nétese que dadauna valuaciénde L surestriccién a K esta bien definida;
sin embargo, dada una valuacion de K, a priori no se sabe si se puede extender
a L o si en caso de existir una tal extension ésta es tnica. Este es un tema
importante que trataremos en la seccion §1.4. El resultado siguiente es fécil de
probar:

Lema 1.9. Si L/K es una extensién de campos valuados no arquimedianos,
entonces:

(1) Ok =0LNK.
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(2 pk =pLNK =p,NOk.
3) Uxk=ULNK.

4) L,, 2 K,,, i.e, se tiene una extension de los campos residuales L,, [ K ,,.

(5) vk(K*) Cvi(L*).
DEMOSTRACION. Sélo probaremos (4):
Kv = Ox/pk = Ox/(pL N Ox) = (Og +p1)/pL € OL/pL = Ly, .
a

Dado un campo valuado K, v, como espacio métrico existe un espacio
completo L que locontiene y ademas K esdensoen L. El resultadosiguiente nos
dice que de hecho K, v se puede incluir en forma densa en un campo completo
esencialmente tnico.

Definicion 1.10. Sea K, v un campo valuado. Una completacién de K, v es un
campo K con una valuacién v tal que:

(i) K, ¥ es completo, K C K y ¥lv.
(i) K es denso en K con respecto a la métrica inducida por v.

Recordemos que un subconjunto A de un espacio métrico X es denso en
X si toda bola abierta B(x, £) con centro en un elemento x € X contiene un
elemento de A, i.e., B(x,£)NA # ).

Teorema l.11. Sea K, vun campo valuado. Entonces existe una completacion
K,vde K, v, dinica salvo K-isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea A el conjunto de sucesiones de Cauchy {a, }»>0 en K.
Claramente A es un anillo con la suma y producto de sucesiones definidos
término a término. Sea M el subconjunto de sucesiones de A que convergen a
0. Entonces M es un ideal de A.

Mas ain, M es un ideal mdximo ya que si {a,} € A — M, entonces
nl_i'n;o{a,,} # 0y asi existe un np > 0 y un nimero real ¢ > 0 tal que

|an|y > ¢ > 0, en particular a, 7# 0 paran > ng. Definimos entonces

0 si n<ng
b,. = -1 .
a; sl n2>np.
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Claramente, {b, } es una sucesién de Cauchy en K ya que

1 1

Ap+1 an

|an+] anlv
C2

_ |Gn+1 —an
andp+1

|bn+l - bnlv =

— 0,

v v

la desigualdad es porque |a,|, > ¢ > 0. Y como {a, } es de Cauchy, por (1.6)
el limite arriba es cero, y de nuevo por (1.6) se sigue que {b, } es de Cauchy.
Notamos ahora que {a, }{bs} = {1}+{ca}, donde {1} esla sucesién constante
1y {ca} € M esta dada por

- -1 si n<ng
"1 0 si n>no.

Asi, {a, }{b,} = {1} + {ca} € {1} + M, i.e,, {a,} es una unidad del anillo A
y por lo tanto M es maximo.

Entonces, el cociente K := A/M es un campo y es una extension de K ya
que la funcién K — K que manda a € K en la sucesién constante {a} méd M
es un morfismo de campos y por lo tanto inyectiva.

En el campo K se define la funcién | | mediante

I{an} + Ml’y‘ = nli{go(lanlv)-
Entonces:

(1): Como {a,} es una sucesién de Cauchy en K, por el corolario (1.8) {|a,|,}
es una sucesién de Cauchy en la métrica usual de R, y por lo tanto lim(|a,|,)
existe. Ahora, si {a,} + M = {b,} + M, entonces {a, — by} € M y asi
lim(a, — b,) = 0; pero por (1.7) ||ax|y — |balvlco < |an — baly y por lo tanto
lim(la,|y — |baly) = 0, y como {|a,|,} y {balv} son sucesiones de Cauchy en R
por (1.8), y por lo tanto convergen, se sigue que: lim(|a,|,) = lim(|b,],), i.e.,
| | esté bien definida en K.

2): | |3: K — Resun valor absoluto ultramétrico yaquesi{a, } = {a,}+ M,

entonces

|{an}{bn}|§7 = |{anbn}|?=n1irgo|anbnlv

= lim |anly - h’m | By |

{an}ls - [{Ea}bs-

I
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1.1. Valuaciones no arquimedianas

’{a’l}'l"{bn}l’v‘ I{an +bn}|’v‘=nlggolan+bn}v

nl_l/_’fgo méx{'“n |w |b,, IV}

IA A

mzix{"lirgo |anly, "l_i'lgo |bnly }

< max{|{as }}5 |{bn}5}

Claramente | |- restringido a K es | |, y asi | |5 es un valor absoluto
ultramétrico de K que extiende al valor absoluto | |, de K.

(3): K,V es completo. Sea {(@nm)n>0}m>0 una sucesién de Cauchy en K, v:en
esta notacion, fijo el indice m, cada {an,m }n>0 €s un elemento de K= A/M,
i.e., es una sucesion de Cauchy en K, v médulo M vy asi, para todo £ > 0 existe
un N = n(m) (que depende del m fijo) tal que

larnm — asmly < & si r,s > n(m).

Nétese quesim > m’, entonces podemos elegir n(m) > n(m') de tal foria que
tenemos una sucesion creciente de enteros n(0), n(1), ..., n(m), ... tal que para
todo £ > O se tiene que |a,;m — asm|y < & siempre que r, s > n(m). Entonces,
la sucesion {a(m)m }m>0 €s una sucesion de Cauchy en K ya que para todo
& > 0 se tiene que

lan(m),m - an(m'),m’lv ’an(m),m — Qu(m’),m + An(m'),m — an(m’).m'lv
< 'an(m).m - an(m’).m'v + Ian(m’),m - an(m’).m’lv

< egf2+¢€l2=¢

ya que {@n(m)m }n(m)>0 Y {@n(m),m }m>0 son sucesiones de Cauchy.
Se sigue que {an(m),m}m>0 € K. Finalmente, el limite con respecto a v de
la sucesi6n {(an,m)n>0}m>0 €s

h’m{(an,m)nZO}mzo = {an(m).m }mZO € I?
y por lo tanto Kes completo.

(@): K es denso en K. Dado {a, }n>0 € K, queremos mostrar que existe un
elemento a € K tal queparatodo & > 0 se tenga que |{a, }»>0 — al; < €. Para
esto, sea {a, }»>0 una sucesién de Cauchy en K; entonces, para el £ > 0 dado
existe un ng > 0 tal que |a, — a|, < £/2 para todo m, n > no; en particular,

11



1. Campos locales

|an — anylv < £/2 paratodo n > ng. Ponemos a = a,, € K y observamos que
para la sucesion constante {a} se tiene que

{ar} — {a}lp = lim |an —al, =0,
la iltima igualdad porque a = ay,, y si n > ng se tiene que |a, — an |, < £/2;

se sigue que el limite lim |a, —a|, < &/2 < &.
n—00

(5): Unicidad. Si se tuvieran dos completaciones I?, WV yKyvadeK v,enel
diagrama

— 12—~
K——K
id

el morfismo identidad id : K — K seextenderia por continuidad a un morfismo
i12: K e K, yaque K esdenso en K;. Similarmente, invirtiendo las flechas
se tendria un morfismo iy : I/{\z — ia y claramente uno es inverso del otro, y
ademas vV, 0ij 2 = V. a

Corolario 1.12. Sea K, v un campo valuado no arquimediano y sea K, 7 su
completacion. Entonces:

(1) El anillo Ok es denso en Og.

(2) El ideal px es denso en pg.

(3) El monomorfismo natural K »— K entre sus campos residuales es un
isomorfismo.

@) v(K*) = W(K*).

DEMOSTRACION. Las partes (1) y (2) se siguen de la demostracion del teorema
anterior.

Para (3), sdlo falta probar que K — K es suprayectiva. Seaa € O; C K.
Por definicién de completacidn existe un a € K tal que |a—a|, < 1. Entonces,
laly = | - aly = [(« —a) — aly < mix{|a —al,.,|al,} < 1,
la dltima desigualdad es porque @ — a|, < 1y |a|, < 1, yaque a € 6? Se

sigue que a € Ox C Og y como |a — a|, < 1, entonces @ —a € 575’ ie.,

a=aenKconae K y por lo tanto el monomorfismo natural es suprayectivo.
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1.1. Valuaciones no arquimedianas

En (4), ya sabemos que w(K*) C V(K*). Para la otra inclusién, si
v(a) € ?(I? *), como a = (a,) es unasucesioén de Cauchy con a, € K, entonces
V(a) = lim(v(an)) y asi, paratoda ¢ € Rexiste un ng € Ntal que v(a, —a) > ¢
siempre que n > ng. En particular, para ¢ = V(a) existe un Np € N tal que
v(a, — a) > V(a) para todo n > Np. Se sigue que

Wa,) = v(a,) = v((a, — a) + a) = min{V(a, — a), ¥(a)} = V(a)

y por lo tanto V(@) = w(a,) € V(K*), i.e., W(K*) C w(K™). 0O

En vista del resultado anterior, para estudiar un campo valuado K, v
frecuentemente sumergimos K, v en su completacion K,V y estudiamos el

campo valuado completo Kv para deducir de éste propiedades del campo
valuado dado.

Ejemplo 7. Sea p un primo de Z C Q y consideremos la valuacién p-adica v,
de Q. La completacién de Q, v, se denota Q,, y se llama el campo de niimeros
p-ddicos. A su valuacion se le sigue denotando, por abuso de notacién, como
vp. El anillo de valuacién de Q,, se denota Z, y se llama el anillo de enteros p-
ddicos. Nétese que por el ejemplo 6 después de (1.3) y la parte (3) del corolario
anterior, se tiene que el campo residual de Q, es .

Ejemplo 8. Sean K un campo y x una indeterminada. Consideremos el campo
de funciones K(x) con la valuacion v, dada como sigue: si f(x) € K[x] es un
polinomio, escribamos f(x) = x"h(x) donde x t h(x). Sedefine v,(f(x)) :==ry
para f(x)/g(x) € K(x) se define vo(f(x)/g(x)) = vx(f(x)) — vs(g(x)). Estaes
una valuacién no arquimediana tal que v,(x) = 1y la completacion de K(x), v,
es el campo de series fornales de Laurent K ((x)) con coeficientes en K cuyos

elementos son de la forma
[ o]

Z a
n>—-o0
conn € Z,a, € K yn> —oo quiere decir que sélo hay un nimero finito de
términos con exponente negativo.
El anillo de enteros de K((x)) es el anillo K[[x]] de series de potencias

formales de la forma -

Za,,x"

n=0

cona, € K.
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1. Campos locales

El estudio de las series en campos no arquimedianos se facilita debido al
resultado siguiente:

Lema 1.13. Sea K, v un campo no arquimediano completo. Entonces, una
[ ]

serie z a, con a, € K converge si y sdlo si la sucesion {a,} — 0.
n=0

DEMOSTRACION. Supongamos que {a,} — 0; entonces, para todo £ > 0 existe
un ng € N tal que |a,,|y < & para todo m > ng. Seans, = Z;.—.o aj las sumas
parciales de la serie dada. Entonces, si m > n > ng se tiene que

|Sm —s,,|v =|ans1 + - +am|v < m;‘.ix{laj|v} <&

ya que j > m > ng. Por lo tanto, la sucesién de sumas parciales {s,} es de
Cauchy y como K es completo, entonces converge en K.
La otra implicacion es vélida en general. O

1.2 Valuaciones discretas

Una valuacion (no arquimediana) v : K* — R se dice que es discreta si v(K*)
es un subgrupo discreto del grupo aditivo de R, esto es, si

v(K*) =Za :={ma : m € Z}

para algin nimero real a > 0. Notese que cuando a = O se tiene la valuacion
trivial vo de K. En el caso cuando a = 1 se tiene que v(K*) = Z y se dice
que la valuacion v es normalizada. Obsérvese también que si v : K* — R es
una valuacion discreta no trivial, entonces v es equivalente a una valuacion

normalizada. En efecto, como v es discreta entonces v(K*) = Za para
alginreal @ > 0. Se define entonces la valuacion w : K* — R mediante
w(x) := a~!'v(x). Claramente, w(K*) = Zy v ~ w. Un campo con una

valuacion discreta se llamara un campo valuado discreto.

Si K es un campo con una valuacion discreta vg y si vg(K*) = aZ con
a > Ounreal, a cualquier elemento mx € K* tal que vg(mg) = a (el generador
del grupo vg(K™)) se le llama un elementoprimo de K. Nétese que cualesquiera
dos elementos primos de K difieren sdlo por una unidad.

Cuando v : K* — Z es una valuacion discreta normalizada, un elemento
primo es un mx € K* tal que v(mrg) = 1 € Z. Entonces, mx € Ok ya que
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1.2. Valuaciones discretas

v(mg) = 1 > 0y, de hecho, mx € pgx. Mas aiin, px es un ideal principal
generado por 7 = g:
px = (mk) = mx Ok,

yaquesia € px sean = Wa) € Z y notemos que viam~") = v(a)+ v(7™") =
n—n=0,yasiar™ € Ug,digamos am™ = u € Uk y por lo tanto a = 7" u
con u € Uk. Sesigue que a € (mk) y asi px = (mk) es un ideal principal
(de hecho, probaremos en (1.15) que Ok es un dominio de ideales principales).
Al elemento g de Ok tal que px = (wk) se le llama un elemento primo o
pardmetro uniformizador del campo valuado discreto X . De ahora en adelante,
cuando tratemos de valuaciones discretas, a menos que explicitamente digamos
lo contrario, se asumira que son normalizadas. El lema siguiente recoge lo que
hemos probado en estas observaciones:

Lema [.14. Sea K, v un campo valuado no arquimediano. Entonces:
(1) La valuacion v : K* — R es discreta si y sélo si el ideal px es principal.

(2) Si K, v es un campo valuado discreto y m es un elemento primo de K,
entonces todo a € K* se puede escribir en forma unica como

a=m7"u
conn € Zyu € Ug.

DEMOSTRACION. (1): Sdlo falta probar que si px es principal, entonces la
valuacion v es discreta. Supongamos pues que p = (). Queremos probar
que existe un abierto U en R* tal que U N v(K*) = {0}. En efecto, para el
nimero v(7) # OenRR, siv(ar) > 0 ponemos U := (—v(r), v(mr)) ysiv(7) < 0
ponemos U := (v(7), —v(7)). En cualquier caso, ésta es una vecindad abierta
del 0 € R. Supongamos que v(7r) > 0. Observemos que, dado cualquier
a € K*,siv(a) > Oentonces a € px = () y por lotantoa = wbcon b € O,
y asi v(a) = v(m) + v(b) > v(r) ya que v(b) > 0.

Ahora, si v(a) < 0, entonces a~! € px = () y porlo tantoa~! = 7b con
b € Ok y asi —v(a) = v(a™!) = v(m) + v(b) > v(m), i.e., Wa) < —v().

En cualquiera de los dos casos a € U y asi U N v(K*) = {0}. El caso
v(7) < 0 es similar. Se sigue que v(K™*) es un subgrupo discreto de R.

(2): Antes del enunciado del lema probamos que todo a € K* se puede escribir
como a = 7"u con u € Ug. Ahora, si sucediera que a = 7"u = 7™¢ con
n,m € Zyu,e € Ug,entonces n = v(a) = v(7m™&) = m y consecuentemente
7"u = 7"¢, porlo que u = €. O
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1. Campos locales

Ejemplo 9. El campo de los nimeros p-adicos es un campo valuado discreto
y p es un elemento primo de la valuacién ya que v,(p) = 1. El ideal
maximoes pZ, y asi, por el ejemplo 7 después de (1.12), su campo residual es
Z,/pZ, ~Z/pZ =T, el campo finito con p elementos.

Ejemplo 10. El campo de series de Laurent K((x)) con la valuacién v, es un
campo valuado discreto y x es un elemento primo. Asi, el ideal maximo es
xK[[x]] y por lo tanto su campo residual es K[[x]]/xK[[x]] ~ K, el campo de
constantes K.

Proposicion |.15. Sean K un campo valuado discreto, Ok su anillo de
valuacién, px = () su ideal mdximo y m un elemento uniformizador.
Entonces:

(1) El anillo Ok es un dominio de ideales principales y de hecho todo ideal
propio I C Ok es de la forma

I'=pk=7"0k
para algiin entero n > 1. En particular, px = (7) = wOk.
(2) La interseccion de todos los ideales propios de Ok es el ideal 0.
(3) La cadena de ideales
Ok 2pxk 2Pk 2Pk 2
forma una base de vecindades abiertas del elemento 0 € K.

DEMOSTRACION. Sea O # I C Ok un ideal propio. Entonces, el conjunto
{Wa) : a € l,a# 0} C N tiene un elemento minimo, digamos n > 0,
n = va) cona € I — {0}. Usando el lema anterior escribamos a = 7"u con
u € Uk una unidad. Asi, 7" = au~! € I y por lo tanto (") C I. Ahora,
si B € [ es otro elemento entonces v(3) > n por la eleccion de n = v(a),
yasiv(B) = n+tcont > 0yporlotanto B = 7w"m'e con € € Ug y en
consecuencia, 8 € (7"),i.e., I C (7"). Esto prueba (1).

Para (2),sia € ﬂ pk entonces a € (w") paratodan > 1y asi a = 7"u,

n2>1

con u, € Ok para todon > 1 y por lo tanto v(a) > n para toda n € N. Esto
solo es posible si W(a) = 400, i.e., sia =0.
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1.2. Valuaciones discretas

Para (3), observemos que si |a|x = ¢~&(® (con ¢ > 1 un real fijo) es el
valor absoluto asociado, entonces

1
1t

Pk={a€k lak<,

O

Para los campos valuados discretos completos se tiene una descripcion
explicita de sus elementos:

Proposicion 1.16. Sean K un campo valuado discreto completo, Ok su anillo
de valuacion, px = () suideal mdaximo, K su campo residual y R un conjunto
completo de representantes de K en Ok. Entonces,

(1) Todo elemento a € Ok se puede escribir como una serie convergente:

a= Z ap " con an €R.
n=0

(2) Similarmente, todo elemento B € K se puede escribir como

oo

B= E a,m™ con a, €R,

n>>>-—00

donde n > —oo quiere decir que se tiene solo un numero finito de términos
con exponente negativo.

DEMOSTRACION. La segunda afirmacion se sigue de la primera, ya que dado
B € K existe un entero t € Z tal que '8 € Ok. Supongamos pues que
a € Ok. Considerando su reduccién médulo 7: @ € K = Og/(), por
definicién de R existe un tinico ag € R tal que @ —ap = 0 méd . Escribamos

a=ag+ mh con 1t € Ok

y apliquemos el mismo procedimiento anterior a t;. Entonces, existe una; € R
tal que 1y = a) + 7t con t; € Ok y por lo tanto,

a =ap+ m(a) + 7)) =ap + aym + 7r212.
El procedimiento es recursivo y asi, para todo n

a=ay+am+-+agm" + 74,
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1. Campos locales

n
conaj € Ryt € Ok. Entonces, para la suma parcial s, := Zarrr' se
i=0

n+1

tiene que a — 5, = 1"t > Oyaque |ty4|k < 1y |mk|xk < 1,y por lo

tanto

(e o]
— 4 —_ n
@ = Jimfo} =2 @
n=|

O

Ejemplo 11. Si K = Q entonces Ox = Z,, K = Z,/pZ, = F, y se puede
tomar como

R={012,...,p—1}

Pero también se puede escoger (véase el ejemplo 14 antes de (1.24), donde se
muestra que QQ, contiene las raices (p — 1)-ésimas de la unidad):

R={0'5L L . ?)

donde { es una raiz primitiva (p — 1)-ésima de la unidad.

Surge entonces la pregunta sobre si existira alguna forma ptima de elegir
al conjunto R; por ejemplo, si R C K fuera un subcampo (necesariamente
entonces isomorfo a K) entonces se deberia tener que car (K) = car (R) =
car (K). La proposicion siguiente nos dice en cual caso es posible elegir a R
con estas propiedades:

Proposicion |.17. Sean K un campo valuado discreto completo, O su anillo
devaluacion y K su campo residual. Supongamos que car (K) = p # 0y que
K es perfecto. Entonces:

(1) Existe un unico sistema de representantes f : K — Og que conmuta con
p-potencias, ie., tal que f(AP) = f(A)P.

(2) Sea R := f(K) C Ok. Entonces, un elemento a de Ok pertenece a R si
y sélo si a es una p"-potencia paratodon > 0.

(3) Este sistema de representantes es multiplicativo, i.e.,

faB) = f(a)f(B)
para todo «a, 3 € K.
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1.2. Valuaciones discretas

(4) Si ademds car (K) = car (K) = p > 0, entonces este sistema es aditivo,
Le.,

fla+B) = f(a) + f(B)
paratodo a, 3 € K.

DEMOSTRACION. Sea A € K; para definir f(A) € Ok observemos que como
K es perfecto, el morfismo x — x? es un automorfismo de K y asi cada x € K
tiene una raiz p-ésima a la que denotamos con x"_l. Asi, para cada n > 0,
denotemos con L,(A) C O ala imagen inversa, bajo el epimorfismo candnico
p: Okx — K, del elemento A?"" de K. Pongamos

Va(A) = {x"" : x € Ls(A)} C Ok.

Notese que Lo(A) = {x € O : X = AP’ = A} es la clase residual de A
en K. Se tiene ademas que los conjuntos V,(A) C Lo(A) ya que si x € L,(A),
entonces ¥ = AP € K y asi xP" € L,(A) es tal que su clase es

G =% =AY =2 =

y por lo tanto V,(A) C Lo(A). Mads auin, los V,(A) forman una sucesion
decreciente, ie., V,4+1(A) C V,(A) ya que si e Vas1(A), ie., si
x € L,4+1(A), entonces x? € L,(A) ya que como x € L,41(A) se tiene que
x=AP""y por otra parte (x?) = XP = AP = APT" y asi xP € Ln(A);
se sigue que si xP" € V,+1(X), entonces X = (xP)?" € Vi(A) ya que
xP € Ly(A) y asi V1 (A) € Va(A).

Mostraremos ahora que {V,(A)} es base de un filtro de Cauchy de Ok.
En efecto, sia = x* y b = y*" entonces a = b moéd p’,'(H; esto se
demuestra por induccion sobre n: Paran = O se tiene quea = xyb =y
son elementos de Vo(A) = Lo(A) = A yasia = A = b mdd pg. El paso
inductivo es consecuencia de la observacion de que si a = b méd p’ entonces
a?P = b? mod p','f', lo cual se sigue de la formula binomial y del hecho de
p € px y porlo tanto p - pl C pi™'.

Habiendo ya mostrado que {V,(A)} es base de un filtro de Cauchy de Ok,
como Ok es completo podemos definir

f(A) = n‘l.'&, Va(A) € Okg.

Esta formula define un conjunto de representantes f : K — Ok.
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1. Campos locales

Observemos ahora que elevar a la p-potencia es una funcién de V,(A) en
Vn(AP), de tal forma que pasando al limite se tiene que lim,_,o, V,(A) elevado
a la p-potencia es lim,_,o, V,(AP), es decir, f(A)P = f(AP). Esto prueba la
existencia de un sistema de representantes con la propiedad deseada en (1).
Sdlo falta probar su unicidad: supongamos que g : K — Ok es otro sistema
de representantes tal que g(A)? = g(AP). Entonces, para todo n se tiene que
gA)P" = g(AP") y por lo tanto g(A) € V,(A) paratodo n. Ahora, como los V,(A)
son un filtro de Cauchy, entonces g(A) = f(A), lo cual muestra la unicidad de
f y al mismo tiempo que

) Vad) = {f(A)}.
n=0

Esto prueba (1) y (2).

Para (3) observamos que si x y y son p”-potencias para todo n, entonces
xy también lo es.

Para (4), suponiendo ademds que car (K) = p = car (K) ysi x y y son
p"-potencias para todo n, entonces x + y también lo es ya que (a + b)P" =
a?” +bP". a

Definicion 1.18. Si K es un campo valuado discreto completo con campo
residual K perfecto de caracteristica p > 0, el sistema de representantes R de K
de la proposicion anterior se llama un sistema de representantes multiplicativo
por la propiedad (3). Notese que si ademas car (K) = car(K) = p > 0,
entonces por (4), R es un campo isomorfo a K.

Ejemplo 12. Para el campo de nimeros p-iddicos K = Q,, el sistema de
representantes R = {0, 1,¢,£2,...,{P?}, donde { es una raiz primitiva
(p — 1)-ésima de la unidad (véase el ejemplo 14 antes de (1.24) donde se
muestraque Q, contiene a las raices (p — 1)-€simas de la unidad), es un sistema
multiplicativo, pero no es aditivo ya que car (Q,) = 0.

1.3 Polinomios sobre campos no arquimedianos

En esta seccidn estudiamos polinomios con coeficientes en un campo valuadono
arquimediano, en particular resultados sobre irreducibilidad de estos polinomios
y sobre sus raices, incluyendo el lema de Hensel. Comenzamos con los
resultados sobre irreducibilidad:
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1.3. Polinomios sobre campos no arquimedianos

Lema 1.19 (Gauss). Sean K,v un campo valuado no arquimediano, Ok su
anillo de enteros y f(x) € Qklx] un polinomio. Entonces, f(x) es irreducible
en K[x] siy sélo si f(x) es irreducible en Og|x|.

DEMOSTRACION. Como Ok[x] C K[x], claramente si f(x) es irreducible en
K[x] entonces lo es en Ok/[x]. Para probar la otra implicacion, comenzamos
extendiendo la valuacion v de K al campo de cocientes K(x) del anillo de
polinomios K[x] como sigue: si f(x) =ap+ajx+---+ax’ € K[x] noesel
polinomio 0, definimos

w(f) = m}’n{ v(a;)}
y si ¢(x) = f(x)/g(x) € K(x), con f, g € K[x], definimos
w(d) = w(f) — w(g)
(por supuesto, si ¢ # 0, i.e.,si f # 0). Se tiene que:
(1). Si g, h € K[x], entonces w(g + h) > min{w(g), w(h)}.
(2). Sig, h € K[x] — {0}, entonces w(gh) = w(g) + w(h).

La primera afirmacion es obvia y para la segunda observemos que si
m n
g = bix' y  h(x)=) cp,
i=0 j=0

entonces

w(gh) — min{v(d_ bic))}
i+j
> mfﬂ{nilfjn{v(bi) +vc)}} = H,lgn{v(bi) + v(c))}
> min{v(b;)} + min{v(c;)} = w(g) + w(h).
Para la otra desigualdad, si f(x) := g(x)h(x), con g, h € K[x], escribamos

m n m+n
glx) = Zbixi» h(x) = ZCMJ, fx) = Z aix'.
i=0 i=0 i=0
Sean
¢, :=min{i  v(bi) = min{v(b;)}}
y

6 :=min{i v(c;) = min{v(cj)}}.
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1. Campos locales

Entonces, comoa; = Y_ b jCi— j, para el término

ap +4, Y bich+t-;
= (bOCt,+lz + - +bl|—lclz+])+btlclz
+(bey+1¢4,-1 + - + by 14,€0)
se tiene que para los términos del primer paréntesis,
Wbjct+4,-5) > vy ct,)

yaque j < £;, y similarmente para los términos del segundo paréntesis usando
que j < £;. Por lo tanto v(ay, +4,) = V(by,cs,) = V(by,) + v(cy,) y asi

w(f) = w(gh) := min{v(a))} < Wag,+4,) = vby,) + vicy,) = w(g) + w(h);

se sigue que w(gh) = w(g) + w(h).

Finalmente notamos que la extension de w de K[x] a K(x) esta bien
definida ya que si f(x)/g(x) = @(x)/P(x), entonces fiy = g en K[x] y
asi w(f) + w(y) = w(g) + w(¢), i.e.,, w(f/g) = w(¢d/¢). Es claro que w

extiende a v.

Ahora, para probar la implicacion faltante en el lema, supongamos que f(x)
es irreducible en Ok[x] y que es reducible en K|[x], i.e., que

f(x) = g(x)h(x) con g h € K[x]

y consideremos la valuaciéon w de K(x). Como queremos una factorizacion
de f(x) en Okl[x], si sucediera que w(g) > 0 y w(h) > 0, entonces por
definicion de w, la factorizacion ya estaria. Supongamos entonces que una de
estas valuaciones es negativa, digamos w(g) = v(by,) < 0,con by, € K — {0}.
Entonces pongamos

£ = (b7,'8®) (b, h(x)
y obsérvese que b;;]g(x) € Oklx] yaque
w(by, ' g(x)) = w(by )+w(g(x)) = —v(bg,)+min{v(bi)} = —v(by,)+v(by,) =0
y como f(x) € Oklx], entonces w(f) > 0y de () se sigue que
0 < w(f) = wiby,' gba k) = wiby'g) + wlbg h) = 0 + w(by, h)
por lo que w(by h) > 0, i.e., by h € Oklx], i.e., () es una factorizacién de

f(x) en Ok[x], una contradiccién. ]
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1.3. Polinomios sobre campos no arquimedianos

Como una consecuencia importante tenemos el siguiente criterio, debido a
G. Eisenstein, para la irreducibilidad de un polinomio con coeficientes en O :

Teorema 1.20 (Eisenstein). Sean K, v un campo valuado discreto, Ok su
anillo de enteros 'y w un elemento primo de v. Supongamos que f(x) =
ap + a1x + - - - + a,x™ es un polinomio con coeficientes en Ok tal que:

(1) v(an) =0.
(2) v@j) 2 1para0 < j<n-—1
(3) v(ap) = 1.
Entonces, f(x) es irreducible en K[x].

DEMOSTRACION. Por el lema de Gauss basta probar que f(x) es irreducible en
Ok x]. Supongamos entonces que

f(x) = g(x)h(x) en Oklx],

donde g(x) = bg+---+ b, X', h(x) =co+ - + csx* yr +s = n. Al reducir
(los coeficientes de) estos polinomios modulo el ideal maximo px = 7Ok se
obtiene

T(I) =a+ax+--- _+_a"-xn = a,x",

yaque a; € px para 0 < j <n-—1. Ahora, como f = gh en Og[x], entonces
f =ghen K, = Og/pk y por lo tanto

Tx" = f =gh = bcx'™,

yasig(x) = bx' y h(x) = ¢;x*. En particular v(bp) > 1y v(co) > 1, de
tal forma que v(agp) = v(bpcp) = v(bp) + v(co) > 2, en contradiccion con la
hipotesis (3). O

Un polinomio que satisfaga el criterio de Eisenstein anterior se llama un
polinomio de Eisenstein.

Ejemplo 13. Sea K = Q). Entonces, el polinomio ciclotomico

bp(x) :=xP 4 P24 fx+ 1 €2y

es irreducible en Q,[x].
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1. Campos locales

En efecto, notamos primero que ¢ ,(x) es irreducible si y s6lo si ¢,(x + 1)
lo es. Usando esto escribamos

x+1)P -1
x+D-1

1
x 1 p—1
B P N E T
I p-2 p—1

y notemos que como p|(¥) para 1 < i < p — 1, entonces |(?)|, < 1 para
estos coeficientes; ahora, para el término de grado |1|, = 1 y para el término

independiente (,°,) = p,y asi 1,2 )1p = Plp-

dp(x+ 1)

El lema de Hensel, que probaremos a continuacion en una de sus versiones,
es un resultado analogo al método de Newtonen R, que infiere la existencia de
una raiz de un polinomio de la existencia de una raiz aproximada del mismo.

Lema 1.21 (Hensel). Sea K, v un campo valuado no arquimediano completo.
Sean f(x) € Oklx])y ap € Ok tales que

(*) | f(@o)lv < | f@o)l}
donde f'(x) es la derivada de f(x). Entonces:
(1) Existe un a € Ok tal que f(a) =0.

| f(ao)|v
| f'(a0)ly”
(3) De hecho, existe un unico a € Ok tal que f(a) = 0 y satisface (2).

(2) Mds aiin, |a — ap|, <

DEMOSTRACION. Sean X, Y indeterminadas algebraicamente independientes
sobre K. Substituyendo x por X+Y en f(x), expandiendo los binomios (X+7Y)’
y agrupando potencias de Y, podemos escribir

(M fX+Y)=fX)+YAX) + Y LX)+,

donde cada fj(X) € K[X] y, de hecho, como f(x) € Oklx], entonces
fi(X) € Ok[X]. Es claro que f(X) aparece como el primer término en (1) y
ademas fi(X) = f'(X).
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1.3. Polinomios sobre campos no arquimedianos

Ahora, de la hipdtesis () se sigue que f’(ag) # 0 ya que de lo contrario por
(*) se tendria que | f(ao)|, < 0, lo cual es absurdo. Podemos entonces definir
_ f@o) _ fao)
fi(ao) f'(ao)

0=

de tal forma que

Ibo, = |f(@o)ly _ |f(a0)lv| f'(a0)lv
| f(a0)]v | f'(a0)l?

(la peniltima desigualdad por {*) y la dltima desigualdad porque ap € Ok y

f'(x) € Oklx]). Se sigue que

©) lboly < | f(a0)ly < 1.

De la definicion de bp se tiene que f(ao) + bo f1(ao) = 0, y substituyendo
X porap y Y por bp en (1) obtenemos

| f(ao + bo)ly = | f(ao) + bo f1(ao) + b} f2(ao) + - - + B} fi(ao) + -+ |v
= |BR falao) + - - + B fiao) + -~ |

< méx{lbg f(ao)} = max{|bgls| ficao)l)

<|fl(a), < 1

Sry;i;{lbélv} yaque fi(ap) € Ok

< |bol? yaque |bo|, < 1, y asi la mayor potencia es |bo|?
_ | f(a0) :
fi(ao)
— |f(a0)|v
| fi(ao)|?

Similarmente, si en lugar de f(x) usamos el polinomio f;(x), substituimos
x por X + Y y luego X por ap y Y por by, obtenemos que

| fi(ao + bo) — fi(ao)ly = |f1 (ao0) + bo f1,1(a0) + - - - + bg f1,n(a0) — fi(ao)ly
= |bo f1,1(a0) + b5 f12(a0) + - - - + b fi.a(ao)ly
< max{|b} 1, j(ao)|,}
< max{|Bl,} yaque f1;(a0) € Ok
< lbolv < | fi(ao)lvs

por definicion de bg

v

| f(ao)lv < | f(ao)lv, por ().
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1. Campos locales

la peniiltima desigualdad porque |bol, < 1y asi |bol! es la mayor potencia, y
la dltima desigualdad por (2). De esta desigualdad se sigue, ya que | |, es no
arquimediana, que

| filao +bo)ly = |(filao + bo) — fi(ao)) + f1(ao)|v
= max{|(fi(ao + bo) — fi(ao))|v. | fi(ao)lv} = | fi(ao)|v-
Poniendo a; := ag + by € Ok, hemos mostrado que

| fi(a)|y = | fiao)l

| flanly < |f(ao)ly-
Repitiendo inductivamente el proceso se obtiene una sucesion de elementos
ap = ap-y + b,y € Ok con f(an) + by, fi(a,) = 0 y tales que:

(i) |f1(@)ly = | fiao)], para toda n

y

. |f (@)l

(ii) If(an+1)|v < FAPRL < |f(an)|v-
Se sigue que

B |f @)l < [f @)y < | f@n-D)lv < -+~ < |f(@ao)ly < |f'(a0)|? < 1
y, por lo tanto,
nl_i.nolo{f(an)} =0.

Mas aun,
|@n+1 — anly |an + by — a,|, por definicién de a, 4
|Baly
- f(a) Yaque f(an) + bn fi(an) =0
Sfi(an) 1,
| f(an)l|v or (i)
| fi(ao)lv
y asi
Bl bl s | f(an)lv i 2
| f1(a0)|y
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1.3. Polinomios sobre campos no arquimedianos

ya que f(a,) — 0. Se sigue que la sucesion {a, } es de Cauchy en K, que es
completo, y por lo tanto converge a algin elemento a € K. Ademas, como
|a,|v < 1 para todo n ya que a, € Ok, entonces

|a|v = | lim anlv <
n—00
y por lo tanto a € Ok. También,
If(a)lv = |f("l_i!}}o(an))|v = |”li.no]o f(an)]v =0,

lo que demuestra la parte (1).
Para la parte (2), como

a ‘— ao+bo
a — ay+b
ay = ap-1+by_
entonces
a, —ag = ap—1+by—1 —ag

— @p2+byy+bp —ag

ap+by+by+--+bp_y+by_1 —ay
ap+bo+by+--+bpy —ao

n—1
>_b
j=0
y por lo tanto
a—ao = im (n a0 = b
Jj=

También, como f(a,) + b, fi(a,) = 0 para toda n, entonces

b — _ flan) _ _ f(an)
Si(an) fiao)
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1. Campos locales

(la dltima igualdad por (i)). Se sigue que

> —~ f(a))
b, =3 -
2.bi 2 fi(ao)

j=0 ., j=0

<  mix { Ilf(aj)lv

Ian 2 aO|v =

\4

fi(ao)|y
_ lf(aO)’v
= [h@) PP
_ If(GO)Iv
| f'(@o)l’

lo cual demuestra la parte (2).
Parademostrar la parte (3) supongamos que existe un'a # atalquea € Ok,

~ 'f(a0)|v
=0 - v S .
f@=0yla=al < ),

Pongamos b:=a —a € Ok. Entonces
0 f@) = f(a+b)
= f@+bfi(@) +b fra) + -
bfi(@) +b fr@) + -+ (yaque f(a) =0).
Por otra parte,
1], |@a—al, = |a@ —ao+ao —a,

< max{|a - aly, |ao — a|}

||;;((ZO))I|V por la parte (2) aplicadaaaya
0/|v

|f@o)l | .,

lf’(a(()))lslf (a())lv

< |f'@)|v = |f' @l

la dltima desigualdad por la hipdtesis (*) del lema y la iltima igualdad porque
para todo n, | f'(as)|, = | f'(a0)|,- Se sigue que

B, < |fla), < 1.
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1.3. Polinomios sobre campos no arquimedianos

Ahora, como para toda j > 2 se tiene que | fj(a)|, < 1, entonces

B7],) fi(@)ly < 18]y < [BJ% < [Bl,| f(@)ly

y por lo tanto
0=[f@\y = | f(a+b)ly = [bfi(@)+B? fal@)+ - |, = |Bfi(@)], = |Bl| fia)],

pero como | fi(a)|, # 0, entonces [Elv =0,ie,b=0,ie.,a=a,lo que
demuestra la parte (3). a

La variacion que veremos a continuacion es un caso particular del lema de
Hensel anterior y de la version que veremos inmediatamente después:

Corolario 1.22. Sea K, v un campo valuado no arquimediano completo y sean
f(x) € Oklx]y ap € Ok. Consideremos sus reducciones f(x) € K[x] y
ao € K y supongamos que se tiene que

M f(@) =0 en K
y que ademds
() F@)#0,

i.e., do es raiz simple de f(x). Entonces, existe un a € Ok tal que @ = @p y

f(a) =0.

DEMOSTRACION. Como f(ag) € px por (1) y f'(ao) € Ok — pk por (11),
entonces | f(ao)lx < 1y |f'(a0)lk = 1, y asi se satisfacen las hipdtesis del
lema de Hensel (1.21) y por lo tanto existe un a € Ok tal que f(a) = 0y
por (1.21)(2) se tiene que |a — ao|lx < |f(ao0)lk/|f'(a0)lk < 1, por lo que
a—ap € pg,i.e.,a=ap. a

Notese que esta variacion nos dice que si un polinomio f(x) € Og[x] al
reducirlo mod pg se tiene que f(x) = (x — @p)g(x) en K[x], entonces existe
un a € Ok y un polinomio ¢(x) € Ok[x] tal que @ = dp, d(x) = g(x) y
f(x) = (x — a)p(x). Esta es la forma en que se generalizara este corolario al
considerar una factorizacion de T(x) en K[x] bajo la condicién correspondiente
a la hipdtesis de que @ es una raiz simple, i.e., bajo la condicion de que (x — ap)
es coprimo con g(x). La version del lema de Hensel que veremos a continuacion
tiene, en cierta forma, alguna semejanza con el lema de Gauss que nos dice que si
un polinomio se factoriza en K[x], entonces se factorizaen Ok [x]: esta version
del lema de Hensel nos dice que, bajo ciertas condiciones, una factorizacion en
K[x] se levanta a una factorizacion en Og[x]:
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Teorema 1.23 (Lema de Hensel, segunda versién). Sea K, v un campo valua-
do no arquimediano completo y sea f(x) € Ok[x]. Supongamos que existen
polinomios gy(x), hj(x) en Og|x] tales que:

(1) g1(x) es ménico.
(2) 21(x)y h\(x) son coprimos en K|x).
(3) f(x) =g (Dhi(x) en K(x].
Entonces, existen polinomios g(x), h(x) en Ok[x] tales que:
(1) g(x) es ménico.
@) () =30 yh(x) = hy(x).
(3) f(x) = g(x)h(x) en Ok[x].

DEMOSTRACION. Laideade la demostracion es similar a la demostracion de la
primera version del lema de Hensel, aproximandonos a la factorizacién deseada
por medio de factorizaciones médulo potencias 7* de un elemento 7 € pg, de
tal forma que en el limite se tenga la factorizacion requerida. Nétese que como
por hipdtesis g, (x) es ménico y queremos que g(x) seamonico, entonces se debe
tener que gr(g) = gr(g;). Pongamos entonces n = gr(f) ym = gr(g1) = gr(g)-
Como ? =g h, en K[x], entonces gr(hy) < n — m (puede ser menor si
gr(?) < gr(f), lo cual puede suceder si al reducir coeficientes mddulo pg se
vuelve 0 el coeficiente de grado de f(x)). Queremos construir dos sucesiones
de polinomios gi(x) y hi(x) con coeficientes en Ok[x] tales que:

(i) Cada g; sea monico de grado m;
(ll) 8i+1 = &i maod 1Ti y hi-H = h; mod 1Ti 5
(i) f(x) = gi(x)hi(x) méd ',

donde se entiende que las congruencias son coeficiente a coeficiente. Observe-
mos que una vez construidas estas sucesiones ya habremos probado el teorema
ya que definiendo g(x) como el limite (coeficiente a coeficiente) de los gi(x),
y h(x) como el limite (coeficiente a coeficiente) de los h;(x), notando que es-
tos limites existen por la condicién (ii) de arriba y porque |7|x < 1y porque
K es completo, se tendra entonces que g(x) y h(x) estan definidos y de he-
cho tienen coeficientes en Ok. Mas ailn, como cada g; es mdnico de grado
m, entonces g(x) también es moénico de grado m, y la condicion (ii) de arri-
ba implica que g(x) = g1(x) mdd px y h(x) = h;(x) mdd pg, y, por (iii),
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1.3. Polinomios sobre campos no arquimedianos

f(x) = g(x)h(x) méd 7/ para toda j > 1y por lo tanto f(x) = g(x)h(x) como
se quiere.

Resta entonces mostrar la existencia de las sucesiones de polinomios g; y h;
con las propiedades (i), (ii) y (iii) anteriores. Para comenzar, observemos que
por la hipétesis (3) del teorema la diferencia f(x)—g; (x)h;(x) tiene coeficientes
en pg y por la hipdtesis (2) existen a(x), b(x) € Ok|x] tales que

a(x)g1(x) + b(x)h;(x) = 1 méd pg.

Entonces, enwmre los coeficientes de los polinomios f(x) — gi(x)h;(x) y
a(x)g1(x) + b(x)h(x) — 1 (estos coeficientes estan en px) escogemos uno que
tenga mayor valor absoluto; éste es el elemento = € px que necesitamos. Si
m =0, f(x) = g1(x)h(x) es la factorizacion deseada. Si # 0, construiremos
la sucesion de polinomios deseada observando que ya tenemos g, y h, por las
hipétesis del teorema. Para construir g, y h; notemos que como se debe tener
que g2(x) = g1(x) mdd 7, entonces se debe tener que g;(x) = g1(x) + 77r(x)
con rj(x) € Ok[x]. Similarmente se debe tener que ha(x) = hi(x) + ms1(x)
con s1(x) € Ok [x]. Asi, para mostrar la existencia de g; y h, debemos mostrar
la existencia de ry y s; con las propiedades deseadas, i.e., debemos resolver

fx) —  ga(x)hy(x) méd 72
- (&1(x) + 7 (x)(h (x) + ms1(x)) mod w?
—  g1(®h1(x) + 7 ()h1(x) + 51(x)g1(x) + 72r1(x)s51 (¥) md 7
—  81(Xh1(x) + 7 (DA (x) + 751 (x)g) (x) mSd 72,
Ahora, como f(x) = g;(x)h;(x) mdd 7, entonces f(x) — g1(x)h;(x) =

mt(x)cont(x) € Oklx]y asi, substituyendo en la congruencia anterior debemos
resolver

m(x) = wry(x)hy(x) + 751(x)g1(x) mod m,

donde cada miembro #(x), rj(x)h(x) y s1(x)g;(x) tiene coeficientes en O.
Dividiendo la congruencia anterior entre 7 obtenemos

t(x) = ri(x)h(x) + s1(x)g1(x) mod =

y ésta es la congruencia que debemos resolver para determinar ry y s;.
Ahora, de la definicion de 7, si c; son los coeficientes del polinomio
a(x)g1(x) + b(x)h(x) — 1, entonces |cj|x < ||k < 1, porlo que cj/m € Ok
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y asi

a(x)gi1(x) + b(x)h (x) — 1 = chxj = (Z(cj-/'rr)xj) 7 =0 mdd =,
J
es decir, a(x)g)(x) + b(x)hi(x) = 1 mdd 7, y multiplicando ahora esta
congruencia por #(x) obtenemos

a(x)t(x)g1(x) + b(x)t(x)h(x) = t(x) mod 7

y esto resuelve la congruencia (x) poniendo 7j(x) = b(x)t(x) y 51(x) —
a(x)t(x), sin embargo, tenemos el problema de que no se tiene control sobre
el grado de 7;(x) y por lo tanto no podemos garantizar que g1(x) + 77 (x) sea
monico (y éste es el candidato para g(x)). Para remediar esto observemos que
lo que necesitamos es un polinomio 7)(x) que satisfaga que gr(r;) < gr(g).
Ahora, dividiendo r(x) por g;(x) obtenemos rj(x) = g1(x)q(x) + ri(x) con
gr(r)) < gr(g)) y poniendo s; := 57(x) + hj(x)g(x) se sigue que

rihi +s181 = (1 —g19h + 1+ higg
rihy — gihig +5181 + g1hg
rih + 35181
t mod T,

la ultima congruencia porque 7, y 57 son soluciones de (x); se sigue que los
polinomios 7} (x) y s1(x) de Og[x] también son soluciones de la congruencia (*)
pero ahora con la condicién de que gr(ry) < gr(g1), por lo que g2(x) == g1(x)+
7rr1(x) es monico y tiene grado m = gr(g). Claramente, g(x) = g1(x) mdd .
"Mas aiin, poniendo h(x) := h;j(x)+ 7rs)(x) se tiene que ha(x) = hy(x) mod 7
y
&h2 — (g1 +7r))(hy + ms)) = gihy + mg1s1 + Trhy + TSy
g1hy = f mod =,

como se requeria.

Finalmente, obsérvese que como g; y h; son coprimos madd p, entonces
g2 y hy también son coprimos mdd pgx. El argumento antefibr se aplica
recursivamente comenzando ahora con g3 y h; para producir las sucesiones
deseadas. a

Ejemplo 14. Sea p un primo y considercmos el campo Q, y el polinomio
fx)=xP"1-1¢ Zy[x). Entonces, reduciendo coeficientes médulo pZ, y
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yaqueZ,/pZ, = F,, setiene que f(x) = x~1 —1 € F,[x]. Observamos que
el polinomio f(x) se descompone en factores lineales sobre F, y asi, aplicando
repetidamente el lema de Hensel anterior, tenemos que f(x) se descompone en
factores lineales sobre Z,. En otras palabras, Z, contiene a las raices (p — 1)-
ésimas de la unidad. Esto se usé en el ejemplo 11 después de (1.16) y en el
ejemplo 12 después de (1.18).

El corolario siguiente nos dice que si un polinomio moénico en K[x] es
irreducible y tiene término independiente en O, este polinomio de hecho esta
en Oklx]:

Corolario 1.24. Sea K un campo valuado no arquimediano completo y sea
f(x) =ap+ayjx+ -+ x* € K[x] un polinomio ménico irreducible tal que
ao € Ok. Entonces f(x) € Ok[x].

DEMOSTRACION. Si f(x) no estuviera en Og[x], entonces alguno de sus
coeficientes g; tendria valor absoluto |a;|x > 1; nétese que este coeficiente
no puede ser el término de grado (ya que éste es 1) ni el término independiente.
Sea N el menor de los indices i tales que 0 < i < n'y |ay|x > 1 es el mayor
de todos estos |a;|x > 1. Consideremos el polinomio g(x) := (1/an)f(x) y
observemos que g(x) € Ok[x]. Entonces

a a ay_ a 1
B — O g NTUNTL N TVELNL

ay an ay an an

ao AN-1 N1y, N an+1 1 .~

(" +-+ )+ x7(1+ x4 -4 —x"7)

an ay an aN

y asi en K [x] setiene que g(x) = xV(14- - -4-(1/an)x*~N), ya que el polinomio
en el primer paréntesis anterior tiene coeficientes en pg.

Por la segunda version del lema de Hensel se sigue que g(x) = ¢(x)¢(x)
en K(x] con gr(¢) = Ny gi$) = n — N, ie. gx) = (1/an) f(x) = $(x)¢(x)

es reducible y por lo tanto f(x) también lo es; una contradiccion. a

1.4 Extensiones finitas de campos completos

En esta seccién estudiamos extensiones finitas de campos L /K, donde K es un
campo no arquimediano completo, y probamos que su valuacion vk se puede
extender en forma tnica a una valuacion v, de L de tal forma que L, v, resulta
un campo valuado no arquimediano completo también.
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1. Campos locales

Recordemos primero que si L/K es una extension finita de campos
valuados, como L es un espacio vectorial sobre K, el valor absoluto | |
de L induce normas y distancias en L, donde recordamos que una norma de
un K-espacio vectorial V de dimensidn finita n > 1 es una funcion

IV — R"U{0}
tal que:
(i) |la]] > 0 paratodoa € Vy |a]| =0siy sélo sia = 0.
(i) lla+ bl < |la|| + ||b|| paratodo a, b € V.

(i) ||Aa|l = |A|k||a|| paratodaa € V ytodo A € K, donde | |k es la valuacién
de K.

Entonces, para probar la unicidad de 1a extensién del valor absoluto | |x de
K al campo L debemos probar que si K es completo, entonces cualesquiera dos
normas de L inducen la misma topologia en L. El lema siguiente demucstra
esto:

Lema 1.25. Sea K, | |k un campo valuado completo y sea V un K-espacio
vectorial de dimension finita n. Entonces, cualesquiera dos normas || |} y
| |l en V inducen la misma topologia. Mds aiin, V es completo bajo la
métrica inducida.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre n > 1. Si n = 1 no hay nada que probar
yaqueenestecaso V ~ K ysi {w,} esunabasede Vy | || escualquier norma
de V, entonces para todo a € V, escribiendo a = Aw) con A € K, se tiene que

llall = llAw1ll = |A g lIwi |

y poniendo ¢ := ||w;|| > 0 (ya que w; # 0), entonces ||a|| = ¢|A|, por lo que
| | y| |k inducen la misma topologia en V y claramente V es completo bajo
esta métrica.

Supongamos ahora que n > 1 y que el resultado es valido para K -espacios
vectoriales de dimensién < n — 1. Seawy,...,w, una base de V y sea | ||
una norma arbitraria en V. Compararemos a || || con la norma del mdximo
| llo: VvV — R dada como sigue: si B = Ayw) + -+ + A,w, € V se define
I1Bllo := mj:_ix |Aj| k. Claramente, || ||o es unanormade V y V es completo con

respecto a esta norma.
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1.4. Extensiones finitas de campos completos

Probaremos primero que la topologia inducida por | ||o es mds fina que la
topologia inducida por || |. Enefecto, sea a@ = Ayw; + -+ + A,w, € V con
los A; € K. Entonces

el

Il

1 amwill < 3 IAlk liwsl
i j

Z(m}ix |AjlONw;Il = (mjix A1) lIwill
J j

N

= |lallo-co conco =¥ ;||wjll > 0 constarte.

Se sigue que para toda £ > 0, poniendo 8 = &/cq se tiene que ||a||o < & implica
que ||a|| < ||alloco < 8co = &, como se queria demostrar.

Mostraremos ahora que la topologia inducida por || || es mds fina que la
topologia inducida por || |[o. En efecto, supongamos que ya probamos que
n

para todo € > 0 existe un & > 0 tal que si a = Z Aiw; y |la|| < 8, entonces
=
! n
|An|k < &. Asumiendo esto, para todo £ > 0, si a = Z Aiw;, sea 8, > O tal
i=1
que ||a|| < 8, implica |A,|x < & por la afirmacién anterior. Como la norma
del maximo ||a|lo es igual al mayor valor absoluto |A j| x de los coeficientes de
a=)y j Ajwj, permutando los vectores w;, si hiciera falta, podemos suponer
que ||allo = |A4|k y por lo tanto si ||a|| < 8,, entonces |A,|x < &, ie.,
|lallo < &, que es lo que se quiere demostrar. Resta entonces demostrar la
afirmacion de arriba. Supongamos que la afirmacion es falsa. Entonces existe
un £ > 0 tal que para todo § > 0 existe un a = ZA,-W,- con ||a|| < & pero
|An|k > &. Pongamos
1 A An-i

B:‘=/\—na=/\—"W1+"'+—/\—"—Wn—l+Wn€V~

Notese que A, # 0 ya que |A,|x > & por hipétesis. Se tiene entonces que

1
|An|K

yaque |a|| £ 8y |A|x = &y porlo tanto 1/|A,|x < 1/&. Ahora, como esto
sucede para todo & > 0, reemplazando 8 por 8¢ se tiene que para todo § > 0

18Il = lell < 8/2
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1. Campos locales

existe un B85 € V de la forma
Bs=viwi+ -+ Yao1Wa—) +Wp €V
con ||Bs|| < 8. En particular, para 8 = 1/m con m € N, existe una sucesién de
elementos
Bn = ‘)'Y")Wl +- 4+ 'Y(M) Wht +Wp €V
tales que ||Bm|| < 1/m. Se sigue que

— B = Z ( (m) _ (f))

(se cancela el w,) y ademas

1Bm — Bill < (1Bmll + I1B:ll < + 1

Ahora, por hipdtesis de induccién la norma || || de V restringida al sub-
espacio W generado por {wy, ..., w,_1 } induce la misma topologia que || ||o
y como B, — B; € W satisfacen que ||Bn — B;|| < 1/m + 1/1, entonces si
m, t son suficientemente grandes se tiene que ||B,, — ;|| es pequefio y por
lo tanto ||B,, — B;|lo = max |'y("') 'yi(')| debe ser pequefio también, y por lo
tanto los |y{™ — )| deben ser pequefios, i.e., {y™} parai = 1,...,n — 1
son sucesiones de Cauchy en K, que es completo, y por lo tanto convergen a
elementos y; = Nim {y"} € K para0 < i < n — 1. Pongamos ahora

Y =Ywi+ Yo 1Wao1 +ws €V

Entonces,
n—1
= Bmu—uz(v, ) will <3 7= VP lkllwll < o
j=1

la dltima desigualdad porque los ||w;|| son fijos y -y;-"') — 7j, por lo que los

lvj — 7)73-"') |k son pequefios para m suficientemente grande. Se sigue que

~ - ~ 1
Y= 1Y = B + Ball < IIY = Bl + [1Bmll < &+ —,
ie., |||l =0yasiy =0, por lo que
0=Y=YWi+ "+ Yae1Wa-1 + Wa
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1.4. Extensiones finitas de campos completos

en contradiccion con la independencia lineal de los w; (ya que el coeficiente
de w, es 1). Se sigue que la afirmacion inicial es verdadera, como se queria
probar. a

Para la demostracion de la existencia de la valuacion usaremos el corolario
(1.24) de la segunda version del lema de Hensel. El resultado que buscamos es:

Teorema 1.26. Sea K un campo no arquimediano completo y sea L/ K una
extension finita de grado n. Entonces, existe una unica extension | |, del valor
absoluto | |x de K, dada por

la, = |NL/K(0)|}(/"

paraa € L,donde Ny g : L* — K* es la norma (véase el anexo §1.10). Mds
aun, 1. es completo con respecto a| |L.

En términos de valuaciones, la valuacion vi de L que extiende a la
valuacion vg de K estd dada por

1
vi(a) = ;VK(NL/K(G))-

Para las propiedades de la norma Nk que usamos, véase el anexo §1.10.

DEMOSTRACION. Unicidad. Si| |{ y| |2 son dos valuaciones de L que
extienden a la valuacion | |x de K, entonces las normas asociadas || |[;y | ||2
inducen la misma topologia por el lema (1.25), y por lo tanto las valuaciones
son equivalentes | |; ~ | [2. Mds aiin, por el mismo lema, si ya se tuviera
una extensién | |, de | |k a L, entonces L seria completo con respecto a esa
valuacion.

Existencia. Definiendo la funcién | |, : L — R mediante |a|, =

[N, /K(a)|}(/", mostraremos que en efecto es una valuacion de L. Primero,
claramente extiende ala valuacionde K yaquesia € K entonces Ny g (a) = a"

y por lo tanto |a|, = |NL/K(a)|}{/" = |a"‘|}(/'l = |a|g. También es claro que
|a|r > O para todo a € L y ademas |a|, = |NL/K|}(/" = 0 si y solo si

|NL/K(a)|K =0, y esto sucede si y sdlo si Ny x(a) =0, i.e,, siysélosia=0.
También, como Ny x es multiplicativa entonces

lab|r, = Ny /x(@b)| " = |Np/x(@)| " |NLx®)|E" = |a|L|b]L-
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1. Campos locales

Mostraremos ahora que |a|;, < 1 implica que |a + 1|1 < 1. Nétese que
esto implica que | |, satisface la desigualdad ultramétrica ya que si a, b € L
son arbitrarios y, digamos, |a|;, > |b|L, entonces poniendo ¢ := b/a € L se
tiene que |c|r < 1yasi |1+ c|. <1, por lo que

|a+ bl = |a(1 + b/a)|L =la|c|1 +c|r < l|ale =méx{|al, [b]L}.

Resta entonces probar que |NL/K(a)|}{/" < limplica que [Ny /x(a+ 1)|}(/" <1,
o lo que es lo mismo, que [Ny k(a)|x < 1implica que [Ny /x(a + 1)|x < 1.
Para esto, primero observamos que considerando el campo intermedio K(a) en
la torre de campos K C K(a) C L y como la norna es multiplicativa, entonces

Ni/k(@) = Ng@ykNLjk@(@) = NK(a)/K(a)IL:K(a)]'
la dltima igualdad porque a € K(a). Se sigue entonces que debemos probar
que

INk@/k@|xk <1 implica |[Ng@yk(1+a)lx < 1.

Recordando (§1.10) que la norma Nk, /k (a) estd dada en términos del polino-
mio minimo f(x) = Irr(a, K) = x" + - - - 4+ ajx +ao como Nk, x(a) = *ao,
entonces como |ag|x = |Ng(g/k(@)|x < 1 se sigue que ap € Ok y como
f(x) es monico irreducible, por el corolario (1.24) de la segunda version del
lema de Hensel se sigue que f(x) € Okl[x]. Finalmente, observando que
f(x —1) = Irr(a + 1, K) y que el término independiente de f(x — 1) es
f(=1),ycomo1l € Ox y f(x) € Oklx] implican que f(—1) € Ok, entonces
Nk@yk(@a+1) = £ f(—1) € Ok y por lo tanto |NK(,,)/K(1 + a)|lx < 1, como
se queria probar. O

Corolario 1.27. Sea K, v un campo no arquimediano completoy sea L /K una
extension finita. Entonces:

(1) Sia,b € L son conjugados (i.e., raices del mismo monico irreducible en
K[x)), entonces |a|x = |b|k.

(2)Si L/K es Galois y si vy es la valuacion de L que extiende a la valuacion
de K, entonces para todo o € Gal(L/K) se tiene que v o 0 = v.

(3) Si L/K es Galois, entonces para todo o € Gal(L/K) se tiene 0O = Oy
y opL = pr. Se sigue que o € Gal(L/K) induce, por restriccion y paso al
cociente, un automorfismoa € Gal(L/K)deloscamposresiduales respectivos.
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1.5. Ramificacion

DEMOSTRACION. (1): Por hipotesis a y b tienen el mismo ménico irreducible
m(x) = Irr(a, K) = Ir(b, K) € K|[x], y por lo tanto tienen la misma norma
por §1.10: Ny x(a) = Np k() y asi, por el teorema anterior tienen la misma
valuacion. El inciso (2) es consecuencia directa de (1), ya que si « € Ly
o € Gal(L/K), entonces a y o(a) son conjugados. La parte (3) también se
sigue de (1). O

Corolario 1.28. (1) Sea L/ K una extensién finita de campos valuados com-
pletos y supongamos que vk es discreta. Entonces v es discreta también.

(2) Si L/K es una extension finita de Galois de campos valuados discretos y si
a es un elemento primo de L entonces paratodo o € Gal(L/K), o(w) es un
elemento primo de L.

DEMOSTRACION. (1): Sin = [L : K], por el teorema (1.26) se tiene que
vi(L*) = (1/nvg (N x(L*)) € (1/n)vk(K*)

y asi, como vg(K™*) es discreto, entonces también vy (L*) lo es. La parte (2) se
sigue del inciso (1) del corolario anterior. ad

Observacion. Si L/K es una extension algebraica, no necesariamente finita,
de un campo valuado no arquimediano completo K, entonces la valuacion vg
de K se extiende de manera tnica a cualquier subcampo M C L de grado finito
sobre K y por lo tanto, usando el lema de Zorm, se extiende de manera unica
a L. Sin embargo, el campo L con esta valuacion v; no necesariamente es
completo.

1.5 Ramificacion

Dada una extensiéon L/K de campos valuados no arquimedianos completos,
donde la valuacién v; de L extiende a la valuacién vk de K, denotado vy |vg,
en esta seccion estudiamos algunos invariantes asociados a L/K y vp|vk, en
especial los grupos vg(K*) C vy (L*) y la extensiéon L/K de sus campos
residuales:
Definicion 1.29. El indice e = e(L/K) := [vp(L*) : vk(K*)] se llama el
indice de ramificacién de la extension de campos valuados L/K.
El grado f = f(L/K) :=[L : K] de la extensién de campos residuales
L /K sellama el grado residual de la extensién de campos valuados L /K.
Ambos invariantes son numeros enteros > 1 ¢ 4+00.
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1. Campos locales

Probaremos primero en (1.33) que si L/K es finita de grado n, entonces
ef < n. Siademas la valuacion vg es discreta (y por lo tanto vy también es
discreta por el corolario anterior), entonces mostraremos en (1.35) que e f = n.

Si f = n se dice que L /K es no ramificada y si f = 1se dice que L/K es
totalmente ramificada. En el primer caso los grupos de valuacion resultan ser
iguales y se pueden describir en términos de la extension de campos residuales
L/K. En el segundo caso, los campos residuales son iguales y se pueden
describir en términos de polinomios de Eisenstein.

Al final, probaremos que si L /K es una extension finita de campos valuados
discretos completos, entonces existe un campo intermedio Lg tal que

L

Wmenle ramificada

Lo

A ramificada

K

Los invariantes e,, ;,, y f,, /v, 0N transitivos en el sentido siguiente:

Lema 1.30. Sea L O M D K una torre de campos valuados. Entonces:

(]) €y, /vk = €vy fvmCvm /v
(2) fVL/VK = fVL/VMfVM/VK'

DEMOSTRACION. Directa de las inclusiones v;(L*) D vy (M*) D vg(K*) y
K C M C L respectivamente. a

Lema 1.31. Sea L /K una extensién finita de campos valuados no arquime-
dianos. Seann =L : K]y f = f, v Entonces, f < n.

DEMOSTRACION. Mostraremos que cualesquiera n + 1 elementos @y, ... , @p+1
del campo residual L son linealmente dependientes sobre K. Seanay, ... , ap4
en Oy representantes de los @;. Como Oy C Ly [L : K] = n, entonces los a;
son linealmente dependientes sobre K y asi existen a; € K tales que

n+1

Z aia; =0 con algin a; # 0.

i=1

Dividiendo por el coeficiente a; # 0 que tenga mayor valor |/, podemos

suponer que max{|a;|,,} = 1y por lo tanto todos los coeficientes a; en (*)
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1.5. Ramificacién

estdn en Ok y alguno de ellos tiene valor |a;|,, = 1y por lo tanto no esti en
Pk, i.e., algin @; # 0 en K. Reduciendo la igualdad (*) médulo p; se obtiene
n+1
ZE,-E,- =0 conalgin@; # Oen K,

i=1
i.e, las n + 1 clases @; € L son linealmente dependientes sobre K. a

Lema 1.32. Sea L/K una extensién finita de campos valuados no arquime-
dianos. Seann =[L : K]y e =e,, ;,,. Entonces, e < n.

DEMOSTRACION. Seak < e,, ;,, cualquier nimero natural y supongamos que se
tiecnenelementos ay, . .., ax € L*talesquelasclaseslaterales v; (a;)+vg(K™),

. »ve(ax) + vk (K™) son distintas en el grupo cociente vi(L*)/vg(K*). Mos-
traremos que los elementos «j, ..., o € L* son linealmente independientes
sobre K. En efecto, si

k
Zc,-a,- =0 conc €K,

i=1

observamos que para cada par de términos ¢;jov; y cjaj con i # j, si sucediera
quc vi(cia;) = vi(cja;) entonces se tendria que

vi(ci) +vi(a;) = vi(ciai) = vi(cjaj) = vi(cj) + vi(aj)

y por lo tanto v (a;) — vi(a;) = vi(aj) — vi(ai) € vk(K™), es decir, las clases
laterales vy (a;) + vg (K*) = vp(aj) + vk (K™), lo cual es una contradiccién con
la suposicion inicial sobre estas clases. Se sigue que vi(ciai) # vi(cjaj) si
i # j. Entonces, por (1.1) se tiene la ultima igualdad en

k

400 =vi(0) = v, (Z Ciai> = min{v.(cia))},

i=1

y por lo tanto vp(cjaj) = 400 para toda i, es decir, cja; = 0 para toda i, y

asi ¢; = 0 para toda i ya que los a; # 0. Se sigue que los a; € L* son
linealmente independientes sobre K para todo k < e,, ;,, y consecuentemente
ey ve SIL:K]l=n. a

El resultado principal combina el grado n dc la extension finita L/ K, el
indice de ramificacion e y el grado residual f de v |vg:
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1. Campos locales

Teorema 1.33. Sea L /K una extension finita de campos valuados no arqui-
medianos tales que vi|vg. Seann = [L : K), e = e(ve/w), f = f(vL/ve).
Entonces e f < n.

DEMOSTRACION. Usando los dos lemas anteriores, sean ay, . . ., as elementos
de O tales que sus clases residuales @; formen una base de L sobre K. Y sean
Bi1. ... . Beelementos de L* tales que sus valuaciones v () sean representantes
de clases laterales distintas en el cociente vy (L*)/vk (K*). Probaremos que los
e f clementos ;8 € L son linealmente independientes sobre K. Supongamos
entonces que

ZC;ja;Bj=0 conlos¢;; € K.
inj

Multiplicando los coeficientes c;; por el inverso multiplicativo del coefi-
ciente que tenga la menor valuacion vg(c;j), podemos suponer que todos los
coeficientes c;; € Ok pero no todos estdn en p.

Observemos ahora que si paratoda j se tuvieraque ) ; cjja; € pr,entonces
>.iCija; = 0 en L y como los @; son linealmente independientes sobre K,
entonces se tendria que todas las c;j € pk, en contradiccion con el parrafo
anterior. Sesigue que debe existir un indice jtalque 3~ cijai € O —pL = UL
y asi

(1) vy (ZCUG,’) = (),

i
Ahora, consideremos la igualdad
0= cijaiBj=)_B;)_cijei
ij J
y observemos que para cada j, dividiendo el sumando ) ;c;;ja; entre el
coeficiente c;,;j dado por v/ (ciyj) := mini{vL(ci;)}, se tiene que

VL (Z C,'j(l,') = vz (C,’ojz &a,>
i i Cigj
= vi(cip)) +viL (Z Cl ai)

i Cigj
ve(cipj)  por (1)
Trliﬁ‘{VL(Cij)}~
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1.5. Ramificacién

Entonces, para cada j el sumando correspondiente de (*) satisface que
VL (Bj Zcijai> =vi(B))+ m'_l'n{VL(Cij)}
i

/ estos nimeros son distintos entre si porque los v.(f3;) representan clases
aterales distintas en v (L*)/vg(K*). Aplicando (1.1)(4) a () se sigue que

+00 = VL(O) = vr (ZBJ Zc,-ja;)
J i

ol o)

m}'n {vL(Bj) + TIlifII{VL(Cij)}}

— m}’n{miin{VL(BjCij)}}
= r?gn{VL(BjCij)}

v oor lo tanto todos los Bjc;j = 0, pero como los 3; # 0, entonces todos los
1.','~ =0. D

Observacion. En general no se tiene la igualdad ef = n. Por ejemplo,
si K no es completo y K es su completacion, entonces K : K] # 1 pero
{(E'/K) =1= f(I?/K) por (1.12) (3) y (4). De hecho, aun si L/K es una
exension finita de campos completos, pero no discretos, la igualdad puede
falar, como lo muestra el ejemplo siguiente:

Eemplo 15. En la literatura de campos valuados este ejemplo no ha sido tratado
er. detalle; por su importancia ofrecemos los detalles del mismo:

Sean Ko = Q,, K|, = Ko({1) con {12 = 2, y recursivamente se define

K, = K,-1({,) donde {,:: = {,—1. Entonces K = U K., y claramente K/Q;
n>0

esuna extension algebraica; asi, la valuacion 2-adica v de @, se extiende en

fo-ma unica a una valuacién v de K. Observemos ahora que v(K,) = (1/2")Z

paa toda n > 0. En efecto, v(Ko) = W(Q,) = Z = (1/2°)Z, y si suponemos,
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1. Campos locales

por hipétesis de induccion, que v({,_;) = 1/2"~ 1 como {2 {n—1, entonces
v({,) = 1/2" por lo que {, € K,_ y por lo tanto

2=[Kn: Kn-1] 2 [W(Kp) : v(Kn-1)] 2 25

se sigue que v(K,) = (1/2")Z. Como consecuencia de esto se tiene que

[e o]
v(K) = Ja/2%z.
n=0
De esta igualdad se sigue que si v(K) C H, con H un subgrupo de R* y
[H : v(K)] < 2 entonces v(K) =
Mostraremos ahora que el campo rcsidual K, de (K, v)es[F,. Enefecto, sea
v, la restriccionde va K,,. Latorre deextensiones Ko C Ky C---C K, C ---

induce la torre de campos residuales Ko,, € K;,,, € --- C K,,, C ---, por
o o]

lo que K, = U Ky,
n=0

De la desigualdad del teorema (1.33)
2=[Kn: Kn-1] 2 [va(Kn) : vam1 (Kn=D] - [Knv, © Kn-1v,_,]
y de la igualdad obvia
va(Kn) : Va1 (Kno))1 = [(1/29Z: (1/27712Z) = 2

se sigue que (K, ,, : Kn_1,y,_,] = l,ie., Knyv, = Kn_1,v,_, paratodan > 1,
y por lo tanto
K,=Q;=

Como es usual, denotemos por V-1=i (una raizde X2+ 1 € K[x)), y sea
K = K(i). Mostraremos que (K : K] =2, i.e., mostraremos que el polinomio
é(x) = x* + 1 es irreducible en K[x]. En efecto, si no lo fuera tendria una raiz
en K y por lo tanto en algin K,. Sean > 0 el menor indice tal que i € K,.
Obsérvese que n > 0 ya que, con el cambio de variable x < x + 1, es evidente
que el polinomio

dx+D=x+1)2+1=x>+2x+2

es irreducible sobre Ko = @Q», por el criterio de irreducibilidad de Eisenstein.
Se sigue quen > 1y asi, i € K, esdelaformai =c+d{,conc,d € K,_;.
Elevando al cuadrado esta igualdad se obtiene

—1 =2 =(c+d)? = +d*Ln1 + 2cdln,
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1.5. Ramificacién

y comparando coeficientes se tiene que cd = O por loquec =06d = 0. Si
¢ = 0, entonces —1 = d?{,_1 y por lo tanto

0 = v(=1) = v(d) + v(n-1) = 2d) +1/2°7,

y asi v(d) = —1/2", una contradiccién ya que d € K,_;. Sid =0, entonccs
i = c € K,_1, lo cual contradice la eleccién de n. Se sigue que x*> + 1 es
irreducible sobre K y por lo tanto K=K (z) es de grado 2 sobrc K. De manera
similar, para K,. := K, (i) se tiene que [K K,] = 2 para toda n2 0.

Sea v la (dnica) extensiéon de la valuacién v de K a K. Entonces,
[V(K) : v(K)] < 2, y asi, por una observacion previa se tiene que w(K) = v(K),
por lo que e(l?/K) = 1. Mostraremos ahora que f(I?/K) = 1, es dexcir,

mostraremos que los campos residuales K7 = K, son iguales. Para esto
necesitaremos el cdlculo siguiente: paracadan > 1 sea

criegend)

Mostraremos que v(s, — i) > | — 1/2"*! parai = y/—1. En efecto,
SPH1=[14+E—DP+1=24+2sy = 1)+ (s5 — 1)
-1+4(g+ )il g
_2+4<;1 ;">+4(1+;+ +£,.1_1+2,§Z}]?2)
g z)?zﬁ

4
=451+ 5+ +8) —
jiaten

Kj{k

y notamos que v(s,_;) = 0, por lo que ¥(4s,_;) = v(4) = v(4) = 2. En forma
similar

"(}) = )~ =2
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b 1+1>
e 2] T oF
k#j %
* ol da ]
2 4 4
Se sigue que
~ . , 1
v(s2 4+ 1) =min{2,2 — 2" }— - —

Ahora, como s + 1 = (s, + i)(s, — i) y estos dos factores son conjugados

en K /K, y V es la (linica) extensién de v a K entonces V(s, + i) = V(s, — i),
por lo que

) ~ N~ . ~ .
2 — > = v(s,z, + 1) =V(s, +1i) + (s, — i) = 2v(s, — 1),
y asi v(s, — i) = 1 — 1/2**1. Se sigue que si n < m, entonces
V(sp — 1) < V(sm — i).

Usando este calculo mostraremos que I?; = K,. Enefecto, seaa+bi € O;
cualquier elemento. Entonces su conjugado a — bi € O;, y por lo tanto
(sumando y restando) 2a,2bi € O;, por lo que v(2a) > 0y v(2bi) > 0, y
asiv(a) > —1yv(b) > —1(ya que i> = —1 implica que v(i) = 0).

Sean > 0 tal que a + bi € K,, y consecuentemente a + bi € O; .

(i) Si 1?,,,7" = Kp,v,, entonces existeunc € K, N O, talque a+bi — c € p;y
por lo tanto I~{; C K,, como se queria.
(i) Si K - # Kp,v,, entonces (K 3. - Kny,] =2,y como e f < 2, entonces
%(K,) = v(K,). Ahora, como
V[(a + bi) — (a + bsy)] = V[b(i — s,)] = ¥(b) + V(i — )
Z -1 + 1-— ]/2n+l — _1/2n+1.
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delaigualdad¥v(K,) = v(K,) = (1/2™)Z se sigue que v[(a+bi)—(a+bs,)] > 0.
Sim > n, se tiene que

vi(a + bi) — (a + bs;y)] = v(b) + V(i — sm)
> v(b) + V(@i — s,)
=V[(a + bi) — (a + bs,)] > 0.

Con ¢ := a + bs,, € O, se tiene que (a + bi) — ¢ € p;, como se queria.

Finalmente, s K’ es la completacién de K, entonces L = K'(i) es la
completacién de K(i) = K,y se tiene que [L : K'] = 2, con e(L/K') =
eK/K)=1y f(L/K") = f(R/K) = 1.

Sin embargo, en el caso cuando las valuaciones de K y L son discretas y
los campos son completos, se tiene la igualdad e f = n como probaremos en el
siguiente teorema. Necesitaremos el lema siguiente:

Lema 1.34. Sea L/K una extensién finita de campos valuados discretos y
sean g y 1 primos de las valuaciones vk y vp respectivamente. Sea
e=e(vy/vk) < [L : K). Entonces w§ = mwgu, conu € U una unidad.

DEMOSTRACION. Como e = card (v (L*)/vk(K*)),vi(srL)es el generador de
ve(L*) y vg(ark) es el generador de vk (K™), entonces evy () = vg(mg). O

El resultado principal es:

Teorema 1.35. (1) Si L/K es una extension de campos valuados discretos
completos tal que e = e(L/K) < ooy f = f(L/K) < 00, entonces L /K es
finita de grado [L : K] < ef.

(2) En particular, si L/ K es una extensién finita de campos valuados discretos
completos de gradon = [L : K]l ysie =e(vp/vk)y f = f(vL/vk), entonces
ef =n.

DEMOSTRACION. Para la parte (1) pongamos p; = (7r) y px = (k). Sean
a; € Ok, 1 <i < f tales que sus clases residuales @; € L son una base de L
sobre K. Entonces, todo elemento @ € L se puede representar por un elemento
delaformaa =aya +-+-+agay, cona; € Ok.

Ahora, por (1.16) todo elemento a € L* se puede escribir como una serie
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conlos a; € Ry C O (un conjunto completo de representantes de L que
contiene al 0). También, por el lema anterior, como 7§ = 7gu con u € UL
una unidad, para las potencias 7rli, escribiendo k =es+j con0 < j<e—1,
se tiene que ’”’i = ‘rr;(‘n'iu, con0< j<e—1,5s € Zyu; € Uy una unidad.
Entonces, escribiendo el k-ésimo término de (x) como anr’[“ = (aku:)'n-;{'rri,
donde ayu, € O de tal forma que usando el parrafo anterior podemos
representar a su clase residual a;u; € L como ayu; = apsay + -+ + apsay
con a;; € Ok. Entonces, la serie (x) queda:

(o o] (o o]
_ k _ J
a = aym = Z (axug)mymy
k>—o00 k> —o00
) f )
- 3 (Sawamind
k>—00 \i=1
f .
- 5 (Sasariei
=1 is
s J
Zaij,aierL
ijis
e-1 f o0
! s 7
= S5 (Sawet ) anl
j=0i=1 s

oo
donde a;j; € Oy C K y asi Za,-j,'rr;( € K*. Hemos mostrado asi que
s

todo a en L* se puede expresar como una combinacién lineal, con coeficientes
oo

> aijmk en K*, de los e f elementos {a;m] }i<icf 0<j<e—1, Y Por lo tanto
s
este conjunto genera a L sobre K, i.e.,[L : K] < ef.

La parte (2) se sigue de la desigualdad ef < n = [L : K] del teorema
(1.33) y de la desigualdad de la parte (1) de este teorema. O

Corolario 1.36. Sea L/K una extension finita de campos valuados discretos
completos de grado [L : K] = n. Entonces:

(1) L/K es no ramificada (i.e., f =n) siy sélo si e = 1.
(2) L /K es totalmente ramificada (i.e., f = 1) siy sélo si e = n.
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(3) Si L/ K es no ramificada y m  es un primo de K, entonces también es primo
de L.

DEMOSTRACION. (1) y (2) se siguen de las definiciones y del teorema anterior.
Para (3), como e = 1, por (1.34), mx = wrpu, con 7 un primo de L y
ue UL. O

Otra consecuencia de la demostracion del teorema anterior es la existencia
de bases de los anillos de valuacién de los campos involucrados:

Lema 1.37. Sea K un campo valuado no arquimediano, no necesariamente
completo, y sea Ok su anillo de valuacién. Entonces, todo Og-médulo M
finitamente generado y libre de torsion tiene una Og-base.

DEMOSTRACION. Sea ey, ..., ¢, un conjunto de generadores de M. Sino
forman una Og-base, entonces existen ay, ..., a, € Ok no todos cero tales
que

@) ajey + -+ +ape, = 0.

Sin perder generalidad, podemos suponer que |a,|, = méax{|aj|,} y asi a, # 0
y por lo tanto b := aj/a, € Ok. De (1) se obtiene

2) a,(brer + -+ by_1€p—1+€,) =0

con a, # 0y asi, como M es libre de torsion, se sigue que

biey+---+by_1€p—1 +e, =0

ie., e, —~biey — -+ — bp_1€,—1 y asi {e},...,e,—1} es un conjunto de
Ok-generadores de M. Si es una base ya acabamos y si no lo es, se repite el
proceso. g

Proposicion 1.38. Sea L/K una extension finita de campos discretos com-
pletos. Sean O g y Oy sus anillos de valuacién y px = (mwg) y pL = (mwr) sus
ideales mdximos. Sean f = f(L/K), e = e(L/K)yef =n =[L : K]. Sea
@y, ..., 0y una base de la extension de campos residuales L /K. Entonces, los
e f elementos a,-'n'i, 1<i< f,0< j<e-—1,sonunaOg-base de Oy.

DEMOSTRACION. Claramente O} es un Og-mddulo libre de torsion ya que esta
metido en un campo. De la demostracién del teorema (1.35) anterior se tiene
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que el conjunto {a,"rr{} es una base de L/K. Sea a € O C L; entonces
existen g;; € K tales que

(1 a=) ajaimi;
ij
mostraremos que los a;j € Ok. En efecto, por (1.16)(1) se tiene que

(o o]
a= Zakﬂi con ar € Ry C Oy
k=0

y asi, como en la demostracion de (1.35) la expresion anterior para a queda

e-1 f 00 ,
@ e (za,.,-m;) ]

j=0i=1 \s=0

(o o]
donde, como en este caso s > 0, se tiene que Z a; j,'rr‘;( € Ok. Por la unicidad
s=0

(e o]

de la expresion de a en (1) y (2) se sigue que los a;; = z ajjsmy € Ok, como
s=0

se queria. O

Corolario 1.39. Sea L /K una extension finita de campos valuados discretos
completos y supongamos que la extension correspondiente de sus campos
residuales L/K es separable. Sean | un elemento primo de L'y a € Oy
un representante de un elemento primitivo @ de L /K, i.e., tal que L = K(a).
Seane = e(L/K)y f = f(L/K). Entonces:

(1) Los productos ai#i € 0L, 0<i< f,0< j< e forrnan una base del
Ok-médulo Op .

(2) El elemento a € Oy se puede elegir de tal forma que existe un polinomio
ménico Y(x) € Ok[x] de grado f tal que Y(a) es un elemento primo de L.

DEMOSTRACION. (1): Directo de la proposicion anterior ya que L = K(a@) es
de grado f sobre K y los f elementos 1, @,..., @ ! son unabase de L/K.

(2): Escojamos un a € O talque L = K(@) yseay(x) € O g[x] un polinomio
monico cuya reduccion mod px es el monico irreducible de @, i.e., tal que
Y(x) = I(a, K). Entonces, parala valuacion vy de L setiene que vy (Y(a)) > 1
ya que Y(a) = Y@ =0enKk,ie., Y(a) € pg, ie., vi(P(a)) > 0. Ahora,
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si se diera la igualdad vy (¢(a)) = 1, entonces ¢(a) seria un elemento primo
de L y ya acabamos. Si sucediera que vy (f(a)) > 2, sea B € Oy cualquier
elemento primo, i.e., tal que vy (B) = 1, y apliquemos la férmula de Taylor:

W+ B) = (@) + By'(a) + B*b

con b € 0. Observemos que como L/K es separable, entonces ¢/(@) # 0y
asi §/(a) € Uk y por lo tanto el término By/(a) tiene valuacién 1, y como los
otros términos de /(o + ) tienen valuacién > 2, entonces

viW(a + B)) = min{v, ($(a)), vi(BY (), vi(B*b)} = vi(¥i(@)) = 1

y consecuentemente a + 3 € Op es el elemento que necesitamos, ya que
a+ B = aporque B € pL. a

El corolario siguiente tendra varias aplicaciones importantes mas adelante:

Corolario 1.40. Sea L /K una extension finita de campos valuados discretos
completos de grado n y supongamos que L/K es separable. Entonces, Oy,
tiene una base sobre Ok de laforma 1, a, ..., "), ie, O = Oglal.

DEMOSTRACION. Sean e = e(L/K), f = f(L/K)yn = ef = [L : K].
Escojamos un @ € O como en la parte (2) del corolario previo y sea
T, = Yla) € O_L. Por la parte (1) del corolario anterior se tiene que
Jos productos a’m{, 0 < i < f, 0 < j < e, forman una base de O
sobre Ok y como, por la parte (2) del corolario previo, m; = ¢(a) =
al + a',-_laf‘1 + -+ 4+ aja + ag, con los a; € Ok, entonces los aﬂr,{
son combinaciones lineales, con coeficientes en Ok, de las potencias o*, con
0<k<n-l,ie,lLa - ,a"! generan Oy sobre Ok y por lo tanto forman
una base ya que e f = n y por la parte (1) del corolario previo. a

Extensién de valuaciones normalizadas. Si L/K es una extension finita
de campos con K un campo valuado discreto completo y ademds vk es
normalizada, por (1.26) vk se puede extender a L de tal forma que L, v, es
completo y por (1.28) v, es discreta; sin embargo, v; no necesariamente es
normalizada. Sea pues v} la normalizacién de v ; entonces V; ~ v y por lo
tanto existe un nimero real a > 0 tal que v'L = avp y como v es discreta,
entonces v’L también lo es. Observemos ahora que como vi|x = vk, entonces
vi|k = avg y por lo tanto

VL k(K*) = avg(K*) = aZ,
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la dltima igualdad porque vg es normalizada. Se sigue que
e=e(L/K):= [V (L*): V| |x(K")] =(Z:aZ] = a,

la peniiltima igualdad porque v} es normalizada. Se sigue que a = e y por lo
tantov) =e-vLy Vi |k = e vk. Entonces, para todo a € L se tiene que

Vi (@) e vy (a)
1
— e-’—lv,((NL/,(a) por (1.26)
:f"K(NL/Ka) pOl‘(l35)
1
?VK(NL/KCY).

Hemos asi probado:

Proposicion 1.41. SiL/K esunaextension finitay K, vk es un campo valuado
discreto completo con vk normalizada, entonces vk se extiende a unavaluacion
discreta normalizada vy en L tal que L, vi es completo y de hecho vy, estd dada
por

1
vi(a) = 7VI((NL/I( ),

donde f = f(L/K) es el grado residual de L/ K.

1.5.1 Extensiones no ramificadas

En esta seccion clasificamos y obtenemos varias propiedades importantes de
las extensiones L /K no ramificadas en términos del discriminante

D(ay, ..., a,) = det[TrL/K(a,-aj)],,x,, ek

de una base aj,...,a, de L/K (véase el Anexo 2), donde, para el caso
de campos valuados discretos completos, toma la forma siguiente: por la
proposicion (1.38) el anillo O, tiene una Og-base, digamos ay, ..., ap.
Supongamos que Sy, ..., B, es otra tal base; entonces, la matriz A = (a;;)

de cambio de base tiene ahora entradas a;j € Ok y por lo tanto su determinante
det(A) € Ok también. Es claro que A~' también tiene coeficientes en Ok y
por lo tanto también det(A~!) € Ok y consecuentemente det(A) es una unidad
de Ok. De la proposicion (1.99) en el Anexo 2 se sigue que:
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Lema 1.42. Sea L/K una extensién finita separable de campos valuados
discretos completos. Sean = [L : K]. Entonces, para cualquier Ok-base
ay, ..., a, de O se tiene que:

(1) D(ay, ..., ap) #O0.

(2) Sus clases laterales D(ay, ... , ay) € Ok [(O%)?* son iguales en el grupo
cociente y por lo tanto sus valuaciones |D(ay, ... , ap)|y son iguales.

a

Definicion 1.43. Sea L/K una extension finita separable de campos valuados
discretos completos. Sean = |[L : K]. A la clase lateral en O,{/(O,"()2 del
discriminante de cualquier Ok -base de Oy se le llama el discriminante de L/ K
y se denota por Ay k.

Regresando ahora al caso de una extension finita no rarnificada de campos
valuados discretos completos L/K, recordemos, para comenzar, que por
(1.36)(3), un elemento primo 7rx de K también es un elemento primo de L.

Teorema |.44. Sea L /K una extension finita de campos valuados discretos
completosde gradon = [L : K). Supongamos que L /K y L /K son extensiones
separables. Entonces, L[K es no ramificada si 'y sélo si |Ap x|k = 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que |Ap x|k = 1y que L/K es ramificada,
i.e., e = e(L/K) > 1; entonces se tiene una base {«;7m) }, 1 <i < f < n,
0< j<e-1<n,deOsobre Ok. Sea N/K una extension finita normal que
contiene a L. Sean o : L ~ N las n K-inmersiones correspondientes;
asi, como L/K es separable recordamos que L = K(y) y los o; estin
dados mandando vy a y; (las n raices distintas en N del polinomio Irr(y, K)).
Observamos que para todo a € N se tiene que |ox(a)|y = |a|n, ya que ox(a)
y a son raices del mismo ménico irreducible Irr(a, K) y por lo tanto tienen la
misma norma por §1.10 y consecuentemente la misma valuacién por (1.27). En
particular, para ajrj € L C N se tiene que

lox(aim)|n = |aimi|n = leilnlmely = lmely.
la dltima igualdad ya que |ai|y = |ai|p = 1 porque a; € Op — p = Uy

(sus clases laterales forman una base de los campos residuales). Ahora, como
e — 1 > 0 existe un jo > 0 y para este indice se tiene que

low(eimiO)|n = |2 < 1,
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y asi, fijando a este jp en la columna de la matriz [Uk(a,"ﬂ'i)] que define al
discriminante de L /K se tiene que cada entrada en esta columna tiene valuacion
< 1, y como claramente todas las entradas de la matriz tienen valuacién (valor
absoluto) < 1 (la igualdad se da para j = 0), entonces

|Arsklx = |Dleim)lx = | det(or(eim)l < 1.
lo cual contradice la hipétesis.

Reciprocamente, supongamos que L /K es no ramificada. Entonces f = n
y asi sean ay, ..., a, en O representantes de una base de L /K y también son
una base de L/K. Ahora, como ambas extensiones son separables, entonces
podemos calcular los discriminantes de ambas bases y usando el hecho de que
para todo a € O se tiene que

Trp k(@) = Trg (@),

lo cual probaremos en el lema siguiente, obtenemos

Dyx(ar, ..., an) det (TrL,K(a,a,))
— det (TrL/K(a,a,))
det (TrL xlaia ,)) por (*)
Z/f(a],... Cl,l)
# 0 por (1.42);

aqui observamos que Dy x(ai,...,@,) € Op ya que los ai € OLy
como hemos mostrado que su reduccion médulo p; es # 0, entonces
Dy k(e ..., ay) € ULy porlo tanto su valuacion (valor absoluto) es 1 como
se queria probar. O

Resta probar la afirmacion (*). Recordando de §1.10 que la traza de un
elemento a es uno de los coeficientes del polinomio caracteristico de a, esta
afirmacion es consecuencia del lema siguiente:

Lema 1.45. SiL/K esno ramificada, entoncesparatodoa € Oy el polinomio
caracteristico dea € L se obtiene del polinomio caracteristico de a reduciendo
sus coeficientes médulo py .
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DEMOSTRACION. Como L/K es no ramificada de grado n, entonces f = n
y asi con la notacion anterior tenemos una base ay, ... , a, de O sobre Ok
que es base de L /K y cuyas reducciones médulo pz son base de la extension
de campos residuales. Entonces, para a € O, considerando la transformacion
K-lineal a : L — L y usando la base «;, el polinomio caracteristico de a es

f(@) == det(ta — I,,)

donde I, es la matriz identidad n x n. Recordamos también que la matriz
asociada a la transformacion a se obtiene al calcular

(1) aa; = Za,-jaj
J

con los a;; € K en general, pero como en nuestro caso a € O entonces los
2,j € Ok. Se sigue que

(2) f(0) = det(t(a;j) — 1,) con g;; € Okg.

Similarmente, para el elemento @ € L su matriz asociada se obtiene al
~educir mod py. la igualdad (1) y asi su polinomio caracteristico es

det(t(a;;) — I,),

¢l cual es precisamente la reduccién mod p; de (2). a

A continuacién obtenemos algunas propiedades de las extensiones no
ramificadas.

Lema 1.46. Sea L/K una extensién finita de campos valuados discretos
cempletos.

NSiae Oy f(x) = Ir(e, K) es el ménico irreducible de a sobre K,
ertonces f(x) € Oglx].

(2) Reciprocamente, si f(x) € Oklx] es mdnicoy a € L es una de sus raices,
ertonces a € Oy.

DEMOSTRACION. Sea p = car (K). Si p = 0, entonces a € L es separable
scbre K. Si p > 0, existe un entero m > 0 tal que a”” € L es separable sobre
K (véase, por ejemplo, Lang [26], (6.1), p. 247). En cualquier caso existe un
ettero m > Otal que B = a”" € L es separable sobre K. Sea M cualquier
canpo intermedio de L/K tal que B € M y tal que M/K es Galois. Como
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a € Op,entonces B € Op yasi B € Op N M = Oypy. Sea g(x) = lrr(B, K).
Entonces

gx) = [[&x — ai(B))
i=1

con o; € Gal(M/K) y oy = id. Como 3 € Oy, entonces oi(B8) € Oy y
asi g(x) € Opylx]. También, como B = af” y f(x) = lir(e, K) entonces
f(x) = g(xP") € Oylx] N K = Oklx], lo cual prueba (1).

Reciprocamente, si a € L es una raiz de un ménico
fX)=x"4+ a1 '+ +ax+ap € Oklx]

y si sucediera que @ ¢ Oy, entonces a~! € O (de hecho en p;) y
substituyendo « en f(x) se obtiene

O=a"+a,_10" '+ - +aja+ap

con los a; € Ok. Y como a~! € O entonces a~" € O y asi, multiplicando
por a~" la igualdad anterior, se obtiene

=l4ae '+ +aqa " +a0a™"
conlosa; € Ox C O ylosa™/ € py para j > 1. Se sigue que
l=—ay_1a ' = —apa™ €py,
lo cual es una contradiccion. Se sigue que a € Op. a

Proposicion 1.47. Sea L/K una extension finita de campos valuados discre-
tos completos tal que la extension de campos residuales L /K es separable.

(1) Si L /K es no ramificada y L = K(0) para algiin 0 € L, sea a € Oy tal
que @ = 0. Entonces L = K(a) y L/K es separable. Mds aun, O; = Ok|a]
y si f(x) = Irir(a, K), entonces 6 es una raiz simple del polinomio T(x) que es
irreducible sobre K.

(2) Sea f(x) € Oklx] un polinomio ménico tal que su reduccion f(x) es un
polinomio ménico separable sobre K. Sea a € K? una raiz de f(x) y sea
L = K(a). Entonces L/ K es no ramificada y L = K(a).

DEMOSTRACION.  (1): Por el lema anterior f(x) € Okl[x]. Claramente
gr(f) = gr(f) y como f(a) = 0, entonces f(a) = 0. Mas alin,

(L:K)>[K(a): K] =gr(f) =gr(f) > [K©O): K] =[L: K] =[L : K]
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y por lo tanto todas las desigualdades son igualdades, en particular [K(a) : K] =
[L : K]ycomo K(a) C L, entonces L = K(a). También, gr(?) =[K(@): K]
y consecuentemente 6 es una raiz simple del polinomio irreducible f(x). Se
sigue que su derivada 7(9) # 0 y por lo tanto también f'(a) # 0, i.e., aes
separable sobre K y asi L = K(a) es separable sobre K. Finalmente, como
L/K es no ramificada, e = e(L/K) = 1 y asi, por la proposicién (1.38),
OL = Oklal.

(2): Sea

n
f) =] fix)
i=1
la descomposicion de f(x) en irreducibles ménicos en K [x]. Por el lema de
Gauss, fi(x) € Ok[x]. Ahora, supongamos que a € K% es una raiz de f)(x);
entonces fi(x) es un polinomio monico separable sobre K y por el lema de
Hensel para K, f}(x) es irreducible sobre K. Se sigue que a € Oy por el lema
anterior. Y como # =@ € L, entonces L D K(6) y

g(f)=I[L: K1 > [L:K]2[K©®:K]=gr(fi) = gr(f1)

y asi todas las desigualdades son igualdades y por lo tanto L = K(0) y también
[L: K]=[L:K),ie., L/K esnoramificada. a

El resultado siguiente estudia el comportamiento de ia no ramificacion con
respecto a torres de campos:

Corolario 1.48. Sea L /K una extensién finita de campos valuados discretos
completos y supongamos que la extension de campos residuales es separable.
Entonces:

(1)Si L D F D K, entonces L /K es no ramificada siy sélo si L/F y F/K son
no ramificadas.

(2) Si L/K es no ramificaday M/ K es finita, entonces L M/M es no ramificada.

(3) Si L1/K y L/K son finitas no ramificadas, entonces LiL;/K es no
ramificada.

DEMOSTRACION. (1) se sigue de e(L/K) = e(L/F)e(F/K). Para (2)
observemos que por la proposicion anterior L/K es separable y de hecho,
como L = K(0), existe a € Op talque @ =0y L = K(a).
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Ahora, la extension LM/M también es simple; de hecho LM = M(a) y
notemos que a € Op y yaque a € OL € OLm.

Sea ¢ = Irr(a. M) y sea ¢ su reducciéon mod py,. Entonces ¢ no tiene
raices miiltiples por el lema de Hensel y por el lema (1.46) ¢ es irreducible
(y ménico). Y como @(@) = 0, entonces ¢ = Irr(@, M). También, como
gr(¢) = gr(¢) entonces en la desigualdad

gr(@) = [M(@) : M] < [LM : M] < [LM : M] = [M(e) : M] = gi(¢),

como los extremos son iguales, entonces todos los grados de las extensiones
involucradas son iguales, en particular

(LM : M] = [LM : M],

y por lo tanto LM/M es no ramificada.
La parte (3) se sigue de (1) y (2). O

En el caso cuando la extension L/K es no ramificada y Galois, veremos a
continuacion que su grupo de Galois es isomorfo al grupo de Galois de L/K:

Teorema |.49. Sea L /K una extension finita no ramificada de campos valua-
dos discretos y sea L/ K la extension correspondiente de sus campos residuales
a la cual supondremos separable. Entonces, L /K es Galois siy sélo si L/ K
lo es. Mds aun, se tiene un isomorfismo

¢ : Gal(L/K) = Gal(L/K)

dado por: o w— @, donde 5(a) = o(a) para a € O un representante de
ac L.

DEMOSTRACION. Supongamos que L/K es Galois. Como L/K es separable,
entonces L = K(6) paraalgin® € L porelteoremadel elemento primitivo. Sea
f(x) = Irr(8, K) el ménico irreducible de 6. Como L /K es normal, entonces
f(x) se descompone en L:

f@) = [J(x=8)
i=1

con6; € L y, digamos, 0, = 0. Sea g(x) € Ok[x] un polinomio ménico del
mismo grado que f y tal que su reduccion mod px es f(x). Por el lema de
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Hensel,

n
g(x) = [[(x — ).
i=1
donde los a; € Oy son representantes de 6;eL.

Por la proposicion anterior, L = K(a) y es separable sobre K. Ademas, L
es campo de descomposicion del polinomio separable g(x) y asi L/ K es Galois,
como se queria.

Supongamos ahora que L /K es Galois. De nuevo, como L/K es separable
por hipétesis, existe 8 € L tal que L. = K(0). Seaa € O tal que @ = 6
y sea f(x) = Irr(a, K). Por el lema (1.46) se tiene que f(x) € Ok[x] y por
la proposicién anterior L = K(a) y f(x) = Irr(6, K). Ahora, como L/K es
Galois, entonces f(x) se descompone en L y por el lema (1.46) todas estas
raices estan en Oy y por lo tanto todas las raices de f estdinen L = K(0) y
consecuentemente, L/K es Galois.

Finalmente, notemos que si o € Gal(L/K), la funcién@ : L — L esta bien
definida ya que si B € Of es tal que 8 = @, entonces @ — 8 € p. y asi, para
todo o € Gal(L/K)setiene que o(a—f3) € pr,ie., o(a) = o(B). Claramente
la funcién ¢ : Gal(L/K) — Gal(Z/ K) dada por o — @ es un homomorfismo
de grupos y es suprayectivo, ya que como L = K(8)y L = K(a) con @ € O,
tal que @ = 0, entonces los automorfismos de Gal(L/ K) estan determinados
por laigualdad @0 = 6; con 8; unaraiz de f(x). Entonces, sia € Gal(L/K)es
tal que o(0) = 6;,sean a, o; € O talesque @ = 0 y @; = 6;; el automorfismo
o € Gal(L/K) dado por o(a) = «; es tal que ¢(o) = &. Finalmente, como

|Gal(L/K)| = [L : K] = gr(f(x)) = ge(F(x)) = [L/K] = |Gal(T/K)|.

entonces ¢ es un isomorfismo ya que es suprayectivo y ambos grupos finitos
tienen el mismo orden. a

Corolario 1.50. Sea L /K una extension finita de campos valuados discretos
completos tal que la extension de campos residuales L/K es separable.
Entonces:

(1) Para cada@ € L existe un a € @ tal que K (a)/K es no ramificada, i.e.,
[K(a) : K] =[K(@) : K]. Mds aun, el campo K(a) depende sélo de @.

(2) Existe una biyeccion entre las subextensiones L O M 2 K tales que M/K
es no ramificada y los campos intermedios de L /K.
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(3) Existe un campo intermedio Lo de L/ K tal que Lo/ K es no ramificaday tal
que para todo campo intermedio M de L/K con M/K no ramificada, se tiene
que M C Lo. Mds aiin, L/ Lo es totalmente ramificada y el campo residual es
Lo=1L:

L

Yalmeme ramificada

Lo

A ramificada

K
Ast, Lo es la maxima extension no ramificada de K contenida en L.
(4) Si L/K es normal 'y Lo es como arriba, entonces Lo/ K es normal y es el
campo fijo del grupo
Go:={o €Gal(L/K) : vi(ox—x) >0 paratodo x € O_}.
Elsubgrupo Go C Gal(L/K) se llama el grupo de inercia delaextensiéon L/ K
y el campo intermedio Lo se llama el campo de inercia correspondiente. Notese

que
Gal(L/Lo) ~ Go.

DEMOSTRACION. (1): Sea ¢(x) = Irr(@ K) € K[x] el ménico irreducible de
@ y sea ®(x) € Oklx] cualquier levantamiento de ¢(x). Por la proposicion
(1.49)(2) anterior existe a € @ tal que satisface la primera parte de (1); para la
segunda parte, si b € @ es cualquier otro representante, entonces |®(b)|, < 1
y |®'(b)|L =1 (esta iltima igualdad porque ¢'(@) # O por la separabilidad de
@ € L). Entonces, aplicando el lema de Hensel usando como campo base a
K(b), existe un elemento ¢ € K(b) C Ltalque ®(c) =0y |c — bl < 1. Se
sigue que ¢ € @ y ademas
[K(c) : K] =[K(a): K].
Entonces, como ¢ € K(b) implica que K(c) C K(b), la igualdad
[K(c): K] =[K(@): K] =[K() : K]

implica que K(b) = K(c).

(2): Como L/K es separable, toda subextensién M’ lo es también y asf, por el
teorema del elemento primitivo, es de la forma M’ = K(6) para algin 6 € L.
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Por la parte (1) existe un representante a € 6 tal que K(a)/ K es no ramificada
y [K(a) : K] =[K(0) : K]y el campo K(a) s6lo depende de la clase 6.

(3): En el inciso anterior pongamos M’ = L.

(4): Para todo o € Gal(L/K) la extensién o(Lo)/ K es m ramificada, ya que
para todo a € L se tiene que |o(a)|L = |a|.. Se sigue que o(Lg) = Lo, i.e.,
Lo/K es una extensién normal. Por el teorema anterior

Gal(Lo/ K) ~ Gal(Lo/K),

donde por el inciso (3) se tiene que Lo = L.
Notemos ahora que o € Gosiy solo si o induce la identidad en el campo
residual Ly = L y por lo tanto

Gal(Lo/K) ~ Gal(L/K)/Go ~ Gal(L/ K)/Gal(L/Lo)

consecuentemente Gal(L/Lo) ~ Go,i.e.,Lo = LGoesel campofijode Go. O

Observemos ahora que la parte (3) del corolario (1.48) nos dice que la
composicion de cualesquiera dos subextensiones finitas no ramificadas de K
contenidas en un cerradura algebraica fija K% de K también es no ramificada.
Denotemos por K,, a la composicion de todas las subextensiones finitas no
ramificadas de K contenidas en K% y notemos que por la observacién después
de (1.28), la valuacién de K se extiende a K,, pero en general este campo
no es completo. Diremos que Kp, es la mdxima extension no ramificada de
K. Su maximalidad implica que para toda o € Gal(K,,,/K), donde K.,
cs una cerradura separable de K, se tiene que 0K, = K, y por lo tanto
la extension K,, /K es Galois. Cuando una extension algebraica L/K es la
union de subextensiones finitas no ramificadas, diremos que la extension es
no ramificada. Con este lenguaje, K,,-/K es no ramificada y tiene sentido el
nombre de maxima extension no ramificada de K. Notese que el corolario
(1.48) se extiende a extensiones algebraicas no ramificadas.

Corolario 1.51. Sea K un campo valuado discreto y sea K,, la mdxima
extension no ramificada de K en una cerradura algebraica K* de K. Entonces,
el campo residual de K,, es la cerradura separable del campo residual K de
K y ademds

Gal(Kys,/K) ~ Gal(K,p/K).
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DEMOSTRACION. Como K, C K 7, s6lo necesitamos probar la otra inclusién.
Seana € K*? y f(x) = Irr@, K). Sea f(x) € Og[x] un ménico tal que su
reduccién mod px es f(x) como en la demostracién del teorema previo. Sean
a@; todas las raices de f(x) y pongamos L = K({a;}). Por la proposicién
(1.47)(2) anterior, L/ K es no ramificada y asi L C K,, y @ = «; para alguna
a;. Ahora, como o; € Of por el lema (1.46), entonces @ = o; € L C K,,
(porque L C K,,) yporlotanto @ € K,,,ie, K * C Kp. O

Proposicion 1.52. Sea L/K una extensién algebraica de campos valuados
discretos completos. Entonces:

(1) Lay = LKy,

(2) Ly := LN K,, eslamdxima extensién no ramificada de K contenida en L.

(3) Si L /K es separable, entonces L Loy Lp,/ Knyr son totalmente ramificadas
y (L : Lol = [Lnr : Knr)

(4) Gal(Lp, /K ) ~ Gal(L/Lo) y Gal(L,, /L) ~ Gal(K,,/Lo).
DEMOSTRACION. (1): Como L C L,, y K,, C L,,, entonces LK,, C L,,.

Para la otra inclusion, como el campo residual LK nr CONtiene a la composicion
L K, y como K,, = K,.p y ademas L,., = K., yaque L/K es separable,
esto implica que K,, = K;.p = f,,p = Lp,, por lo que LK, 2 L Lgp =

Lsp = L, yasi LK, D Ly, lo cual termina la demostracién de (1).
(2): Primero, Lo/K es no ramificada ya que Ly C K,,. Ahora, si M/K es
una subextension no ramificada de L/K, entonces M C K,,, ycomo M C L,

entonces M C L N K, = Lo. Se sigue que Lo es la maxima extension no
ramificada de K contenida en L.

(3): Sea L'/L unaextension finitano ramificaday sea K’ = L'NK,,. Entonces,
K'/K es finita no ramificada. Ahora, por (1.50)(3) y la parte (2) de arriba, L /Lq
es totalmente ramificada y asi e(L/Lo) = [L : Lo].

Se tiene ahora que e(L'/Lo) = e(L'/L)e(L/Lo) = e(L/Lo), yaque L'/L
es no ramificada. Se sigue que

[L : Lol =e(L/Lo)=e(L'/Lo) =e(L'/K"e(K'/Lo) = e(L'/K")

(la dltima igualdad porque Lo es un campo intermedio de la extension no
ramificada K’/ K y por lo tanto K’/Lg es no ramificada por (1.48)(1)). Se

62



1.5. Ramificacion

sigue que
[L: Lol <[L':K'|
Por otra parte, es claro que [L : Lo] > [L' : K'] y por lo tanto
[L:Lo)=[L": K'] y ademas
e(L'/K"Y=[L:Lol=I[L": K']
y consecuentemente f(L'/K') = 1, i.e, L'/K' es totalmente ramificada.
Pasando al limite directo se sigue el resultado deseado.

(4): Gal(Ly, /Kn) ~ Gal(LKpr/Kny) =~ Gal(L/L N K,,) ~ Gal(L/Lo)
y
Gal(L,,/L) ~ Gal(L Ky /L) ~ Gal(Ky,/L N Kny) =~ Gal(K n,/Lo).
O

Corolario 1.53. Sea L/K una extension finita de Galois totalmente ramifica-
da de campos valuados discretos completos. Entonces:

(1) L, = LK,, (composicion de campos).

2) LNnK, =K.

(3) Lpr/ K, es Galois totalmente ramificada con grupo de Galois
Gal(L,,/Kny) ~ Gal(L/K).

(4) Similarmente:
Gal(L,,/L) ~ Gal(K,,/K).

DEMOSTRACION. (1), (3) y (4) son directos de la proposicion previa.

Para (2), por la proposicién anterior L N K,,, = L es la maxima extension
no ramificada de K contenida en L, pero como L/K es totalmente ramificada
entonces se debe tener que Lo = K. a

1.5.2 Extensiones totalmente ramificadas

En esta seccion obtenemos una caracterizacion de las extensiones totalmente
ramificadas de campos valuados discretos completos en términos de polinomios
que satisfacen las condiciones del criterio de irreducibilidad de Eisenstein
(1.20), a los cuales llamamos polinomios de Eisenstein.
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Teorema 1.54. Sea K un campo valuado discreto completo.

(1) Si f(x) € K[x] es un polinomio de Eisenstein de grado n y m es una raiz
de f(x), entonces K(m)/K es una extension totalmente ramificada de grado n,
7 es un elemento primo de K(7) y Og(x) = Okl[].

(2) Si L /K es una extension finita totalmente ramificada de grado n, entonces
L = K(w) donde 7 es raiz de un polinomio de Eisenstein f(x) € K[x] de
grado n y 1 es un elemento primo de L.

DEMOSTRACION. (1): Supongamos que L = K() con 7 una raiz de un
polinomio de Eisenstein f(x) € K[x] y sea e = e(L/K). Entonces

0= f(m)=ap+aym+---+apm"

yasi | —aoly = |lay7m + --- + a,7"|, con |aj|y < 1 para j < n, |aa|y = 1y
laoly = |7r|,. Claramente el polinomio

m(x) := alf(x)= a—0+a—1x+---+x" € K|x]

n Qn
es irreducible y ménico y ademads 7 es una de sus raices. Como L = K(7) se
sigue que Ny x(7) = £ap/a, y por lo tanto

1/n 1/n
K K

[7le = |NLx(m)| " = |ao/an|¢" = |aol

yaque |a,|x = 1. Se sigue que
7| = laolk = |mk|k € vk (K*),

con 7k un elemento primo de K (por definicion de polinomio de Eisenstein);
y como por definicién e = e(L/K) = [vp(L*) : vg(K™)], entonces ||} €
vk(K*), y asi |w|] = |mk|% para algin m € Z. Pero como L y K son
discretos, entonces n = e f y asi

lmklk = |t = |7l = (17) = (mkl) = |mx|F”

y por lo tanto m f = 1, por lo que f = 1, i.e., L/K es totalmente ramificada.
Mas aiin, como m = 1 entonces |7|] = |mk|% = |7k|x y por lo tanto 7 es un
elemento primo de L.

(2): Supongamos ahora que [L : K] = n y que L/K es totalmente ramificada,
ie,quee =ny f = 1. Pongamos pr = (mL) y px = (mg). Entonces,
{1, 7L, ..., 77"} es una base de O sobre Ok por (1.38) yaque e = n'y
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J = 1. Se sigue que 7} se puede expresar como combinacion lineal, sobre
Ok,del,..., w71

n— l

w; + an— 17Ty ~+aymp+ag=0

conaj € Ok no todos cero. Obsérvese ahora que el polinomio

fx) = 4+ap_1 X'+ +ayx + ag € Oklx]
es irreducible ya que si no lo fuera se tendria una relacion como (*) con el
exponente mayor < n, en contradiccion con el hecho de que 1, ..., n’L‘"
base. Observese que L = K(m) yaque {1, 7, ..., 7} '} esbasede L/K.
También, el polinomio f(x) es de Eisenstein ya que el coeficiente de x"
esa, = 1 yasi|a,|x = |l|[x = 1; como f(x) = Irr(mry, K) y L = K(mr)
entonces Ny x(mg) = +ap y por lo tanto

laolk = | £ aolk = INL/k(mL)|k = |7L|" = |7Llk = |mklk

(la peniltima igualdad porque n = e). Ahora, para 0 < j < n se tiene que
a; € Ok y por lo tanto |ajlx < 1y si sucediera que algin jp es tal que
|aj,|x = 1, escojamos el menor indice para el cual |aj,|x = 1. Entonces, como
|7kl = |mL|5 = |7L|7 (porque e = n) y por la minimalidad de jo, se tiene
que

lao + aymrp + -+ +ajaml L < |k = |wLlk

lajomR|L = ||

Jot1 n—1 jo+l
|ajorr17 "+ +ap L S L]
Se sigue que

|l = |an—17f~ ! +

ctaym + ao|L
= |(an—17rL_] + - +ajppmy )+am +(a,0_11ri° "+otao)L
< P,

ie,|m|" < |1rL|‘£°, lo cual es una contradiccién ya que jo < n. a

Corolario 1.55. Sea K un campo valuado discreto completo. Entonces, para
todo entero e > 1 existe una extension L/K totalmente ramificada de grado
e=[L:K]
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DEMOSTRACION. Sea 7 € K un elemento primo y pongamos
E(x) :=x* —mx—m € K[x];

entonces E(x) es Eisenstein de grado e. a

1.5.3 Extensiones mansamente ramificadas

De las extensiones ramificadas hay una clase que es mas manejable porque
no hay ramificacion superior (véase (1.79) en la seccion §1.8). Se dice que
estas extensiones tienen ramificacion mansa: una extension finita L/K de
campos valuados completos es mansamente ramificada si L/ K es separable y
p1e(L/K)donde p = car (K). Nétese que si L /K es no ramificada, entonces
e(L/K) = 1yporlo tanto es mansa. Si L/K es totalmente ramificada, entonces
e(L/K) =|L : K] = n y por lo tanto es mansa si p t n. En este caso se dice
que L/K es mansa totalmente ramificada.

Proposicion 1.56. Sea K un campo valuado discreto completo, con campo
residual K perfecto de caracteristica p.

(1) Si L/K es una extensién finita mansay si Lo/ K es la mayor subextensién
de L tal que Lo/ K es no ramificada, entonces L = Lo(wr) y Op = O[],
donde 1, es un primo de L que es raiz de la ecuacion x® — o para algiin primo
mode Loy e = e(L/K).

(2) Reciprocamente, si Lo/K es finita no ramificada’y L = Lo(B) donde
B*=b€Loysi ptedonde p=car (K) > 0, entonces LK es separable y
mansa.

DEMOSTRACION. (1): Sea 7r; un elemento primo de L. Entonces, por (1.34),
7y = 7rj u paraun elemento primo 77, de L y una unidad « € Ur. Ahora, como
L /Ly es totalmente ramificada, entonces L = L y asi existe un ug € U, tal
que up = u. Se sigue que mual =miwconw = uual eUL.

Ahora, para el polinomio f(x) = x* — w € @ [x] se tiene que f(1) =
1—wepry f(1) = e. Porel lema de Hensel existe un elemento a € O
tal que a® = wy @ = 1, por lo que a es una unidad de L. Por lo tanto, para el
primo g = ﬂlual € Lo y parael primo 7 == @ € L se tiene que

m° — mg (L)’ — mua] =mia® — wiw

= wiw—miw =0.
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Finalmente,como L / Lo estotalmente ramificada y como el polinomio x¢ — o €
Lo[x] es de Eisenstein, entonces por (1.54) L = Lo(m) y O = O, [7].

(2): Como Lo/K es finita no ramificada y L = Lo(8) con B una raiz del
polinomio x* — b € Lo[x], escribamos b = 7{u con a € Z, 7} un primo de
Loy u € Ug,. El polinomio g(x) = x° — « es separable en Lo|x] ya que p {e.
Nétese que parael polinomio f(x) = x*—u € Op,[x]sureduccién f(x) = g(x)
y asi, por (1.47), si a € K** es unaraiz de f(x), entonces Lo(a)/Lo es no
ramificada y Lo(a) = Lo(a@).

Ahora, sean M L(a) = Lo(a, B) y My = Lo(a). Entonces, en el
diagrama

M
/
L = Lo(B) Lo(a) = My
Lo Lo
\ i /

setiene que
E(M/K) = e(M/Mo)e(Mo/Lo)e(Lo/K) = e(M/Mo)

ya que Lo/ K es no ramificada por hipdtesis y Mo/ Lo es no ramificada, como
vimos anteriormente. Entonces, para probar que L/K es mansa basta probar
que M/My lo es, ya que si p { e(M/My) = e(M/K), entonces p t e(L/K)
porque e(L/K)|e(M/K).
Para probar que M/M, es mansa, observemos que
M = L(a) = Lo(a B) = Lo(@)(Ba™") = Mo(By).

con By := Ba~!. Notamos también que

yaque 3° =b=m{uya® = u.
Sea d = mcd(e, a). Entonces

M = My(B1) C Mo(az, {),
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donde a;/ 4= wf/ d y ¢ es una raiz e-ésima primitiva de la unidad.

Con el mismo argumento que usamos para probar que Lo(a)/Lo es no
ramificada, se prueba que Mo({)/Mo es no ramificada, y como 7r; es primo de
Lo, entonces 7r; también es primo de Lo(a) = Mo y por lo tanto también es
primo de Mp({) por (1.36)3).

Sea v la valuacion (discreta) de Mo(as, {). Entonces

(g) v(m) = (2) v(ap) € <§) Z
y como mcd(a/d, e/d) = 1, entonces v(;) € (e/d)Z. Se sigue que
e(Mo(az, {)/Mo(0)) > e/d.

Sin embargo, como a;/d = w‘l'/d € My({) entonces [Mo(az, {) : Mo({)] <
e/d. Se sigue entonces que

e(Mo(ag, O/ Mo(0)) = 5 = [Mo(az, £) : Mo(D)]

y asi Mo(az, {)/Mo({) es totalmente ramificada y como p { e, entonces p t (e/d)
y asi es mansa también. Finalmente, como se tiene el diagrama

Mo(az, {)
M = My(B) Mo({)

nr

IS

entonces claramente Mo(ay, {)/Mo es mansa y por lo tanto M/Mj también lo
es. a

Mo

Ejemplo 16. Si K es un campo valuado discreto completo tal que su campo
residual K es finito de caracteristica p > 0, sean n > 1 un entero tal que p t n
y in €l grupo de raices n-ésimas de la unidad en una cerradura separable de K.
Sea L = K(u,). Entonces L/K es mansamente ramificada. Esto se sigue de
la parte (2) de la proposicion anterior con Lo = Ky e = n.

Corolario 1.57. Sea K un campo valuado discreto completo, con campo
residual K perfecto de caracteristica p.
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(1) Si L/K es mansa y totalmente ramificada y [L : K] = e, entonces L es de
lafortna L = K(a), donde « es una raiz de la ecuacion x¢ — wg = 0, con g
un primo de K.

(2) Mds aiun, L/K es Galois de grado e = [L : K] si y sélo si K contiene a
todas las raices e-é simas de la unidad.

DEMOSTRACION. La primera afirmacion es directa de la parte (1) de la
proposicion anterior. La segunda afirmacion se sigue de la primera. a

Corolario 1.58. Sea K un campo valuado discreto completo, con campo
residual perfecto de caracteristica p.

(1)Si L O M D K es unatorre de extensiones finitas con L /My M/ K mansas,
entonces L /K también lo es.

(2) Si L/K es mansa 'y M/K es finita, entonces LM/M es mansa.
(3)Si L)/K y L2/K son mansas, entonces L1L3/K es mansa.

DEMOSTRACION. Similar a la del corolario (1.48). O

1.6 Campos locales

Un campo local K es un campo valuado discreto completo con campo residual
finito. En esta seccion clasificamos los campos locales y probamos algunas
de sus propiedades importantes. El nombre de campo local lo justifica la
proposicion siguiente, pero antes necesitamos un lema, valido en general para
campos valuados discretos completos:

Lema 1.59. Sea K,v un campo valuado discreto completo y sean Ok su
anillo local y wg un elemento primo. Entonces, el morfismo natural f :
Ok — lim Ok /mxOk dado por a — (a mdd p%) induce un isomorfismo

(y homeor';lorﬁsmo ):
OK o 1}1_11 0](/17';‘(01(,
n

donde Ok [mw%Ok tiene la topologia discreta.
DEMOSTRACION. Los morfismos naturales

Ok /pk — Ok/p} — Ok/pk — -+
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inducidos por las inclusiones 0 C --- C 3:!',';rl CpyC---C pi( C px C Ok
inducen el morfismo

f: Ok = lim Ok /7y Ok,
n
[e o]
el cual es inyectivo porque su nicleo es ﬂ pk = {0}, la dltima igualdad por

n=1

(1.15)(2).

Para probar que f es suprayectivo, sea R C Ok un conjunto completo
de representantes de K = Ok/pk tal que 0 € R. En la demostracion de
(1.16)(1) vimos que, para todo a € Ok y todo n > 1, las clases residuales
a méd py € Ok / p’x se pueden escribir, en forma tinica, como

=ag+amg + -+ apwg | mod p

con los a; € R. Se sigue que cada elemento 6 € l}'Ln Ok /v estd dado por
n

representantes (paracadan > 1): 6, = ap+aymg +--- + a,._rn}'] con
coeficientes fijos a; € R y por lo tanto 6 es la imagen, bajo f, del elemento

0 .

— I — )
U= Jlim 6, = Z(:)a,'n'x € Ok.
J:

Finalmente, que f es un homeomorfismo se demuestra como en (1.86)(1)
ya que los conjuntos

V= H Ok/ p{(
Jj>n
w .
forman una base de vecindades abiertas del O del producto directo H Ok /vk
j=1
y las intersecciones V, N 1lim Ok / p;( forman una base de vecindades abiertas
J
del O del limite lim OK/p'}{, de tal forma que
J
7' (Va N 1im Ok /p) = P,
J
donde los p forman una base del 0 de Ok por (1.15)(3). O
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Ejemplo 17. Si K = Q,, entonces Ox = Z,, mx = p y como, por el ejemplo
7 después de (1.12), Z,/ pZ, ~ Z/ pZ, entonces

Z, ~ lanZp/p"Zp =~ lim Z/p"Z.

n n

Proposicion 1.60. Sea K, v un campo valuado discreto. Entonces, K es un
campo local (i.e., K es completo y su campo residual K, es finito) si y sélo si
K es localmente compacto.

En particular, el anillo de valuacion Ok es compacto y por lo tanto el grupo
de unidades Uy también es compacto.

DEMOSTRACION. Si K es localmente compacto, entonces es completo. Ahora,
como v es discreta, sea 7 un parametro uniformizador. Entonces los ideales
(7") forman un sistema de vecindades cerradas del 0 € Ok y por lo tanto al
menos una de ellas es compacta y asi, multiplicindola por =", se sigue que
Ok es compacto y por lo tanto el campo residual K, = Ok /7O también es
compacto y como es discreto, entonces es finito.

Reciprocamente, si K es completo y K, es finito, entonces de los epimor-
fismos K, = Ok /7O — Ok /7" Ok se sigue que los cocientes Ok /7" Og
también son finitos. Y como por el lema anterior

Ok = lim O /=" @,
n

entonces Ok es el limite inverso de compactos y por lo tanto es compacto. Se
sigue que K es localmente compacto.

Finalmente, como Ug C Ok es cerrado ya que es la imagen inversa del
{0} C R bajo la funcién vk : K* — R y como Ok es compacto, entonces Uy
también es compacto. O

Cuando K, v es un campo local, el valor absoluto ultramétrico | |, asociado
a la valuacién v se puede elegir canénicamente tomando a := ¢~', donde
q = |K,| es la cardinalidad del campo residual de K. En este caso se dice que
el valor absoluto ultramétrico | |, estd normalizado: |x|, = ¢="*).

Ejemplo 18. El campo Q, es un campo local con campo residual F,. Si
x = p"a/bconn,a,b € Zy p 1t ab, entonces v(x) = n y su valor absoluto

ultramétrico normalizado es: |x|, = p~*® = p™".
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Ejemplo 19. Si K = F,((T)) es el campo de series formales de Laurent en la
variable T con coeficientes en el campo finito [y, entonces K es un campo local
con campo residual F,,.

De hecho, estos dos ejemplos y sus extensiones finitas son todos los campos
locales como veremos a continuacion, pero primero probamos que, con respecto
a la caracteristica, solo hay dos clases de campos locales:

Proposicion 1.61. Sean K, v un campo local, K, su campo residual y p =
car (K,) # 0. Entonces:

(I)car(K)=0
0
(2) car (K) = p = car (K)).

DEMOSTRACION. Si car (K) # 0, sea ¢ = car (K) > 0. Entonces g = 0 en el
subanillo generado porel 1 € K y por lo tanto ¢ = 0 en Ok ; consecuentemente,
g =0en K, = Ok/pk, y como g es primo, entonces g = p. a

Para clasificar los campos locales, tenemos entonces dos casos a considerar,
asaber: cuando K y su camporesidual K tienencaracteristicadiferente y cuando
tienen caracteristica igual:

El caso de caracteristica diferente. En este caso, por la proposicién anterior,
K tiene caracteristica O y su campo residual X tiene caracteristica p > 0. Como
car (K) = 0, entonces Q C K y si vk es la valuacién de K, al restringirla a
Q induce una valuacién discreta en @Q, i.e., una valuacion p-adica v, en Q.
Mas ain, como K es completo, la completaciéon Q, de Q C K también esta
contenida en K y asi K es una extensién de Q,. Entonces, se tiene la extension
K /F, de los campos residuales correspondientes donde K es un campo finito
y por lo tanto es de la forma K = [, con g = plyf=IK: F,] < oo.
Observemos ahora que el elemento p € Z C Ok vaadaral 0 € K, de tal
forma que p € px y asi vg(p) > 1. El entero e := vg(p) > 1 se llama
el indice de ramificacién absoluto de la extensién K/Q,. Esta terminologia
se justifica observando que, como podemos suponer que vk es normalizada,
entonces vg(K*) = Z y como vg|g, es discreta y p € Q, es un elemento
primo, se tiene que e := vk (p) genera al grupo discreto vk|g,(Q}), es decir,
vklg,(Q}) = eZ y por lo tanto

e(K/Qp) := lvk(K™) : vk|Q,(Q)] = [Z : eZ] = e = vk(p).
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por loqueel enteroe = vg(p) esel indice de ramificacion de laextensién K/Q,.
Entonces, laextension K/Q),, satisface las hipdtesis de la primera parte de (1.35)
y consecuentemente K /Q, es una extension finita de grado [K : Q,] = ef.
Hemos asi probado el teorema siguiente:

Teorema 1.62. Si K es un campo local de caracteristica 0, entonces K es una
extension finita del campo Q,,.

O

El caso de caracteristica igual. En este caso se tiene que car (K) = car (K) =
p # 0,y asi la proposicion (1.17) (3) y (4) nos dice que podemos elegir un
conjunto R C Ok de representantes de K que es un campo, de hecho isomorfo

[e o] (e o]
a K. Entonces, dados a = Z a,m™ypB= Z b, 7", se tendria que

n>>—o00 n>>-—o00
oo [ o] (o o]
a+pB= Z a,™ + Z b, 7" = Z (an + by)T"
n>>-—oo [>T [ >

cona,+b, € R =~ K,y similarmente parael producto a3. Como consecuencia
de esto tenemos:

Teorema 1.63. Sea K un campo local de caracteristica p = car(K) # 0y
sea 7 un elemento primo de K, entonces:

(1) Ok = Kl[=]] es el anillo de series formales en 1 con coeficientes en K.

(2) K = K(()) esel campo de series fortnales de Laurent en 1 con coeficientes
en K.

DEMOSTRACION. Paralaparte(1)seusalaexpansion (1.16)(1) detodoelemento
a € Ok como una serie convergente:

oo
azzaﬂr" con a, € R~K,
=0

y la parte (2) es similar usando (1.16)(2) que todo elemento a € K se puede
escribir como una serie convergente:

o ]
a= Z a, ™ con a,€ R x~K.
n>—0o
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La maxima extension no ramificada de un campo local. Si L/K es una
extension finita de campos locales y si L/K es no ramificada, por (1.49)
Gal(L/K) ~ Gal(lL/K) y como K = F, es un campo finito, digamos
con g elementos, entonces Gal(L/K) es un grupo ciclico generado por el
automorfismo de Frobenius Frg : a +— af; sea Frx € Gal(L/K) el elemento
correspondiente a Frz. Entonces, Frg esta caracterizado por la propiedad:

Frx(a) = a? méd py paratodo a€ O

y se llama el Frobenius de la extension no ramificada L /K. Por definicidn es
un generador del grupo ciclico Gal(L/ K) y su orden es

f(L/K) =L : K] = [Gal(L/K)| = |Gal(L/K)| = [T : K.

Similarmente, si K es un campo local con campo residual K = Fg y Knr
es la maxima extensién no ramificada de K en una cerradura algebraica K% de
K, entonces en este contexto el corolario (1.51) nos dice que

Gal(Knr/K) = Gal(F*? [F,)

donde por la observacion del parrafo anterior y pasando al limite se tiene
que el grupo Gal(Fg'?/F,) es el limite inverso de los grupos ciclicos finitos
Gal(Fgm /]Fq). (Véase el ejemplo 24 al final de la seccion §1.9, donde probamos

que este limite es la completacion Z de Z).
Dado un campo local K con campo residual K = [F,, tenemos la siguiente
descripcion explicita de la maxima extension no ramificada K, de K:

Proposicion 1.64. Sea K un campo local con campo residual K = F, el
campo finito de orden q = pf. Dado un entero n coprimo con p, sean
Ky, := K(un) y Kn := K(un) los campos obtenidos adjuntando las raices
n-ésimas de la unidad a los campos base respectivos. Entonces:

(1) Ka/K es una extension no ramificada 'y el campo residual de K , es K ,,.
(2) El grado [K, : K] es el menor entero f' > 1 tal que qf' = 1 (mdd n).

(3) La mdxima extensién no ramificada K,, de K se obtiene adjuntando a K
todas las raices de la unidad de orden coprimo con p, ie.,

Knr = J K ().
pin
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(4) La extension K,, /K es Galois, y ademds el grupo de Galois

Gal(Knr/K) = lim Gal(F} /F,) ~ Z

estd topolégicamente generado por el automorfismo Frg, llamado el automor-
fismo de Frobenius, que satisface

Frg(a) = af mdd pg,, para todo a € Ok,,.
El isomorfismo Z ~ Gal(K ,/K) estd dado, parav € Z mediante: v — Fr.

DEMOSTRACION. (1): El campo K, = K(u,) es el campo de descomposicion
del polinomio x” — 1 sobre K = [F,. Ahora, si f = [K(u,) : K],
entonces |K(u,)| = ¢/ paraun f > 1; se sigue que K(u,) es el campo
de descomposicién del polinomio x? — x = x(x4-1 — 1) sobre K = F,,
ie., K(n,) = K(p.q;_l). Notese que f > 1 es el menor entero tal que
qf = 1 (mdd n). Por (1.47)(2) y (1.50)(1), sea Ky, s la extension no ramificada
de K de grado f con campo residual K, = F,;. Ahora, para el polinomio

f(x) = x?’ =1 _ 1 sobre K se tiene que para todo a € Ok

nr.f:
J_
| f @k, =1(gF = Da? 2, =1

y asi, por el lema de Hensel para todo a € F,, existe una € o C Ok,,,
tal que f(a) = 0. Y como f(x) se descompone en Fq/, entonces f(x) se
descompone en Ky, . Ademas, el campo de descomposicion de f(x) sobre K
no puede ser menor que K, r ya que su campo residual debe contener al menos
g’ elementos. Se sigue que el campo de descomposicién de f(x) sobre K es
Kn. s, i.€., Kn = Kp;, . Esto prueba (1).

(2): Se sigue de la demostracion anterior. Nétese que f” es el menor entero tal
o
que FrK"/K =1.

(3): Se sigue de (1) pasando al limite una vez que notamos que la unién de los
campos K, es la cerradura algebraica de K.

(4): Kur/K es Galois por laobservacion previaa (1.51) y el grupo de Galois esta
calculado en (1.51). Finalmente, Gal(Fg” /F,) es topolégicamente generado
por un automorfismo @, tal que ¢, : a — af, para a € Fy™”. a
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1.7 Filtraciones del grupo de unidades

Dado cualquier campo local K, consideremos la filtracion siguiente del grupo
de unidades Uk de K:

Uy =UPQ 22U 202
donde los Ug) se definen parai > 1 como
U ={xeUx : vx—1)>i}.

Nétese que si 7w € K esunelemento primo, entonces px = wOg y por lo tanto,
parai > 1

UQ =1+pk =1+7'0g;
mas ain, cada U}P es un subgrupo abierto de Ug (en latopologia de Uk inducida
como subconjunto de K*); de hecho, los grupos U(,? forman unabase de abiertos
del 1 € K, ya que si |a|x = c¢™"*® es el valor absoluto asociado a vk, con
¢ > 1 unreal fijo, como en la demostracion de (1.15)(3) se tiene que

U%‘)=1+p'}(={a€K' ]l —alg <

ch17

Observe que los Uy ™) son, en efecto, subgrupos de Uk ya que claramente son
cerrados bajo productos y si u € 1) x » €ntonces ule Ug') ya que
11—k = Julg e = 1k =1 —ulg,
la iltima igualdad porque u € Ug. Los grupos U‘(,?), n > 1, se llaman los
grupos de unidades superiores; el grupo Ug(]) se llama el grupo de unidades
principales de K. De (1.15)(2) se sigue que ﬂ U)(,? = 1y de (1.59) se deduce
que :
Ug =~ lim Ux /U,
i

donde los cocientes Uy / Ug) son finitos por la parte (3) del lema siguiente, y
por lo tanto Uk es un grupo profinito (Hausdorff, completo y compacto, véase
(1.60)). En forma totalmente analoga se tiene que

U ~limUQ /UG,

i

donde los cocientes U;',') / Ul(é'H) son finitos por la parte (2) del lema siguiente.
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Lema 1.65. Sea K un campo local, Ok su anillo de enteros, px su ideal
mdximo y K su campo residual. Entonces:

(1) El epimorfismo candnico Og — K induce un isomorfismo
Aok : Uk/ Ug) ~K' (el grupo multiplicativo).
(2) Paracadai > 1, la aplicacion u — u — 1 induce un isomorfismo

Aik U;?/Ug*'l) ~ ph /o ~ KT (el grupo aditivo).

(3) Paracadai > 1, los cocientes Ug U}? son finitos.

(4) Mds aun, si K,/K es una extension no ramificada 'y K, es el campo
residual de K ,,, entonces los isomorfismos anteriores (para el grupo de unidades
U, = Uk, de K,) son isomorfismos de Gal(K, | K)-médulos.

DEMOSTRACION. (1): El homomorfismo p : Uy — K * u s u tiene nicleo
Ker(p) = {u € Ux ; u=u+px =1 +px},

que es claramente igual a Ug) = 1 4 px. Mas aiin, todo u € Ok — px es una
unidad, i.e, u € Uk, y por lo tanto la aplicacion p es suprayectiva.
(2): El isomorfismo UL /USTY ~ pi /pi! estd dado como sigue: siu €
U}}) =1+ p'k, entonces u ='1 +t cont € p'K, y se define la aplicacion
u=1+t— u—1=1tmodd (p',?'l) de U}? — p',(/p','(H. Esta aplicacion es un
homomorfismo ya que si &, u’ € U;}) entoncesu =1 +1,u' =141,y

u' =1 =0+ +)=1=1+1 +1' =t+¢ mod (pi¢").

Claramente, es suprayectiva y su nicleo es 1 + p‘;l = UﬁH).

El isomorfismo de grupos aditivos p /;:u",;rl ~ K™ esta dado como sigue:
ya que pi, # pil, entonces existe un a € pj — pid!; la aplicacién x — xa,

para x € Ok, nos da isomorfismos
Ok ~ aOg y P = aby,

y por lo tanto induce un isomorfismo

(l) K= OK/pK :aOK/apK.
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Pero como a € p - p',?’l, entonces el ideal (a) se puede factorizar como
(a) = pka
con a un ideal coprimo con px y se tiene entonces un isomorfismo
.. 1
(i) aOK/apK o ap /ap'+ A

Se tiene ademas que

i+1

i+ =pk vy apknpy' =apy’,

i+1

y asi la aplicacion x +— x +pg -, para x € ap} %> induce un isomorfismo

(iii) ap /api+l ~ pl /p‘“.
Los isomorfismos (1), (ii), (iii) dan el resultado deseado.
(3): Por induccion sobre i considerando la sucesion exacta corta:
0 — Ug/UP — UxJUSTY - UR U — 0,

donde los extremos son finitos por hipdtesis de induccion y la parte (2)
respectivamente.

(4): Finalmente, que todos estos isomorfismos son de Galois se sigue del hecho
de que como K, /K es no ramificada, un primo 7g de K es también un primo
de K,, y asi los morfismos de (i) y (ii) son Gal(K,/K)-morfismos, i.e., para
toda o € Gal(K,/K) se tiene

ocw)=o(l+7B)=1+7'a(P)
0

Proposicion 1.66. Sea K un campo local. Entonces, el grupo K* tiene la
descomposicion

= (m) x Ug = (m) X pg1 x U,

donde (m) = {#" : n € Z} C K* es el subgrupo ciclico infinito generado

por el elemento primo m = wg de K, p,_) es el grupo deraices (g — 1)-ésimas

dela unidad y q es la cardinalidad del campo residual de K.

DEMOSTRACION. Todo elemento a € K* tiene una descomposicion tnica
a=a" .y
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con u € Uk, lo cual muestra que
K* = () x Ug.

Mds ain, el grupo Uk contiene al subgrupo w,—1 ya que la ecuacién
x971 — 1 = 0 se descompone en factores lineales en el campo residual K,
de K (aqui g es la cardinalidad dc K,), y por el lema de Hensel cada una de

estas raices @ € K, se levanta a una raiz « € K y asi x4~! — 1 sc factoriza en
K.

Ahora, el epimorfismo canénico p : Og — K, = Og/pk restringido a
Ug manda p,_) C Uk suprayectivamente a K, con nicleo U 2). Esto muestra
que

Uk = pg—1 X Ug).

O
Proposicion 1.67. Sea K un campo local y n un entero coprimo con car (K).
Entonces, para todo entero i > vg(n) + 1, la aplicacion a — a" es un
isomorfismo de U;',) en U;',”"("», en particular

(Ug))n — Ug"'vx("))
paratodo i > vg(n) + 1.
DEMOSTRACION. Como U}? =1+ pl = 1 + 74Ok, entonces

(U;?)" C Uﬁ‘*"’x(’l»
yaquesi a = 1 + amy € Ug), entonces

a" =(1+ank)* = 1+ narl méd w¥
— 1+ namy méd (nmig!)

yaque vK(mr?]) = vg(n) +i+ 1 < 2i porque vg(n) + 1 < i por hipotesis.

Se sigue que a” — 1 = nam + bm-r?l cona,b € Ok y por lo tanto

v —=1) > ml'n{vK(na'rr;), vK(bmr?")}
> vg(n)+i
yaque vx(naw;{) =vg(n)+i+vgla)y vx(bmrj',?l) =vg(n)+i+14+vg()
con vg(a) > 0y vg(b) > 0.
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. S\ R
Abhora, el nicleo de U;? — (U;?) es el conjunto de raices n-ésimas

de 1 contenidas en U}?. Sea £ = 1 + am) una de estas raices; entonces
£ = 1 médp%. En general, & = 1 méd pl;. Ahora, si £ # 1, entonces
substituyendo ¢ = 1 méd p en

£ E+1=0

se obtiene que n = 1+ --- + 1 = 0 méd p¥ y por lo tanto n € pi y asi
vig(n) > i > vg(n), una contradiccién a menos que £ = 1. Se sigue que el
niicleo del morfismo anterior es trivial, i.e., es un monomorfismo.

Finalmente, si a € U}}’Lv" ™) consideremos la ecuacién

f(xX)=x"=a=0.

Para aplicar el lema de Hensel a esta ecuacion, con ag = 1 en Ok, se observa
que f(ao) = 1 — a'y f'(ao) = n, de tal forma que
f(ao) l-—a 2
174 (mz) = v (—-n—i ) =vg(l — a) — vg(n®)
= i+ vg(n) —2vg(n)=i—vg(n) >0,

es decir, se satisfacen las hipodtesis del lema de Hensel y consecuentemente
existe un a € Ok tal que f(a) = 0, i.e., tal que a" = a. Mas atin, por la parte
(2) del lema de Hensel (1.21):
f (o)
f!(a0)

y por lo tanto a € Ug) y es tal que @ = a, como se queria. O

vk(a— a0) = vx(a— 1) > v ( ) =i+ vk(n)—vk(n) = i

Como una consecuencia de esta proposicién probaremos que si K es un
campo local, entonces para todo m > 1 coprimo con car (K) (arbitrario si
car (K) = 0) setiene que K*™ tiene indice finito en K*; para esto necesitaremos
el lema siguiente, de la teoria de grupos:

Lema 1.68. Si f : G — G’ es un homomorfismo de grupos y H < G es un
subgrupo normal, entonces

(G : H = [f(G) : f(H)][Ker (f) : Ker (f|n)].
DEMOSTRACION. El morfismo f induce el isomorfismo G /Ker (f) =~ f(G)
y como f(Ker (f)H) = f(H), donde notamos que Ker (f)H es un subgrupo
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normal de G, entonces f induce el isomorfismo G/Ker (f)H ~ f(G)/f(H)
yasi [G :Ker(f)H :] = [f(G) : f(H)], por lo que
[G: H] [G : Ker (f)H][Ker (f)H : H]
[f(G) : f(H)][Ker (f) : Ker (f) N H]
(f(G) : fF(E]IKer (f) : Ker (f]m)].

O

Corolario 1.69. Si K es un campo local de caracteristica p >0ym > 1 es
un entero coprimo con p (arbitrario si p = 0), entonces K*™ tiene indice finito
en K*. De hecho, UY tiene indice finito en Uk y mds aiin

[K* : K*™) = m[Ug : UZ.

DEMOSTRACION. Usando el lema anterior con el homomorfismo vg : K* — Z
y con H := K*™ C K* =: G, observando que Ker (vk) = Ug y Ker (vk|p) =
HNUg = Ug, se tiene que

X ™) [vk(K*) : v (K*™][Uk : U]
(Z : mZ][Uk : U§] = m[Ug : U¥],

y asi basta probar que el indice [Uk : Uy] es finito. Ahora, por la proposicién
(1.67) anterior, para i suficientemente grande se tiene que (U;?)"' = Ug+"“ (m)
y de hecho podemos elegir i suficientemente grande de tal forma que ninguin
elemento { # 1 de u,,(K) esté en U}?. Consideremos entonces el homomor-
fismo f : Ux — Uy dado por u +— u™ y apliquemos el lema previo con

H .= U(') C Uk =: G notando que Ker (f) = p,,(K); se tiene entonces

Wk :UP)  WF : U ptm(K) : oK) N UP)

(Ug : UR ) (pm(K) 1]
[Ug : ('+VK(’"))]

K),
(Ux : UD) | (K|

la dltima igualdad por el tercer isomorfismo de Noether. Se sigue que

(U : Ug+vx(m))]

Uk : Up .
P+ Ul = Uk : UD)

’P'm(K)I
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y como los indices [Ug : U}P] son finitos por (1.65)(3), entonces (Ug : UF]
también es finito y consecuentemente [K* : K*™] = m[Ug : UR] también lo

es. O

Si K es un campo local y p = car (K), consideremos el homomorfismo
¢, : K* — K* dado por a — a” y a continuacién estudiaremos su accién en

los subgrupos Ug) C K*. Como la caracteristica del campo local K es 06 p,
tenemos dos casos a considerar, el caso de caracteristica igual siendo el mas
simple:

Proposicion 1.70. Si K es un campo local de caracteristica car (K) = p =
car (K), entonces el homomorfismo ¢, : K* — K* manda inyectivamente Ug)
en Ug’i) paratodai > 1, y se tienen diagramas conmutativos para toda i > 1:

. . b . o
+1 1
Ug/UK"? —> U U™

ALk l l Apix

K K

Frp

donde Ajx : U}(j)/UgH) — K son los isomorfismos de (1.65) y Fr, es el
automorfismo de Frobenius. Mds aiin, los morfismos ¢, son isomorfismos
paratodai > 1.

DEMOSTRACION. Sea 7 = g un elemento primode K. Sia = | +em € U}P
entonces
¢p(@) = (1 +em')? =1+ gParP!

(la iltima igualdad porque car (K) = p) y claramente 1 4 PP € U}(”i) . Mas
aun, ¢, es inyectiva porque no hay p-torsién no trivial en K*. Esto prueba la
primera afirmacion. Para la conmutatividad de los diagramas, recordemos de
(1.65) que los morfismos A; g estan dados para @ = 1 + e’ € U}? como:
Ai(a) = €. Se tiene entonces que

Fr, o Ai(a) = Fr,(¢) = &°

Api © ¢p(a) = )*pi(ap) = Api(1 + 8”11"’") =gP =EP,

i.e., los diagramas conmutan.

82



1.7. Filraciones del grupo de unidades

Finalmente, como car (K) = p y K es finito, entonces el Frobenius
Fr, : K — K es un isomorfismo y como los Aj son isomorfismos por

(1.65), entonces ¢ : U%)/U;}'H) — U}(pi)/U;(”H') es un isomorfismo para
todai > 1. ]

Consideraremos ahora el caso de caracteristica diferente, i.e., car (K) = 0
y p = car (K). Notese para comenzar que para p = p - 1 € K se tiene que
p =0en K = Og/pk, de tal forma que p € pg y por lo tanto vg(p) = e > 1.
Sea 7 = g un elemento primo de K y sea R C Ok un conjunto completo de
representantes de K. Escribiendo al elemento p € K como

pzZ(),»’rri conf; ER

yvk(p) = min{i  6; # 0}, como vg(p) = e > 1 sea 6y € R el coeficiente
de m° en (x). Entonces p — Ggm® € w10 y 0y € K esta univocamente
determinado por las condiciones anteriores.

Proposicion 1.71. Sea K un campo local de caracteristica 0 y sea p
car (K). Entonces:

(1) Parai < e/(p — 1), el homomorfismo ¢, manda Ug) en U}(”i)_
(2) Parai > e/(p— 1), ¢, manda U}? en Ug“).

(3) Los diagramas siguientes conmutan (donde los Ak son los isomorfismos
de (1.65)):

(i) Parai < e/(p — 1):
. . é . )
004~ i i

ALk l J Apik

K

(ii) Parai > e/(p — 1):

. . ¢ . .
U}",)/U}‘i“) g U%+e)/U;(l’+e+l)

ALk l l Aite, X

K > K

F e BgF
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(iii) Si se tiene que i = e/(p — 1) € Z:
. . Py . .
0 0D 2 v g+

ALk l lApl.K
K

K

F +— EP4+60F

Mds ain, si1 <i < e/(p — 1), entonces d)p es un isomorfismo en (i) y si
i > e/(p— 1), entonces &, es un isomorfismo en (ii).

DEMOSTRACION. Sea 1 + a € U}?. Desarrollando el binomio

(1+a)”=1+pa+p(p2_ ])az+---+pa”—l+a"

observamos que las valuaciones de sus términos son

v(pa) = v(p)+ v(a) = e+i
v((p(p — 1)/2)a?) vipp = 1)/2) +v(@®) = e+2i
v(paP~) v(p) + v(aP") — e+(p—Di
W(aP) = @ = pi
de donde se sigue que
vil+a)f —=1) — vipa+aP) st v(pa)# v(aP)

v+ a)? —=1) > vipa+aP) st v(pa) = v(aP).
Nétese que
vi@P)<vipa)e pi<et+iei<el/(p—1),
de tal forma que

viaP) < vipa) & i<el/(p—1)
vi@P) > vipa) & i>el/(p—1)
viaP) = vipa) & i=ef/(p—1) €L

Se sigue entonces queparaa = 1 + &7’ € U;?:

w1 +em)P —1) = v(ePmP) si i<el(p—1)
v +e7)? = 1) = v(pen') si i>e/(p—1)
v((1+em)P —1) = vePmP 4+ pen’) si i=e/(p—1)€Z,
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es decir,
(1 +em)? = 14 PP (mdd wPit!) st i<el/(p-1)
a+ 877':)" 1 + Gpemrite (méd mitetl) si i>el/(p—1)
(I+em)? — 14+(? +6e)mr'te (méd wPtl) si i=el/(p—1)€EZ

yaque la primera congruencia es consecuencia de la primera igualdad de las tres
igualdades previas. Lasegunda congruencia es porque 6y € R es el coeficiente
de 7r¢ en la expansién de p en (x), de tal forma que p — pm® € w1 0k.
La iltima congruencia es porque pi = e + i y asi, usando de nuevo que
p — Oome € w1 Ok, se tiene que

ePmP 4 per' = PP 4 Ogmtem’ = (6P + 0pe)m' e méd mitet!,

La conmutatividad de los diagramas de la proposicion se sigue de las tres
congruencias anteriores.

Finalmente, si 1 < i < e/(p — 1), en el primer diagrama A; y Ap; son
isomorfismos y Fr, : K — K es el isomorfismo de Frobenius (K es finito). Se
sigue que ¢, : Ug)/UgH) — U;{'i)/U}f’i+l) es un isomorfismo en este caso.
También, si i > e/(p — 1), los morfismos A; y Aj. son isomorfismos en el

segundo diagrama y la aplicacién & +— 6oz es un isomorfismo de K en K ya
que 0y # 0. Se sigue que ¢, también es un isomorfismo. &)

Corolario 1.72. Sean K un campo local y p = car (K).

(1) Sin > 1 es un entero coprimo con p, entonces para todo i > 1 los grupos
Uﬁ) son univocamente n-divisibles.

(2) Si car (K) = 0, entonces para todan > 1 el grupo (K*)* es abierto de
indice finito en K*.

(3) Si car (K) = p = car (K), entonces el grupo (K*)" es abierto de indice
finito en K* si 'y sélo si p t n.

DEMOSTRACION. (1): Sia =1+ ¢en' € U;P y si a” = 1, como la clase lateral
de o en UP /USHD ~ Kes

l=a"=(14¢en) = 14+ner' + términosen s/ conj>i+ 1
= 14 ner mdd p",'(*'l,
entonces 1 = 1 + nem mdd p';l,i.c., new € p",;'l. Pero como K es

univocamente n-divisible y p = car (K) t n, entonces la unica posibilidad
para que se dé laigualdad anterior es que n = 0.
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(2): Si car (K) = 0, entonces (K*)" tiene indice finito en K* por (1.69).
Tenemos ahora dos subcasos:

(i). Si p t n. Entonces U}P C (K*)" por la parte (1), y asi (K*)" es abierto en
K*.

(ii). Si p|n, escribamos n = p‘m con p { m. Escojamos un entero i tal que
i >vg(p")+1=1+1.Por (1.67) se tiene que

. P -\ p' ‘
Uﬁwx(p ) (U;?) C (K",
y por lo tanto (K*)?' es abierto.

(3): Sicar (K) = p = car (K), de nuevo consideramos dos subcasos:

(@i). Si p{ n, de nuevo por la parte (1), U}P C (K*)" y asi (K*)" es abierto. Y
es de indice finito por (1.69).

(ii) Si p|n, escribamos n = p‘m con p { m y notemos que si p { i, entonces
U;? Z (K*)?P ya que si sucediera lo contrario, i.e., si 1 + m € (K*)P con
14+ 7 € UY, entonces existiria un « € K* tal que a? = 1 + 7' y como
estamos en caracteristica p > 0, esto implica que (¢ — 1)P = af — 1 = i,
por lo que pvg(a — 1) = i, i.e., p|i, una contradiccién ya que a # 0.

Se sigue que (K*)? no contiene a ningin U}? con p { iy por lo tanto no
contiene a ningin U 28 ya que por (1.70) el morfismo ¢, : U,({) — US(”) es
inyectivo. Por lo tanto, (K*)? no es abierto en K*. a

La proposicion anterior muestra que en caracteristica O las propiedades
topoldgicas y las algebraicas de un campo local K estan estrechamente relacio-
nadas. Esto no es asi en el caso de caracteristica igual.

1.8 Grupos de ramificacion

En esta seccion introducimos los grupos de ramificacion de una extension finita
de Galois de campos locales y finalizamos probando que el grupo de Galois de
una tal extension es soluble. Sera hasta el capitulo 4 cuando estudiaremos mas
a profundidad estos grupos de ramificacion. En esta seccion sélo estudiaremos
las propiedades basicas que nos seran itiles inmediatamente.
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Definicion 1.73. Sea L/K una extension finita de campos locales con grupo
de Galois G = Gal(L/ K). Para cada nimero real s > —1 se define el s-ésimo
grupo de ramificacion de L /K mediante

Gs; = G,(L/K) := {0 € Gal(L/K) : vp(o(a)—a) > s+1 paratodo a € OL}.

El grupo Go = {0 € Gal(L/K) : vi(o(a) —a) > 1} es el grupo de inercia
(véase (1.50)@)) de L/K y G_; = G = Gal(L/K). El grupo G, se llama el
grupo de ramificacién de L /K y los grupos G;, para i > 2 se llaman los grupos
de ramificacion supericr de L/K.

Observemos que como v : L* — Z tiene valores enteros, entonces para
todo nimero real s > —1 se tiene que

Gs = G js),

donde j(s) es el menor entero > s. En efecto, si o € G ), entonces para todo
a € Oy setiene que

viflca—a)> jis)+1>s+1

ya que j(s) > s. Se sigue que o € G;. Reciprocamente, si o € G, entonces
vi(oca—a) > s+ 1 paratodoa € Or. Pero como vy (0a — a) € Z, entonces el
entero vy (ca—a)— 1 es > sy como j(s) es el menor entero con esta propiedad,
entonces j(s) < vi(oca—a)— 1,i.e., v (oca—a) > j(s)+ 1y por consiguiente
geG j(s)-

Que los G; C G son, en efecto, subgrupos de G es porque si o € Gi,
entonces para todo a € Ok se tiene que o(a) —a € p;” y por lo tanto
a—o"Ya) =07 (o(a) —a) € p}',

por (1.27)(3), i.e., o~! € G;. Similarmente, si o, 7 € G; y a € Ok, entonces,
de nuevo por (1.27)(3)
or(a) —a=o(1(a)—a)+o(@)—ac pi]EH'

y por lo tanto or € G;.

Notese que se tiene una cadena de subgrupos

...CGiC---G; C Gy CG.
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Lema |.74. Sea L/K una extensién finita de Galois de campos locales.
Entonces, los grupos G4 son subgrupos normales de G = Gal(L/K) y ademds
G, = {1} para s suficientemente grande.

DEMOSTRACION. Si 0 € G,y 7 € G, entonces como v(6(a)) = vi(a) para

todo 8 € G, se tiene que para § = 7~ !:

vL('r_la'r(x) —x) = VL(T_I((TTJX) — 7 () = vilotx —1x) > s+ 1,

la dltima desigualdad porque o € G, y 7x € OL; se sigue que 7~ 'or € G;.

Para la segunda afirmacion, sea o # 1; entonces existe un a € Oy tal que
oa # a. Se sigue que si s > vy (o0a — a) entonces o € Gy, i.e., G5 no contiene
elementos o # 1, i.e., G; = {1}. Tomando entonces

so :=max{vy(ca—a) : 0 € G o # 1}
(G es finito) se sigue que G; es trivial para s > so. O

Lema 1.75. Sea L /K una extension finita de Galois de campos locales con
grupo de Galois G = Gal(L/K).

(1)Si j > —1 es un entero, entonces

Gj={o € G : o actia trivialmente en OL/piH }.

(2) Usando (1.40) escribamos O = Ok|[x] para algiin x € O. Entonces

G, ={0c€G : vi(o(x)—x) >s+1}.
DEMOSTRACION. (1): Si o0 € Gj, entonces para toda a € Of se tiene que
vi(coa—a) > j+ 1y porlotanto oa —a € pi“, i.e, oa = aenel cociente
O/ p{“. La otra inclusion es similar.

(2): Por la observacion después de la definicion basta suponer que ses un entero
> —1. Pongamos

Gsx:={0€G : vi(ox—x) >s5+1}.
Claramente, G; C G;,,. Reciprocamente, si o € G, y a € O es cualquier

elemento, entonces por (1.40) a = Z a,'xi con g; € Ok y por lo tanto
i>0

(*) vi(ea—a)=vL (Z ajo(x) — Za.-x‘) =vL (Z ai(o(x') — f’))

i>0 i>0 i>0
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(la segunda igualdad porque o(a;) = a; ya que a; € K). Observemos ahora
que si o € G,,, entonces vi(ox — x) > s+ 1 y asi como

o(x?) — X = o(x)o(x) — xx = o(x)(ox — x) + x(0x — X)
donde x, o(x) € O sesigue que
vi(ox® — %) vi(o(x)ox — x) + x(ox — x))
> min{v(ox(ox —x)), vi.(x(ox — x))}
> vi(ox—x)>s+1.
Recursivamente se prueba que
vL((rxi =) >s41

y por lo tanto

vi(oa—a)=vg (Z ai(o(xX) — x‘)) >s41,

i>0
ie,o € G;. O

Proposicion 1.76. Si L/K es una extension finita normal de campos locales
con campos residuales L D K respectivamente y pongamos G = Gal(L/K);
entonces:

(1) Gal(L/K) ~ G/G.

(2) El campo fijo de Gy e s la mdxima extension no ramificada Ly de K contenida
en L.

(3) Si 7k es un elemento primo de K (y por lo tanto es primo de Lg ya que
Lo/K es no ramificada), entonces para j > 1 se tiene que

G;={0 €Go : vi,lomxk —mk) > j+1},

i.e., para j > 1 los grupos de ramificacion de G = Gal(L/K) coinciden con
los grupos de ramificacion de su grupo de inercia Go = Gal(L / Lo).

DEMOSTRACION. En (1.50) vimos que si Ly es la maxima extensiéon no
ramificada de K contenida en L se tiene que

Gal(L/Lo) ~ Go

es el grupo de inercia de L/ K. Esto es precisamente (2).
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Para (1), en la torre de extensiones L D Ly D K se tiene que
G/Go ~ Gal(L/K)/Gal(L/Lo) ~ Gal(Lo/K) ~ Gal(L/K),

el dltimo isomorfismo porque Lo/K es no ramificada.

Finalmente, pongamos G jo = {oc € Go : vy (omg — k) 2 j+ 1}.
Claramente G jo C G;. Reciprocamente, como j > 1 entonces G; C Go y asi,
sio € G entonces o € Go y por lo tanto G; C Gjp. ad

Si L/K es una extensién finita de Galois de campos locales con grupo
de Galois G = Gal(L/K) y grupos de ramificacion G;, sea 7y un elemento
primo de L; como por la proposicion anterior Go = Gal(L/Lo), entonces para
todo ¢ € Gy, o(7) sigue siendo un elemento primo de L y por lo tanto
oT = u, para algin u, € Ur. Definimos entonces las funciones

gL :Go— L’ Yy YiL:Gi—L (i2>1)
mediante
$i,L(0) == Aj(omy [mL) = A, L(ug),
donde
Mop:Up =Ly ANp:UPSL @21)
son los epimorfismos (véase la demostracion de (1.65)) que inducen los

isomorfismos de (1.65).

Corolario 1.77. Sea L/K una extensién finita de Galois de campos locales
con grupo de Galois G = Gal(L/K) y grupos de ramificacién G;. Entonces,
las funciones Y; | son morfismos con niicleo Gi. Se sigue que:

(1) El grupo Go/G es isomorfo a un subgrupo de L’ (y por lo tanto es ciclico
de orden coprimo con p = car (L)).

(2) Para i > 1 los cocientes G;/Git) son isomorfos a subgrupos del grupo
aditivo L (y por lo tanto son abelianos).

(3) G, es un p-subgrupo de Sylow de Gy.

DEMOSTRACION. Si 7 es un primo de L entonces, para todo 0 € G =
Gal(L/K), o sigue siendo un primo de L y por lo tanto o7 = u,r para
algin u, € Ur. Asi, uy = omp /7 € UL y tiene sentido definir

Yi,L(0) = Ai(uo).
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Parael caso i = 0, si 0, T € Go entonces
(or)mL = T(ugmL) = T(ug)7r(mL) = (Tug)u,mg
con u,, ur € Ur. Notemos ahora que Tu, = u, (mod py) ya que r € Go. Se
sigue que
(o)L = Uy - uymr (méd pr)
y asi
Yo.L(ta) = Ao L((ro)mL [7L) = ttgu, (MSd pr) = o, (7o, L(0) (MSd pr),

i.e., Yo, es un homomorfismo.

Notese ahora que el niclco de 1 consiste de aquellos o € Gy tales que
us = 1(méd pyr), ie., tales que ue — 1 € pyr,ie., amp/mp — 1 € pg, ie,,
omp/mL — 1 =ty y por lo tanto o7 — 7 = mi € p}_, de donde se sigue
que o € G;.

Parai > 1, el argumento es similar.

Las partes (1), (2) y (3) son consecuencia directa de lo anterior. ]

Corolario 1.78. Toda extension finita de Galois de campos locales es soluble,
i.e., su grupo de Galois G = Gal(L/K) es soluble.

DEMOSTRACION. Como G/Go ~ Gal(L/K), entonces G /Gy es ciclico.
Ademas, en la filtracion

+CGC---CG1CGCG
los cocientes G;/G ;4 son abelianos por el corolario anterior. ]

Corolario 1.79. Si L/K es una extension finita mansa de campos locales, en-

tonces no tiene ramificacion superior, i.e., si G; son los grupos de ramificacion
de G = Gal(L/K), entonces G; = QO parai > 1.

DEMOSTRACION. En efecto, si Lo es la mayor extension no ramificada de K
contenida en L y si p = car (K), entonces

e=e(L/K)=e(L/Lo)e(Lo/K) =e(L/Lo) =[L : Lol,

la peniltima igualdad porque Lo/ K esno ramificada y la ltima igualdad porque
L /Ly es totalmente ramificada. Se sigue que e = [L : Lo] = |Gal(L/Lo)| =
|Go|. Ahora, como paratoda i > 1 se tiene que G; C G, y Gy es un p-grupo,
entonces los G;, parai > 1, también son p-grupos que ademas estan contenidos
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en Go, cuyo orden |Go| = e no es divisible por p porque L/K es mansa. Se
sigue que los G; = 0 parai > 1. a

Los grupos de ramificacién de una extensién finita L/K de campos
locales se pueden estudiar mediante la siguiente funcion, donde usamos que
Or = Okla] por (1.40) y ponemos G = Gal(L/K):

ic:G—7Z
es la funcion dada por: ig(o) ;= vi(oca—a)sio # 1. Observemos que i (o)
es un entero > 0 si 0 # 1, se define ig(1) = +00. Los nimeros ig(o) no

dependen de la eleccién del generador a de O ya que si o’ es otro generador,
entonces ' = ua con 1 € Uy y asi

vi(oa' — o) vi(o(ua) —ua) = vi(uoca — ua)
— vi((loa — a)) =vp() +vi(oca — a)
— vi(loa— a).
Lema 1.80. Los niimeros iG(o) satisfacen las propiedades siguientes:
1) ig(o) > s+ 1siysdlosio € Gy.
Q) ig(ror™") = ig(o).
3) ig(o7) > min{ic(o). ic(1)}.
DEMOSTRACION. (1): Por definicion de G; y de ig, es claro que
Gs={oc€G : iglo) >s+1}.

(2): Se sigue de (1) y de que los G, son subgrupos normales de G.
(3): Se sigue de
iglor) — vi(or(x)—x)=vi(o(rx —x)+ ox — x)
> min{vi(o(rx — x)),ve(ox — x)}
— min{ve(rx — x),vpi(ox —x)} yaque vi(o(y)) =vr(y)
— min{ic(7), ig(o)}.
O

Grupos de ramificacion y unidades superiores. Los dos resultados siguientes
relacionan los grupos de ramificacion con los grupos de unidades superiores:
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sea L /K una extension finita de Galois de campos locales y sea Lg la mayor
extension noramificadade K contenida en L. Sea 7r; un elemento primo de L
y sea G = Gal(L/K).

Proposicion 1.81. Con la notacién anterior, si i > 0 es un entero, entonces
un elemento o del grupo de inercia Go pertenece a G; si 'y solo si

o(mp)/m =1 mod pi,‘,
ie., o € G;siysdlosio(mp)/m € Ug).

DEMOSTRACION. Como vy (o(my)) = vi(L), entonces o(my)/m € UL.
Ahora, como Go = Gal(Lo/K), reemplazando K por Ly y G por Go nos
reducimos al caso de una extension totalmente ramificada L/ K. En este caso,
por la proposicion (1.40) el elemento 7, es tal que O = Ogk[wL]. Se sigue
que
ig(o) — vi(o(m)— L)

— vi(mp(o(m)/mL = 1))

— vi(m)+vi(o(my)/m — 1)

— 1 +VL(0’(1TL)/7TL - 1)

y asi

o € G; iglo)>2i+1
1+vp(o(m)/me—1)>i+1
ve(o(mp)/mp —1) >
o(m)/mL — 1 =0 méd p},
o(mr)/m, = 1 méd pl,

o(mL)/mL € UP = 1+ .

1 I A A

a

Recordando ahora que G4 < Gi, la proposicion anterior se puede refinar
para dar informacion sobre los cocientes G;/Gi4:
Proposicion 1.82. Sea L /K una extensién finita de campos locales con grupo

de Galois G. Sea 7 un elemento primo de L. Entonces, para cada entero
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i > 0lafuncién que asigna a cada o € G; el cociente a(w)[m € Ug) induce
por paso al cociente un monomorfismo

9i : Gi/Gipy — UD U
que no depende del primo m elegido.

DEMOSTRACION. Observemos primero que ; no depende del primo ;. En
efecto, si 7' es otro primo de L, entonces 7’ = nuwy conu € Uy y asi
o(@) /7' = a(m) /7L - o()/n,
y como o € Gi, entonces vr(o(1) — 1) > i+ 1,i.c., o(u) = 1 méd p‘L+l, ie.,
o) =+ emi porlo que o(u)/u = 1 + &' € U con & = g/u €
Op,ie,o()/u=1len Ug)/Ug+l). Se sigue que o(7') /7’ = o(wr)/mL en
U?/U?f“ y por lo tanto 1; no depende de la eleccion de .
Lafuncidn 94; esun homomorfismo ya que si o, 7 € G, entonces poniendo
u := 7(m)/m € UL observamos que
o()/u= 0"1'—(7r)/0'(1r)
() /™

por lo que
o7(m)/m = (o(w)/m)(7(m) /7)o (1) /1)
y por lo que probamos en el parrafo previo o(i)/u = 1 en U(Li)/Ug+l) y asi
or(m)/m = (o(m)/m) - (1(r)[m) en UPJULD,
lo cual muestra que 1; es un homomorfismo.
Finalmente, si ¢i(c) = o(7)/7 =1 en U(Li)/Ug+l), entonces o(w)/m €

Ug+l) y asi, por la proposicion previa o € G;,1, i.e., 0 = len G; /G4, i.e.,
Ui es inyectiva. a

1.9 Anexo 1: Extensiones de Galois infinitas

Sea k un campo y sea k° una cerradura separable de k. Sea G, := Gal(k*/k)
el grupo de Galois correspondiente. La extension k°/k en general es de grado
infinito, pero contiene (y de hecho ecsta generada por) todas las extensiones
finitas de Galois de k; probaremos en csta seccion que

Gal(k* /k) = l‘l'r_n Gal(K /k)
K
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1.9. Anexo 1: Extensiones de Galois infinitas

(el limite inverso de los grupos de Galois de las subextensiones finitas de Galois
K/k). Asi, Gal(k*/k) es el limite inverso de grupos finitos, i.e., es un grupo
profinito y viene equipado con una topologia natural, la topologla de Krull,
donde la identidad 1 € Gal(k*/k) tiene una base de vecindades consistente de
subgrupos normales, a saber, los subgrupos

Gk = Gal(k*/K) C Gal(k’/k)

donde las K/k son extensiones finitas de Galois contenidas en k*/k. Es decir,
para cada o € Gy las clases laterales oG g forman una base de vecindades de
o, donde K/k recorre el conjunto de todas las subextensiones finitas de Galois
de k*/k. Con esta topologia, la operacién de grupo de Gx = Gal(k*/k)

Gr X Gy — Gy, (o, T)— o1

es continua ya que la imagen inversa de un basico abierto o7G g de ot contiene
a la vecindad abierta 0G g x TGk de (o, 7). Similarmente, la operacion

Gy — Gy, P

es continua, de tal forma que G, = Gal(k® /k) es un grupo topoldgico y de
hecho:

Teorema 1.83 (Krull). Si {)/k es una extensién de Galois (finita o infinita),
entonces el grupo de Galois G = Gal(§)/k) es Hausdorff y compacto con
respecto a la topologia de Krull.

DEMOSTRACION. (1): Sean o # T en G. Entonces existe una subextension
finita de Galois K/k de §)/k tal que o|x # 7|k, es decir, oGal(§}/K) #
TGal(f)/K), y por lo tanto oGal({)/K) N 7Gal(2/K) = 0 (ya que las clases
laterales son disjuntas), i.e., G es Hausdorff.

(2): Para mostrar que G es compacto, consideremos el homomorfismo

h: G — [] Gal(K/k)
K

dado por: o — Hal k. donde K/k recorre todas las subextensiones finitas

K
de Galois de Gal(§)/k). Los grupos finitos Gal(K/k) se consideran discretos
(y por lo tanto, compactos), de tal forma que su producto es compacto por el
teorema de Tychonoff.
El homomorfismo h es inyectivo ya que o|x = 1 para toda K implica
claramente que o = 1.
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Los conjuntos
U= [] Gal(k/k) x {7).
K#Ko
donde Ko/k escualquier subextensicn finitade Galoisde () /k y& € Gal(Ko/k),
forman una sub-base de vecindades abiertas del producto H Gal(K/k).

K

Ahora, como Gal(Ky/k) es un cociente de G = Gal({)/k), sio € G es un
levantamiento de &, entonces h~!(U) = oGal()/Kp), lo cual muestra que h
es un homomorfismo continuo.

Mas ain, como h(ocGal({2/Ko)) = h(G)N U, entonces h es una aplicacion
abierta.

Mostraremos que h(G) es cerrado: en efecto, para cada par L' O L de
subextensiones finitas de Galois de 2 /k consideremos el conjunto

My = {]‘[o,( € [[ Gal(k/k) : ol = UL}_
K K

Es claro entonces que
h(G) = m MLI/L.
L'DL
Mostraremos que cada M/ es cerrado: si Gal(L/k) = {on....on}y
S; C Gal(L' /k) es el conjunto de extensiones de o; a L', entonces

My =L"J ( [T Gal(k/k) x Si x {a;}) :

i=] \K#L'.L

lo cual muestra que M;/; es cerrado; se sigue que h(G) es cerrado y asi
h es un homeomorfismo de G en un subconjunto cerrado h(G) del producto
H Gal(K/k) y por lo tanto es compacto. a
K

Asi, dado un campo k, al considerar el grupo de Galois Gy = Gal(k®/k) ya
estamos considerando todos los grupos de Galois finitos Gal(K/k), y entonces
k* [k es el objeto mas importante en teoria de Galois. Sin embargo, se tiene el
problema de que el teorema principal de la teoria de Galois, la correspondencia
entre las subextensiones de k*/k y los subgrupos de Gal(k* /k) ya no es valida en
su forma usual (véase el ejemplo 24 al final de esta seccion) y debe reformularse
tomando en cuenta la topologia natural (de Krull) de Gy. Luego de esta
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1.9. Anexo 1: Extensiones de Galois infinitas

consideracion, el teorema principal de la teoria de Galois se puede formular
ahora como sigue:

Teorema |.84. Sea ()/k una extensién de Galois (finita o infinita) con grupo
de Galois G = Gal({)/k). Entonces:

(1) La funcién
K — Gal(Q)/K)
establece una biyeccion entre el conjunto de todas las subextensiones K [k de

O /k y el conjunto de todos los subgrupos cerrados de G = Gal({}/k). La
inversa de esta funcion es la aplicacion

H —_— QH,

donde H C G = Gal()/k) es un subgrupo cerrado y Q" C () es el campo
fijode H.

(2) Los subgrupos abiertos de G = Gal(§}/k) corresponden a subextensiones
finitas de ) /k.

DEMOSTRACION. (i): Notemos primero que un subgrupo abierto H de G =
Gal({)/k) también es cerrado ya que es el complemento de la unién de sus
clases laterales (que son abiertas) distintas de H en Gal({)/k).

(il): Ahora, si K/k cs cualquier subextension de )/k y si {K;/k} cs la familia
de todas las subextensiones finitas de K/k, entonces K = |J; K; y por lo tanto

Gal(/K) = () Gal(/K,),

donde las K;/k recorren las subextensiones finitas de K/k. Ahora, cada K;
esta contenido en alguna extension finita de Galois L; de k (por ejemplo, en su
cerradura normal) y asi

Gal(Q)/Ki) 2 Gal(QY/L;),

y por lo tanto cada o € Gal(f}/K;) tiene la vecindad abierta oGal({}/L;) C
Gal(f)/K;) y consecuentemente Gal({}/K;) es abierto en G. Por (i) se sigue
entonces que Gal({)/K;) también es cerrado y asi Gal({2/K) = ; Gal(Q}/K;)
es cerrado y por lo tanto la funcidn del teorema tiene imagen donde debe.

(iii): La funcién K +— Gal({)/K) es inyectiva ya que si K es cualquier campo
intermedio:
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B
d

k

entonces {}/K también es Galois, y por lo tanto K = QG A, si
Gal(Q)/K) = Gal(Q)/K’) entonces

K = QGal(ﬂ/K) — QGal(ﬂ./K’) — KI

(iv): Para la suprayectividad tenemos que probar que si H es un subgrupo
cerrado de Gal({)/k) entonces H = Gal(€)/K), donde K = Q¥ es el campo
fijo de H. Claramente H C Gal({)/K) = Gal(Q2/Q¥). Reciprocamente, sea
o € Gal(}/K). SiL/K esunasubextensién finita de Galois de {}/ K, entonces
oGal(f)/L) es una vecindad abierta basica de o en Gal({2/K). Consideremos
ahora el diagrama siguiente:

H

Gal(Q}/K) ;’ Gal(L/K)

donde observamos que Gal(L/K) ~ Gal({}/K)/Gal(}/L) y ¢ es el epimorfis-
mo canénico. Afirmamos que la composicion 6 es un epimorfismo. En efecto,
si 0(H) = H C Gal(L/K), como este ultimo grupo es finito, por teoria de
Galois de extensiones finitas existe un campo intermedio K C L% C L tal que
Gal(L/L") = H y se tiene que

KcLi=LHcal =g

por loque K = LH y asi H = Gal(L/K).

Se sigue que, para ¢ € Gal({}/K), su imagen ¢ € Gal(L/K) — H
proviene, bajo 6, de un 7 € H, i.e., existe 7 € H tal que 7|, = a|L y por
lo tanto 7 € H N oGal(Q}/L), i.e., H N oGal(}/L) # @ y consecuentemente

98



1.9. Anexo 1: Extensiones de Galois infinitas

o pertenece a la cerradura de H, i.e., 0 € H ya que H es cerrado por hipétesis;
se sigue que H = Gal(2/K), lo cual prueba la suprayectividad requerida, y
esto finaliza la demostracion de la parte (1).

Para la parte (2), si H es un subgrupo abierto de Gal({)/k), entonces por
la observacion al principio de la demostracion, H también es cerrado y asi
es de la forma H = Gal()/K). Ahora, Gal(2/k) es la unién disjunta de
las clases laterales abiertas de H y como Gal({)/k) es compacto, entonces un
nimero finito de estas clases laterales debe cubrir a Gal({)/k), y como las clases
laterales siempre son ajenas entre si, entonces el nimero de clases laterales de
H en Gal(§)/k) es finito, i.e., H = Gal(}/K) C Gal(/k) es de indice finito
y esto implica que K /k es de grado finito. a

1.9.1 Grupos profinitos

En la seccidn anterior vimos que el grupo topoldgico G = Gal({}/k) tiene la
propiedad de que su identidad 1 € G tiene una base de vecindades consistente
de subgrupos normales N C G. Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definicion 1.85. Un grupo profinito es un grupo topolégico G que es Haus-
dorff, compacto y tiene una base de vecindades abiertas de la identidad 1 € G
consistente de subgrupos normales.

Observaciones: (1). La dltima condicion es equivalente a la condicion de que
G es totalmente disconexo, i.e., todo elemento de G es su propia componente
conexa.

(2). Necesitaremos usar mas adelante los hechos siguientes acerca de grupos
topoldgicos en general: sean G un grupo topoldgico y H la interseccion de
todas las vecindades del elemento neutro 1 de G. Entonces:

(i) H es un subgrupo de G.

(ii) H esla cerradura {1} de {1}.

(iii) G/ H es Hausdorff.

(iv) G es Hausdorff si y solosi H = 1.

La parte (i) se sigue de la continuidad de las operaciones de grupo. Para
(ii) se tiene que: a € H & a € U, para todas las vecindades U del 1 € G,
y esto dltimo sucede si y sélo sia € {1}. Notamos ahora que (ii) implica que
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las clases laterales de H son cerradas y por lo tanto los puntos son cerrados en
G/ H, por lo que G/ H es Hausdorff. La parte (iv) se sigue de (iii) y (ii).

Ejemplo 20. Ademas de los grupos de Galois G = Gal({}/k) anteriores,
obviamente los grupos finitos G con la topologia discreta, son grupos profinitos.
Veremos a continuacion que los grupos profinitos generales no estin muy
lejos de los grupos finitos; de hecho un grupo profinito es el limite inverso
(proyectivo) de grupos finitos:

Teorema 1.86. (1) Si G es un grupo profinito y N recorre la familia de
subgrupos normales abiertos de G, entonces

G~ ll:_m G/N,
N
(isomorfismo y homeomorfismo).

(2) Reciprocamente, si {Gi, fij} es un sistema inverso de grupos finitos, con la
topologia discreta, entonces

es un grupo profinito.

DEMOSTRACION. Observemos primero que si H <1 G es un subgrupo abierto
normal, como G es compacto N sdlo puede tener un nimero finito de clases
laterales en G ya que estas clases laterales forman una cubierta abierta disjunta
de G. Asi, el cociente G/N es un grupo finito y por lo tanto el limite en (1) es
de grupos finitos.

Para demostrar (1), sea G un grupo profinitoy sea N :== {N; : i € I} la
familia de abiertos normales de G. Asi, cada G; := G/N; es un grupo finito.
Ordenemos la familia N (mas bien, al conjunto de indices /) mediante: i < j
si N; 2 Nj, de tal forma que (/, <) es un conjunto dirigido y ademas tenemos
las proyecciones candnicas

f,-j : Gj=G/Nj -—»G/N,' = Gij

siempre que i < j. Se tiene entonces un sistema inverso {G;, fi;} de grupos
finitos y mostraremos que el morfismo natural

f:G — limG;
i€l
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dado por: o +— [];c; 0i, donde o; := o médd (N;), es un isomorfismo y un
homeomorfismo.
Para comenzar, f esinyectiva ya que su nicleo es la interseccion ﬂ Ni, la
iel

cual es {1} porque G es Hausdorff.
Mostraremos ahora que f es continuo: los conjuntos

US = HG,' X H{IG,}
igS i€S
forman una sub-base de vecindades abiertas del 1 en H Gi, donde S recorre la
i€l
familia de subconjuntos finitos de /. Se tiene entonces que
fTHUsNlimG) = | Ni,
iel i€s
y por lo tanto f es continua.

Observemos ahora que como G es compacto, la imagen de f es cerrada en
lim G;. Y por otro lado, esta imagen es densa ya que si
—

o=[[oiclimG;
iel

y o (UsNlim G;) es una vecindad abierta basica de &, entonces podemos elegir

un ¢ € G tal que, bajo el morfismo G -+ G/Ni (donde Ny = ﬂ N)),
i€s

va a dar a gy, de tal forma que o0 méd (N;) = o; paratodai € S, ie,

f(o) € TUs N l}'_r_n G;). Se sigue que f(G) es denso en l}ln Gi, y por lo

U

tanto f(G) = limG;,i.e., f es suprayectiva.

—

i

Ahora, como G es compacto, f manda cerrados en cerrados y por lo tanto
f es una funcion abierta. Se sigue que
f:G — 1limG;
iel

es un isomorfismo y un homeomorfismo.

Para (2), sea {Gi, fij} un sistema inverso de grupos finitos. Considerando
a los grupos G; como espacios topoldgicos discretos y por lo tanto compactos,
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se sigue que el grupo G := l}'l_n G, es un subgrupo cerrado del grupo topoldgico
i€l
Ilies Gi, el cual es Hausdorff y compacto y por lotanto G también es Hausdorff

y compacto. Mas atn, si
U s = H G,‘ X H H,',

igs i€S
donde S es un subconjunto finitode / y H; <G es un subgrupo normal, entonces
los subgrupos normales

UsNG
forman una base de vecindades abiertas del 1 € G, i.e.,, G es un grupo
profinito. a

Corolario 1.87. Sea G un grupo profinito. Si H es un subgrupo cerrado de
G, entonces
H~limH/HNN,
i
donde los N; recorren la familia de subgrupos normales abiertos de G.

DEMOSTRACION. Si U; es un subgrupo abierto normal de H, entonces U; =
Vi N H para alguna vecindad abierta V; del 1 en G. Ahora, como G es compacto
totalmente disconexo, entonces V; contiene un subgrupo abierto normal N;, y
por lo tanto N; N H C U;. Hemos mostrado asi que la familia {N; N H} es
cofinal en la familia de todos los subgrupos abiertos normales U; de H. Se
sigue que

lllnH/H NN; ~ l}'LnH/U,- ~ H.

El dltimo isomorfismo es el del teorema anterior. (]

Corolario 1.88. Sea G un grupo profinito. Si H es un subgrupo cerrado de
G, entonces
G/H ~1limG/N;H,
i
donde N; recorren la familia de subgrupos normales abiertos de G.

DEMOSTRACION. Mostraremos primero que G/H es profinito. Claramente
G/H es compacto. Resta mostrar que es totalmente disconexo. Para esto, sea
x € G — H arbitrario. Entonces, para cada h € H existe una vecindad abierta
y compacta Vi, C H que no contiene a x ya que G es totalmente disconexo. Se
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sigue entonces que H C U Vi y como H es compacto (porque es cerrado en

heH
el compacto G), entonces H C V4, U--- UV, =: V (una subcubierta finita).

Asi, V es abierta y compacta y contiene a H perono a x. Se sigue que G/ H es
totalmente disconexo.

Habiendo ya mostrado que G/ H es profinito, como los subgrupos normales
de G/H sonde la forma N;H/H donde los N; son subgrupos normales de G,
entonces, por el teorema anterior aplicado a G/ H, tenemos que

G/H = 1im(G/H)/(N; H/H) ~ lim G/N; .
i i

O
Ejemplos de grupos profinitos

Ejemplo 21. El grupo de Galois Gal({)/k) de una extension de Galois {2/k esun
grupo topoldgico Hausdorff y compacto, por el teorema de Krull, en el cual los
subgrupos de la forma Gal({2/K) (que son normales), para K /k una extensién
de Galois finita, forman una base de vecindades abiertas del 1 € Gal({2/k), i.e.,
Gal({1/k) es un grupo profinito y de hecho como

Gal(f)/k)/Gal(§)/K) ~ Gal(K/k),
entonces, por el teorema anterior

Gal(€2/k) = lim Gal(K/k).
K

Ejemplo 22. Si p € Z es un primo, entonces los grupos Z/p"Z, paran € N,
junto con los morfismos naturales Z/p"Z — Z/p™Z para n > m, forman un
sistema inverso:

- Z/p"Z S 2 p" T - 2 p" T — - = 2 pZ
cuyo limite inverso es, por el ejemplo 17 después de (1.59),

Z, :=imZ/p"Z,

m

el cual es un grupo profinito, que de hecho es un anillo: el anillo de enteros
p-ddicos.
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Ejemplo 23. Los grupos (de hecho, anillos) Z/nZ, n € N, junto con las
proyecciones canénicas Z/nZ — Z/mZ siempre que m|n (i.e., ordenamos N
mediante la division), forman un sistema inverso cuyo limite

~

Z :=limZ/mZ
m
es un grupo profinito, que de hecho es un anillo: el anillo de Priifer, y es la
completacion de Z. Noétese que se tienen isomorfismos

Z/nZ ~ Z/nZ.

También, si cada natural n se descompone como producto de primos n =
H p"?, entonces, por el teorema chino del residuo, se tiene una descomposicion

P
7~ HZP.
I)

Ejemplo 24. Si F, es un campo finito y ]F‘;’ es una cerradura algebraica de [,
entonces
Gal(Fg /F,) = lim Gal(F» /F,)
donde n € N. Ahora, sabemos que cada Gal(F /F,) es ciclico de or-
den n (generado por el automorfismo de Frobenius correspondiente) y asi
Gal(F g /IF,) ~ Z/nZ. Se sigue que
Gal(Fy /F,) ~ lim Gal(F » /F,) ~ im Z/nZ = Z.
n n

Obsérvese ahora que si Fr es el Frobenius de F;’ y
®=(Fr)={F" : neZ}
es el subgrupo ciclico de Gal(IF‘;’ /) generado por el Frobenius, entonces
F® = F, = )OI /Fo),

ie, Py Gal(ll‘“‘;’/qu) tienen el mismo campo fijo; sin embargo, observamos
que mandando al Fr € ® al 1 € Z se tiene un isomorfismo ® ~ Z y asi
® S Gal(Fg'/F,) ya que Z G Z. El problema es que ® no es un subgrupo
cerradode Gal(]F‘;’ /F4). Poresto tiene que corregirse la formulacién del teorema
principal para extensiones de Galois infinitas.
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1.10 Anexo 2: Traza, norma y discriminante

En este anexo recolectamos algunos resultados sobre la norma, traza y discrimi-
nante de una extension de campos que usamos en el texto, tanto en este capitulo
como en los restantes. Si K/k es una extension finita de campos y n = [K : k],
dado un elemento o € K sea L, : K — K la funcién dada por multiplicacion
por el elemento a, i.e., sia € K sedefine L,(a) := «a-a. Esfacil ver que L, es
una aplicacidn k-lineal. Ahora, si B es una base de K sobre k y si 3’ esotra base,
sean [L,)g y [L)p’ las matrices asociadas a L, en las bases B, B’ respectiva-
mente. Si A es lamatriz de cambio de base, se tieneque [L,]g = A L,s A.
Se sigue que det[L,]g = det[Lqlp y que Tr[Lqls = Tr[L )8/, de tal forma
que se puede definir det(L,) y Tr(L,) usando cualquier base de K /k.

Definicion 1.89. Si K/k es una extension finita de campos, dado cualquier
elemento a € K, se definen su norma Nk, (a) y su traza Trg/,(a) mediante

Nip(a) :=det(Ly) y  Trgpla) :=Tr(La).

El lema siguicnte resume algunas propiedades elementales de la norma y
traza que se siguen directamente de las propiedades del determinante y traza de
una matriz:

Lema 1.90. Sea K /k una extension finita de campos de grado n = (K : k).

(1)Si a € K, entonces Trg i (a) € kylafuncion Trgy : K — k es unmorfismo
aditivo; mds aun, es k-lineal.

(2) Si a € k, entonces Trg () = na.

(3) Si a € K*, entonces Nk (a) € k* y la funcion Nk, : K* — k* es un
morfismo multiplicativo.

(4) Si a € k, entonces Nk (a) = o”.

(5) Si x(x) = X* + by 1 X"~ + - - + by es el polinomio caracteristico de L,,
entonces la traza y la norma de a estdn dadas por

Nkp(a) = (=160 y  Trgple) = —bu-1.
O

El resultado siguiente muestra que si conocemos el polinomio minimo de
un elemento a € K, entonces es facil calcular lanorma y traza de ese elemento.
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Proposicion 1.91. Sea K/k una extensicon finita de campos de gradon = [K :
kl. Sia € Ky p(x) = Im(a, k) = x™ + a1 X"~ + - - - + ag es el polinomio
minimo de a sobre k, entonces

Ngp(a) = (—1)"08/’" y  Trgpla) = _%am—l-

DEMOSTRACION. Sea ¢ : K — Endi(K) = Hom(K, K) la aplicacion
@(a) = Lqo. Es facil ver que Layg = Lo+ Lg y que Lag = Ly o Lg,
de tal forma que ¢ es un morfismo de anillos. Mas ain, sia € ky a € K,
entonces L,, = al,, de tal forma que ¢ es k-lineal. Noétese que como el
anillo K es un campo, entonces ¢ es inyectiva ya que no es el morfismo cero.
La inyectividad de ¢ implica que el polinomio minimo de « y el polinomio
minimo de L, son iguales.

Abora, si x(x) = X" + b,_1x"~! +. .. 4 by es el polinomio caracteristico de
L ,, entonces, por el teorema de Hamilton-Cayley, el polinomio minimo divide
al polinomio caracteristico y ambos tienen los mismos factores irreducibles.
Asi, como p(x) = Iir(e, k) es irreducible, comparando grados se sigue que

x(x) = p(x)*/™,

donde notamos que m|n ya que m = [k(a) : k] y k(c) es un campo intermedio
de la extensién K /k (que tiene grado n = [K : k]).

Finalmente, por el lema anterior, N/ (@) = (—1)"bo y Trgjx(a) = —bp—1,
y como x(x) = p(x)"/"', entonces by = ag/ " yby_ = (n/m)am—1, de donde
se sigue el resultado deseado. a

Corolario 1.92. Si K/k es una extension finita'y o, B € K tienen’ el mismo
polinomio minimo, entonces tienen la misma norma y la misma traza.

O

En ocasiones es facil obtener el polinomio minimo de un elemento « y asi
es facil calcular su traza y su norma por el resultado anterior. Sin embargo, en
otras ocasiones es dificil hallar el polinomio minimo de un elemento y por lo
tanto se necesitan otros métodos para calcular su norma y traza. A continuacién
veremos que para extensiones de Galois se tiene una descripcion de la traza y
norma en términos del grupo de Galois correspondiente y como consecuencia
obtendremos también una propiedad de transitividad para la norma y la traza.
Antes necesitaremos el lema siguiente:
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Lema 1.93. Sea K/k una extension finita totalmente inseparable.
(1) Si a € K, entonces alX* ¢ k.

(2) Mds generalmente, si N/k es cualquier otra extension finita de Galois y si
a € NK, entonces aX*! ¢ N.

DEMOSTRACION. (1): Sean = [K : k]. Sia € K ysicar(k) = p,
como a es totalmente inseparable, entonces el polinomio minimo de a tiene
una sola raiz, i.e., es de la forma Irr(a, k) = xP" —b = (x — a)”", donde
p" = gr(lir{a, k)) = [k(a) : k] y por lo tanto alt@*l = p < k. Asi, como
[k(a) : k] divide a [K : k] = n, entonces a" € k.

(2): Como N/k es Galois, entonces N N K es una extension separable de k y
como K/k es totalmente inseparable, entonces N N K = k. Por el teorema de
las irracionalidades naturales, Artin [2], se sigue que [NK . K] = [N : k]. Por
lo tanto, en el diagrama

NK

/

N K

se tiene que [NK : N] = [K : k].
Finalmente, la extensién NK /N es totalmente inseparable y asi, por la parte
(1), se debe tener que alKkl = gINK:N) ¢ N paratodo a € NK. a

El resultado principal es:

Teorema |.94. Sea K /k una extension finita de grado n y denotemos su grado
de inseparabilidad mediante [K : k)i. Sean oy,..., o, los r distintos k-
monomorfismos de K enuna cerradura algebraica k® de k. Sia € K, entonces:

[K:kL
(1) Ngje(a) = (H Uj(a))
J

) Trgp(@) = [K k)i - ) o j(a).
J
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DEMOSTRACION. Recordemos que si S es la cerradura separable de k en K,
entonces r = [S : k] y [K : k]; = [K : S] de tal forma que r[K : k]; =
[K : k] = n. Sean oy, ..., o, los r distintos k-monomorfismos de K en una
cerradura algebraica k% de k; para a € K consideremos el polinomio siguiente
(con coeficientes en k%):

, [K:k]l
glx) := <H(x - U'j(a)))

j=1
Obsérvese que el grado de g(x) es r[K : k); = [K : k] = n. Probaremos ahora
que:

(i) g(x) € k[x],
y
(i) g(x) tiene las mismas raices que p(x) = Lrr(a, k).

Suponiendo que esto ya ha sido probado, se sigue que p(x)|g(x) y como
todas las raices de g(x) son raices de p(x), entonces el unico factor irreducible
de g(x) es p(x) y por lo tanto g(x) = p(x)"/ " donde m = gr(p(x)). En la
demostracién de (1.91) se mostré que p(x)*™ es el polinomio caracteristico
x(x) del morfismo L, y consecuentemente g(x) = x(x). Por lo tanto, si
g(x) = x" + cu_1X* 71 4+ -+ + co, por (1.91) se tiene que

Ngp@ =(=1)'co y  Trgp(a@) = —ca1-

Fina‘lmcnte, por la definicidn (x) de g(x) se tiene que

, K:K]i . [K:k)
(H(—a,-(a))) = (—1ytoH (H a,-(a))

Il

€0

-
1 = —[K k)i Z oj(a)
j=1
lo cual nos da las féormulas deseadas para la norma (ya que (—1)y1Kk = ="
y para la traza. Resta entonces probar las afirmaciones (i) y (ii).

Comenzamos con (ii): nétese primero que cada raiz o j(a) de g(x) es una
raiz de p(x), ya que cada o j es un k-monomorfismo y como a = id(a) = oo(a)
es raiz de p(x) = Irr(a, k), entonces también o j(a) es raiz de p(x) ya que o
fija a k. Por otra parte, si b € k% es una raiz de p(x), entonces, por la unicidad
de los campos de descomposicién, existe un 7 : k9 — k¥ tal que 7(a) = b, y
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como 7|x es uno de los o, digamos 7|, = oj, entonces b = 7(a) = oj(a), ic.,
b = o{(a) es raiz de g(x). Esto prueba (ii).

Para probar (i), sea N la cerradura normal de S/k. Entonces N/k es Galois
y por lo tanto separable. También KN/K es Galois y, por el teorema de las
irracionalidades naturales, Artin [2], [KN : K] divide a [N : S]. Se sigue que
[KN : N]divide a [K : S] = [K : k]; yaque

[KN :N]JIN:S]=[KN:S]=[KN:K][K :S].

Abhora, la extension KN/N es totalmente inseparable ya que K/S lo es. Por el
lema (1.93) previo, para ¢ € KN se tiene que c/K*l ¢ N.

Por otra parte, como KN es la composicion de una extension de Galois de
S y una extension totalmente inseparable (y por lo tanto nortnal) de S, entonces
KN/S es normal y consecuentemente se tiene que o j(K) C KN para toda j, y
por lo tanto, ya que a € K, entonces o j(a) € KN y como por el lema previo
(KN)IKk C N se sigue que (rj(a)lx:”‘ € N, i.e., los coeficientes de g(x) estan
en N. Notemos ahora que si 7 es cualquier elemento de Gal(k* /k), entonces

{@olk. ....Go)|k} = {0, .... 0},

de tal forma que 7(g) = g y por lo tanto los coeficientes de g(x) estin en el
campo fijo de Gal(k? /k). Observamos ahora que este campo fijoes la cerradura
totalmente inseparable de k en k%, ya que k¥ /k es normal. Se sigue que los
coeficientes de g son inseparables sobre k. Por otra parte, como los coeficientes
de g(x) estan en N y N/k es separable, entonces estos coeficientes de g son
separables sobre k y por lo tanto son separables e inseparables sobre k y asi
deben estar en k, i.e., g(x) € k[x] como se queria. a

Obsérvese ahora que si K /k es Galois de grado n, entonces, con la notacién
anterior r = ny [K : k]; = 1 (ya que K/k es separable). El corolario siguiente
es entonces inmediato:

Corolario 1.95. Si K/k es una extension finita de Galois y G = Gal(K/k),
entonces para todo a € K se tiene que:

(1) Nigpl@) =[] ola.

geCG

2) Trgpla) =Y o(a). 0O

g€eG
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Ejemplo 25. Sea k un campo de caracteristica # 2 y sea K = k(\/d) para
algin d € k — k*. Entonces Gal(K/k) = {id, o}, donde o es la conjugacion
o(v/d) = —/d. Entonces

Nip(a+bvVd) = (a+bVd)a —bVd) = a* — b*d

Trgp(a + bV/d) = (a+bVd) + (a — bVd) = 2a.

Ejemplo 26. Sea k un campo que conticne una raiz primitiva n-ésima de la
unidad w y sea K/k la extension de grado n dada por K = k({/a)cona € k—k".
Entonces, existe un automorfismo o de K tal que o(y/a) = wy/ay por lo tanto
el orden de o es n, de tal forma que Gal(K/k) = {o, 02, ..., o" = id} es
ciclico generado por o. Setiene entonces que

Nk (¥/a) o’(Vaya'(/a)- - - " (/a)
Vawia - o"'va
wn(n—l)/Z(\VE)n

W"=D/2,

Obsérvese ahora que si n es impar, entonces n(n — 1)/2 es miltiplode n y

por lo tanto @™#~1/2 = |, Por otra parte, si n es par entonces n(n — 1)/2 no
2

es maltiplo de n y asi @"®*~1/2 £ 1; sin embargo, (w"("‘”/z) = 1y por lo

n(n—1)/2 _

tanto w —1. Se sigue que

W"=D/2 1 sinesimpar | _ (— 1)+
—1 sinespar
y asi Ng(9/@) = (= 1)*Ha.
Para la traza observamos que w es raiz del polinomio
x" =1

x —1

=l+x+--+27!

y por lo tanto
Trgp(Va)=Va+wya+ -+ Wa=(l+w+ -+ " Ha=0.

Nétese que este célculo de la norma y traza de y/a se pudo haber hecho
observando que el polinomio minimo de /a es x"* — a.
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En los ejemplos anteriores calculamos la norma y traza de un elemento
primitivo de la extension K/k, i.e., de un elemento a € K tal que K = k(a).
Si uno quisiera calcular la norma y traza de un elemento b € K que no genera
a K sobre k, nuestros calculos se podrian complicar; sin embargo, el resultado
siguiente nos dice que esto se puede facilitar usando la transitividad de lanorma
y traza para torres de campos:

Teorema 1.96. Si K D M D k es una torre de extensiones finitas, entonces:
(1) Nk = Nmpro Nim-
(2) Trgp = Trmpn o Trgym-

DEMOSTRACION. Sea k% una cerradura algebraica de k y sean oy, ..., 0, los
r distintos k-monomorfismos de M en k% y sean 7y, ..., 75 los s distintos M-
monomorfismosde K en k?. Por launicidad delos campos de descomposicién,
podemos extender cada o; y cada 7; a automorfismos g, 7; : k@ — k4. Cada
o;7j es un k-monomorfismo de K en k?; de hecho, cualquier k-monomorfismo
pde K en k¥ es de esta forma ya que p|p : M — k? tiene que ser uno de los
o;, y por lo tanto la funcién b"i'lp es un k-monomorfismo de K en k% que fija
a M y asi debe ser de uno de los 7}, i.e., &,._'p = 7j de tal forma que p = o;7;
para algun j.
Ahora, si a € K entonces, por el teorema previo,

[KIk]‘ [KIM][
Ngp(a) = | [[6imj(a) y  Ngm@=|]]r@
iJj J
de donde se sigue que
(k:M),\ (MKED
Nyjx(Ngm(a)) — HU.‘ H‘fj(a)
i J
[K:M),[M:k);
[Iemi@
ij
(K:k]
(ITp@) ™
—  Ngp(a).

Un calculo similar prueba la férmula para la traza. O
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Como una consecuencia de este teorema, se tiene que la existencia de un
elemento con traza no cero es un criterio para separabilidad:

Corolario 1.97. Una extensidn finita K [k es separable si y sélo si el morfismo
Trx/i : K — k no es el morfismo cero. Mds alin, en este caso la traza Trg ), es
suprayectiva.

DEMOSTRACION. Si K /k es separable, sea N la cerradura normal de K/k. Por
el teorema anterior sabemos que Try/, 7# O implica que Trg; # 0, de tal
forma que basta probar que Try/, # 0. Para esto, pongamos Gal(N/k)
{on, ..., o,}. Entonces, por el corolario (1.95) para a € N se tiene que

Tryji(a) = Z oj(a),
J

pero como los ¢; son independientes por el teorema de Dedekind, entonces
existe un a € N tal que 3°;0j(a) # 0, i.e., tal que Tryx(a) # 0.

Reciprocamente, supongamos Try/, # 0. Si K/k no fuera separable, para
comenzar se tendria entonces que car (k) = p > 0. Sea S la cerradura separable
de k en K. Entonces S # K y K/S es una extension totalmente inseparable, de
tal forma que [K : S] = p' para algin 1 > 1.

Ahora, si a € K, por el teorema anterior Trg/(a) = Trgy, (Tr,(/s(a)).

Por otra parte, si y, ... , o, son los r distintos S-monomorfismos de K en ke
entonces, por (1.94),

Jj=1

Trg/s(@) = [K : S); (Z Uj(a)>

donde [K : S}y = [K : S] = p' cont > 1 (ya que K/S es totalmente
inseparable). Pero como car (k) = p y [K : S); = p', entonces () implica que
Trgs(a) = 0 y por lo tanto

Trx/i(a) = Trgy, (Tf K/s(a)) =0

paratodoa € K, i.e, TrK/k(a) = 0 para cualquier a € K, en contradiccion con
la hipdtesis de que Trg # 0.

Finalmente, si a € K estal que Trg(a) = B # 0, B € k, entonces dado
cualquier 7y € k, como 3 # 0, podemos escribir y = 83 con 8 € k. Poniendo

112



1.10. Anexo 2: Traza, norma y discriminante

« 1= ad € K se tiene que

Trg/u(@') = Trg/(88) = 8Trg () = 88 =,

i.e., Trg/; es suprayectiva. a

Observacion. En el caso particular cuando se tiene una extension finita de
campos finitos Fg» /IF,, como estas extensiones son separables, se sigue que la
traza Try #/Fe - Fqn — Fg es suprayectiva. En este caso, también la norma es
suprayectiva:

Proposicion 1.98. SiL/K esuna extension finita de campos finitos, entonces
la norma Nt /R L — K es supruyectiva.

DEMOSTRACION. Si |[K| = g = p"yn = [L : K], entonces |L| = ¢".
Como el grupo de Galois Gal(L / K) es ciclico generado por el automorfismo de
Frobenius o : a — af, entonces la norma N = NZ/? esta dada, para a € f',
por
n-—1
N(a) H a(a) = ao(a)o¥(a) - --o" (a) = aada? - af
i=0
B AR AR

y su niicleo consiste en aquellos a € L” tales que
ot a T (@ =D/ —

y asi el niicleo esta dado por raices (¢* — 1)/(q — 1)-ésimas de la unidad y por
lo tanto su orden es < (¢" — 1)/(q — 1); se sigue que el orden de su imagen es

L N
|[Ker (N)] ~ (¢ —D/(g—=1) (¢"-1)/(g—1)
y como K" tiene orden (g—1elm(N)C K”, entonces Im (N) = K" ]

|Im (V)| =

El discriminante de una extension. Para finalizar, recordamos el concepto de
discriminante de una extension finita separable L /K de grado n = [L : K]: si
ay, ..., &, es una base de L/ K, el discriminante de esta base es

Dien, .. o) = det [Try p(aia)| €K,

donde Tr; jx : L — K es latraza de la extension.
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Recordamos que si L/K es separable de grado n y si N/ K es normal tal que
LCNyoy,...,0,: L>> Nsonlasn K-inmersiones de L en N, entonces
la traza de L /K esta dada por

Try k(@) = ) oi(a)
i=1

Yy Tryyx : L — K es un morfismo aditivo. Se sigue que si a, ..., @, es una
base de L/ K, entonces

D(ay,..., a) = [det(gi(a)))?
yaquesi M = (0i(aj)nxn Y A := M'M = (tij)nxn, donde M' es la matriz

transpuesta, como

Trp k(aiay) = Z(Tk(aiaj) = Zo'k(ai)(fk(aj) = tij,
k=1 k=1

entonces

D(ay,...,a,) .— det [TrL/K(a,'aj)] = det(t,'j)
—  det(M'M) = det(M)* = det[ai(a;)]*.

Proposicion 1.99. Sea L/K una extensién finita separable de grado n y sea
ay, ..., an una base de L/ K.

(1) Si B1, ..., Bn es otra base de L /K, entonces

D(By, ..., By) = det(A)*D(ay, ..., ay)

donde A es la matriz de cambio de base.

(2) D(ay, ..., an) # 0.

DEMOSTRACION. La matriz A = (aij) estd dada escribiendo una base en
términos de la otra: 8; = Zakjak y asi
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DBy il [det(ai (B
[det(} _ axjoi(an)))?

k=1
(det[o;(ax)][a jk]')2 por definicién de producto
(det[ai(ar)]*(detla])®
D(ay, ..., ay)det(A)2.

Para(2), recordemos que si N/K esunaextension normal finita que contiene
a L, las n K-inmersiones o; : L > N estan dadas como sigue: como /K es
separable entonces, por el teorema del elemento primitivo, existe un elemento
v € L tal que L = K(y)y si m(x) = Irr(y, K) es el ménico irreducible de
v, entonces gr(m(x)) = n = [L : K] y m(x) es separable por lo que tiene

exactamente n raices distintas: y = 7y, ..., v, en N. Se define entonces
g; : L — N mediante oi(y) := v..
Ahora, parala base 1,7,...,y"~'de L/K setiene, usando el determinante

de Vandermonde

D(1,7.....y"™") = [det(ai(y ) = [[(ai(y) — o ¥) # 0

i>j
(es distinto de cero porque gi(y) = ¥; # vj = 0 j(y) cuando i # j).
Finalmente, el resultado se sigue de la parte (1). O

La parte (1) de la proposicion anterior nos dice que para cualesquiera dos
basesde L /K sus discriminantes son iguales médulo cuadrados, i.e., soniguales
enel grupo cociente K*/(K*)*:

Definicion 1.100. Si L/K es una extension finita separable, el discriminante
de la extension es la clase lateral

Ak = D(ay,...,an) € K*/(K*),

para cualquier base ay, ..., a, de L/K.
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1.11 Ejercicios

1.

2.

10.

11.
12.

Demuestre que si K es un campo de car (K) = p > 0, entonces cualquier
valor absoluto de K es ultramétrico.

Demuestre que, en la métrica inducida por un valor absoluto ultramétrico,
todo “triangulo” es isdsceles y todo punto interior de una bola abierta es un
centro de la bola.

Sea ¢ : Q, — Q, un isomorfismo y un homeomorfismo. Demuestre que
pP=q.

Sea K, v un campo valuado discreto y px su ideal maximo. Defina la
topologia pg-adica en K tomando los conjuntos a + p% (n > 0) como
vecindades abiertas de @« € K. Demuestre que la completacion de K con
respecto a la topologia p x-adica coincide con la completacién K de K con
respecto a la valuacion v.

. Demuestre que un campo valuado discreto completo no es numerable.

Sea a € QQ, unaraiz del polinomio f(x) = x? —x—1 € Q,[x]. Demuestre
que Q,(a)/Q, es una extension normal y no ramificada de grado p.

Siu € Ug, esunaunidad y 3 es unaraiz del polinomio g(x) = xP —x—u €
Qplx], demuestre que Q,(B) = Q,(a) con a como en el ejercicio anterior.
Demuestre que Z es denso en Z,. En particular, demuestre que dados
a€Zpyn > 1,existeuna € Zcon0 < a < p"—1ltalque|a—al, < p~".
Mas aiin, este a es tinico con las propiedades anteriores.

Demuestre que para todo a € Z,, existe una sucesién {a,} en Z (con la
valuacion p-adica) tal que "ll'rgo {a,} = a y tal que:

e 0<ag, <p"—1.

® a, = a,_; (méd p"~), para todo n.

e La sucesion {a, } anterior es tinica con las propiedades anteriores.
Demuestre que Q, = Z,[1/p), es decir, demuestre que para todo a € Q,
existe un entero n > 0 tal que p"a € Z,.

Si a, B € Q, demuestre que |a — B|, < p~" siysolosia — B € p"Z,.
Considere el primo p = 7 y considere las congruencias

x> =2 méd 7.

e Paran = 1 observe que la congruencia x> = 2 mdd 7 tiene las
soluciones x =3 mdéd 7y x = —3 madd 7.
e Para n = 2 observe que cualquier soluciéon de la congruencia

x2 = 2 méd 72 al reducirla médulo 7 debe dar una solucién de
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13.

14.
15.

16.

la congruencia x> = 2 mdd 7. Encuentre las soluciones de la

congruencia x*> = 2 méd 72.

e Demuestre que para cadan > 1lacongruencia x> =2 méd p” tiene
a lo mas dos soluciones.

e Demuestre que dada una solucién a, de la congruencia x* _
2 méd 7", existe una tinica solucién a,+; de la congruencia x* _
2 méd 7**! tal que a,+1 = a, méd 7".

e Calcule algunos términos de la sucesion {a,} de soluciones de la
congruencia x* = 2 méd 7*; digamos muestre que

{a.} = (3. 10, 108 2166, ... ).

e Demuestre que lasucesién {a, } anterior es de Cauchy en la valuacién
7-adica.
e Sea a = lim {a,} € Q;. Demuestre que a € Q, es una raiz de
n—00

la ecuacién x2 = 2, ie. a = V2 € Q7. Se sigue que el campo Q;
.contiene propiamente a Q.
En forma andloga, demuestre que la ecuacién x? + 1 = 0 tiene una solucién
en Qs, i.e,que i = v—1 € Qs. Sin embargo, muestre que x*4+1=0no
tiene una solucion en Q.
Demuestre que para cada primo p, la inclusion Q C Q,, es propia.
Sea p" : Z, — Z, el morfismo de grupos abelianos dado por a — p"a.
Demuestre que para todo n > 1 se puede definir un homomorfismo
¢ : Z, — Z/p'Z tal que la sucesion de grupos abelianos siguiente
es exacta:
OHZPLZPLZ/#‘Z—»O.
Se sigue que Z,/p"Z, ~Z/p"L.
Sea p un primo racional y | |, el valor absoluto p-adico.
e Sea m un nimero natural. Demuestre que |m!|, = p~™, donde
M = [m/p)+(m/p*|+[m/p*1+---, [ ]lafuncién mayor entero.
e Concluyadeloanteriorquesi| |es el valor absoluto usual, entonces
Imt| > p~m/(p=1),
e Poniendom =ag+a;p+---+arp? con0 < a; < p, suponga que
m! = pM . N, donde p { N. Demuestre que

T
(p-—])M=m—Za,—
i=0

117



17.

18.

19.

20.

1. Campos locales

Yy que
N = (=DM ](ai!) (méd p).

Sea K,| |y un campo valuado no arquimediano y sean A el anillo de
sucesiones de Cauchy en K y M el ideal (méaximo) de A de sucesiones que
convergen a0 (véase la demostracion del teorema (1.11)). Si(a,) € A—M
demuestre que la sucesién de nimeros reales |a,|, se estaciona, i.e., existe
un N € N tal que |a,|, = |a|v paratodom,n > N.

(Lema de Krasner). Si K,| |, es un campo no arquimediano completo,
L/K es finita de Galois y @, @' € L son conjugados sobre K, demuestre
que para todo a € K se tiene que

la—alL > |a—d|L.

Sea K, | |, un campo no arquimediano completo. Si f(x) € Ok[x] es un
polinomio con discriminante d y si @ € Ok satisface que | f(@)|, < |d|?,
use el lema de Hensel para mostrar que f(x) tiene una raiz en Okg.
Sugerencia: Use el hecho de que el discriminante d de un polinomio f(x)
se puede escribir como d = u(x) f(x) + v(x) f'(x) con u(x), v(x) € Oklx].
Demuestre que la conjetura de Fermat es falsa localmente, es decir, si
p = 3 es cualquier primo impar, demuestre que para todo campo g-adico
Qq existen enteros a, B,y € Z, \ {0} tales que

aP+BP=-yP.

Sugerencias: Como p es impar, cambiando y por —vy basta probar que
la ecuacion of + BP + y? = 0 tiene soluciones no triviales en Z,. Se
tienen entonces dos casos: si g # p, considere el polinomio f(x)
xP 4 gP 4+ (—1)P, su reduccion f(x)enF 4q[x] y observe que

fO=xF =T=(x=-DE""+xP24+...4x+7),

donde 1 no es raiz del segundo factor ya que p # g = car (IFg); por lo
tanto, existe @ € F, \ {T} tal que f(@) = 0. Use entonces el lema de
Hensel. En el segundo caso, ¢ = p, de nuevo considere el polinomio
f(x) = xP 4+ p? 4+ (=1)? y su derivada f'(x) = pxP~!. Muestre
que |f(1)|p = |Pp|p = p Py If,(l)lp = |P|p = p'], por lo que
lfD], = p7? < p2 = |f’(l)|f, ya que p > 3. Aplique entonces el
lema de Hensel (1.21).
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1.11. Ejercicios

21.

22.

23.

24.

25.

Sea k un campo perfecto de caracteristica p > 0. Muestre que toda
extension finita totalmente inseparable del campo k((T)) es isomorfa a una
extension de la forma k((T9"')), donde q es una potencia de p.

Sea K,| |, un campo local con valor absoluto normalizado (i.e., |a|, =
g~"@, donde q es el orden del campo residual K) y sea s una medida de
Haar en el grupo aditivo de K (que es localmente compacto por (1.60)).
Demuestre que para todo subconjunto medible E C K y para todo a € K
se tiene que

m(aE) = Ia’v - n(E).

Sugerencias: Suponga primero que a # 0 y muestre que la homotecia
Ly, : B — af es un automorfismo del grupo aditivo de K y concluya
cntonces que L, transforma la medida de Haar  en uno de sus miltiplos
m(a)p. Después muestre que el factor m(«) es precisamente |a|,. Para
esto ultimo, como m(a) y |a|, son multiplicativos, observe que se puede
asumir que @ € Ok. Entonces, tomando E = Ok verifique que E = Ok
es la union de |Og /aOk]| clases laterales médulo aFE y por lo tanto
w(E) = |Og/aOk|u(aE), y asi m(a) = |Og/aOk|~!. Finalmente,
como |Ok/aOk| = ¢"® se sigue que

m(a) = q-v(a) = ’a’v.

Usando el ejercicio anterior y la demostracion del corolario (1.69), demues-
tre que si K es un campo local de caracteristica p > 0y m > 1 es un entero
coprimo con p (arbitrario si p = 0) entonces

[K* : K*™] = m[Ux : UR] = mqg&™ | um(K)|

donde gx es el orden del campo residual de K, u,,(K) es el grupo de raices
m-ésimasde launidaden K y v eslavaluacionde K. Sugerencia: Muestre
que [Ug? . U}é'“'"("'»] — q‘]’(x('")-

Si p # 2 es un primo impar y b € (Z,)* es una unidad tal que existe un
entero a € Z, que satisface a> = b méd pZ,, demuestre que b es el
cuadrado de un elemento de (Z,)*. Sugerencia: aplique el lema de Hensel
a x2 — b. Usando lo anterior, demuestre que [Q; : (Q;)Z] = 4. Calcule el
indice de (Q3)? en Q3.

Sea L/K una extension finita de campos valuados discretos completos tal
que la extension de campos residuales L/K es separable.
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1. Campos locales

(i) Demuestre que existe un campo intermedio L de L/K tal que L, /K
es mansa y para todo campo intermedio M de L /K se tiene que M/ K
esmansasiysolosiM C L;.

(ii) Sicar (K) = p > 0, demuestre que [L : L] es una potencia de p.

(iii) Si L/K esnormal y G = Gal(L /K), demuestre que L;/K es normal
y L es el campo fijo del grupo de ramificaciéon G; de G.

(iv) Observe que, por la parte (3) del corolario (1.58), la composicién
de todas las subextensiones finitas mansas de K contenidas en una
cerradura algebraica fija K de K es también es mansa. Esta
composicion se denota K, y se llama la mdxima extension mansa
de K. Su maximalidad implica que K,,,/K es Galois. Demuestre
que si car (K) = p > 0, entonces

Gal(K m, /K) =~ [] Z,.
a#p
26. Demuestre que, en general, la composicion de dos extensiones totalmente
ramificadas L; /K y L, /K no es totalmente ramificada.
27. SeaL/K unaextensiéntotalmenteramificadade campos valuados discretos
completos y sea 7r; un primo de L. Demuestre que

fm= [l &-om

o€Gal(L/K)

es el polinomio de Eisenstein de 7, sobre K.
28. Muchas cuestiones de andlisis en campos no arquimedianos completos
K, | |v (de caracteristica 0) son mas sencillas que sus contrapartes en R 6
C. Los resultados siguientes son en ese sentido:
(i) Elrearreglo de series y la suma de series dobles es fdcil: sia;; € K,
i,j=0,12,...,supongamos que para todo real £ > 0 existe un real
N(e) tal que |a;j|, < & siempre que max(i, j) > N(g). Demuestre
que las dos series siguientes convergen y sus sumas son iguales:

() o ()

(ii) Dada una serie de potencias con coeficientes a; € K:

fR =) ax
i=0
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1.11. Ejercicios

se puede definir su radio de convergencia R como
o 1
" lim sup |a,.|3,/’l
n—0o0

de tal forma que 0 < R < 00, todo esto en analogia con los casos
usuales de R 6 C. Sea Dy C K el conjunto de los elementos a € K
tal que la serie f(x) converge. Demuestre que:

- Si R = 0, entonces Dy = {0}.

- Si R = o0, entonces Dy = K.

- Si0 < R < 00 ysi|ay|,R* — 0, entonces

Df={a€K : |a, < R}
- Si0 < R < oo ysi|ay|,R* # 0, entonces
Df={a€K : |a, <R}.

Observe que si Rno estd en laimagende| |, : K — RU{oo},
entonces los dos conjuntos D s anteriones son iguales.

(iii) El resultado siguiente muestra que la técnica de continuacién
analitica en términos de series de potencias que se usa en la teoria de
funciones de variable compleja no se transfiere en forma directa al
analisis no arquimediano, de tal forma que tuvieron que elaborarse
otras técnicas de coninuacion analitica, debidas a Krasner (quesos
suizos) y Tate (espacios rigidos). El resultado a que nos referimos

oo

es el siguiente: Sea f(x) = Za jxj una serie de potencias con los
j=0

aj € K ysea Dy sudominio de convergencia. Si a € Dy, para cada

0 < m < oo pongamos

j f—

b,,, = E a -a’ m_
Jj2m

Entonccs, la scric

g(x) = Z b, X"

m=0

tiene dominio de convergencia Dy y ademas

fla+ a) = g(a)
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1. Campos locales

para todo a € Dy. Sugerencia: Primero note que g(x) claramente
converge y luego, dado a € Dy, evalie f(a + a) observando que
queda una suma doble y entonces use el inciso (i) anterior. Esto
muestra que D, 2 Dy. Luego invierta los papeles de f y g.

(iv) Usando el inciso anterior, muestre que una funcion f(x) definida
por una serie de potencias con coeficientes en K es continua en su
dominio de convergencia.

(v) El teorema siguiente muestra el marcado contraste con la situacion
usual de R 6 C:

Teorema (Strassmann). Sea K,| |, un campo no arquimediano
completo y sea

f =3 ax
i=0

una serie de potencias con los a; € K. Supongamos que {a;} — 0
de tal forma que f(x) converge en Ok, pero que no todos los a; son
0. Entonces, existe a lo mds un mimero finito de elementos a € Ok
tales que f(a) = 0. Mds precisamente, existen a lo mds N tales a,
donde N es el entero definido por

lay|y = max|a;|, y |laily < lan|v parai > N.

DEMOSTRACION. Por induccion sobre N. SiN =0y f(a) = 0 para
algin a € Ok, entonces

= - Z a,o”,
n>1
lo cual es una contradiccion ya que la desigualdad de (+) y N = 0
implican que

Y a,0"| < méx|apa’|, < mix|a’y < |aoly-
e n>1 n>1

Supongamos ahora que N > 0 y que f(a) = Ocon a € Ok. Sea
b € Ok. Entonces

fO) = fB) - f@ =Y at" —a = - )3 T apbla* 1.

n2>1 j<n
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1.11. Ejercicios

Por (i) podemos rearreglar esta suma en potencias de b de tal forma
que

f(b) = (b — a)g(b),

donde g(x) = ijxj con los b; = Zaﬂ.lﬂar. De (*) se sigue
que =0
bjlv < lan| para todo j
lbn_1ly = lan]|v
bl < lawl,  paraj> N 1.

Por lo tanto, | a serie g(x) satisface las hipdtesis del teorema pero con
N — 1 en lugar de N. Por hipdtesis de induccidn, g(x) tiene a lo mas
N —1ceros b € Ok ycomo f(c) = 0implicaque c = a6 g(c) = 0,
entonces f(x) tiene a lo mas N ceros, como se deseaba. O
(vi) Sean f(x), g(x) dos series de potencias con coeficientes en K tales

que convergen en Ok y ademas f(a) = g(a) para un nimero
infinito de @ € Ok. Use el teorema de Strassmann para mostrar
que f(x) = g(x), i.e., ambas series tienen los mismos coeficientes.

(vii) Supongamos ahora que car (K) = 0y sea f(x) una serie de potencias
con coeficientes en K que converge en Og. Use el teorema de
Strassmann para mostrar que si f(x) es periddica, entonces es
constante.

(viii) Determine el dominio de convergencia Dgy Dy en Q,, de las series
siguientes:

x x2 x*

_1_!+2-! +...+n-! +...

2 3

x x
1 ] —_y— ...
ogp( +x)=x 2-+-3

e Muestre que sia, b € Dg, entonces expp(a +b) = expp(a)cxpp(b).
® Muestre que si a,b € 1 + pZ,, entonces log,(ab) = log,(a) +
log, (b).
Sugerencia: La convergencia de log, es facil. Para exp p use el primer
inciso del ejercicio 16.
29. Sea K/Q, una extension finita y sean Ok su anillo de enteros y p ¢ su ideal
maximo. Extienda la definicion de las series exp,, y log,, del inciso anterior

exp,(x) =1+

x*
+(—1)n+1—+"‘
n
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1. Campos locales

a kK. Seae = e(K/Qp). Demuestre que, para n >

, las series exp,

y log,, anteriores inducen isomorfismos continuos, inversos uno del otro:

exp log
k= UP Yy Pk U
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Capitulo 2

El morfismo de reciprocidad
para campos locales

Eneste capitulo estudiaremos los grupos de Galoisdelas extensiones (de Galois)
de un campo local K, en particular de la extension K,/ K dada por una cerradura
scparable de K que, como sabemos, contiene a todas las extensiones finitas de
Galois de K. En este sentido, el objetivo es tratar de determinar la estructura del
grupo de Galois Gx := Gal(K,/K). Lateoria que desarrollaremos determinara
cl grupo G ¢ médulo su grupo conmutador, i.e., la abelianizacién G‘,’}’ del grupo
Gk, de tal forma que sdlo obtendremos informacion sobre las extensiones
abelianas de K. Esto se hara estableciendo una correspondencia entre las
extensiones abelianas L de K y ciertos subgrupos del grupo multiplicativo
K*, dados por el morfismo de norma N k. Esta correspondencia estd dada
por el morfismo de reciprocidad de Artin:

(,L/K): K* — Gal(L/K)®

que construiremos usando el método de Neukirch [30]. Comenzamos estudian-
do lanorma Nk en extensiones ciclicas de grado primo.

2.1 La norma en campos locales

En esta seccion, siguiendo a Hasse [15], estudiamos el morfismo de norma
Nk : L — K para extensiones de campos locales, en especial su accion en los
grupos de unidades superiores respectivos, enfocandonos al caso de extensiones
ciclicas L/K de grado primo, donde después de un andlisis detallado de la
accion de la norma en los grupos de unidades superiores, se obtendra como
una consecuencia importante que, cuando L/K es ciclica de grado primo 2,
entonces el grupo cociente K*/N xL* es ciclico de grado £ = [L : K];
éste es un resultado importante que incluye las llamadas dos desigualdades
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

fundamentales, que después se generalizara en (2.30) al caso cuando L/K es
abeliana, para probar que [K* : Ny /g L*] = [L : K], por una reduccién al caso
ciclico anterior.

Los lemas siguientes nos seran de utilidad para estudiar el morfismo de
norma y para comparar filtraciones:

Lema 2.1. Sean A y B grupos abelianos filtrados por subgrupos A, y B,
respectivamente, n > 0:

A=A)2A 2" B=By2B 2.
Supongamos ademds que A'y B son completos y Hausdorff en las topologias
definidas por estas filtraciones (i.e., los morfismos canénicos A — lim A/A, y
B — IELH B/ B, son isomorfismos, en particular (\,50 An = 0y 450 Bx = 0).

Seau : A — B un morfismo de grupos filtrados, i.e., un homomorfismo de
grupos tal que u(A,) C B, para toda n > 0. Sean

Un : An/Ant1 — Bn/Bnii
los morfismos inducidos por paso al cociente. Entonces:
(1) Si los u, son suprayectivos para toda n > 0, entonces u también lo es.

(2) Si los u, son inyectivos para toda n > 0, entonces u también es inyectivo.

DEMOSTRACION. (1): Sea b € B arbitrario. Como #p : Ag/A; - Bo/B; es
suprayectivo, entonces existe un ap € Ag tal que u(ag) — b = b; € B;. Ahora,
paraeste by € By como u#; : A;/A; - B;/B; es suprayectivo, entonces existe
un a; € A, tal que u(a;) + by = b, € B, y por lo tanto

u(ag + a)) — b = u(ap) — b+ u(ay) = by + u(a;) = b € B,.

Continuando de esta forma construimos dos sucesiones: {a,} en Ay {b,} en
B, tales que la serie ag + a; + - - - converge a un elemento a € A porque A es
completo y Hausdorff. Mas auin, como u(a) — b € B, paratodon > 0y como
Mn>0 Bn = 0, entonces u(a) = b.

(2): Mostraremos por induccién que Ker (¥) C A, paratoda n > 0. En efecto,
como Uy, : An/Ans1 ™ Bn/Bn41 esinyectivo, entonces

Ker (1)) NA,, = Ker (u) N Ap4y,

y por lo tanto Ker («) C A, implica que Ker (1) C A,+;. Se sigue que
Ker (u) Q ﬂnzo An =0. a
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2.1. La norma en campos locales

Lema 2.2. Sea L/K una extension finita de campos locales, separable y de
grado primo £. Siy € py, entonces

Ny k(1 +7v) =14+ Npjx(y) + Trp g () + Trp ¢ (3)
para algin 8 € Of tal que vi(8) > 2vL(y).

DEMOSTRACION. Sea G = Gal(L/K) y supongamos que y € p}. SiA C G
es un subconjunto (finito) pongamos

y* = [] oy
gEA
entonces:
) Nyx+y=[[e+wn=[[0+ct=> v
o€G o€G ACG

Si definimos n(A) := | A| (el cardinal del conjunto A), observemos que:
Sin(A) = 0, entonces A = () y el sumando correspondiente en () es 1.

Si n(A) = 1, entonces A = {o} y hay £ = |G| de estos conjuntos con un solo
elemento y los sumandos correspondientes en (*) son: Z Y7 = Try k(y)-
o€G

Si n(A) = ¢ = |G|, entonces A = G y el sumando correspondiente en () es

¥¢ =[] o) = Npjx().
og€CG

Si n(A) # 0, 1, £, entonces como G es ciclico de orden primo ¢, se tiene que
oA # A paratodo o # 1de G. Sean Aj, Ay, ..., A, los subconjuntos de G
con n(A;) > 2. Se tiene entonces que

Nex(L+9) =1+ Tex@) + Nyx) + 3> 74,

i=l o
donde
>y = Tey k(y*) € Try (P%")
o€G
yaquen(A) >2yvy €pi. a
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

2.1.1 La norma en extensiones ciclicas de grado primo

Si L /K es una extensién de campos locales, ciclica de grado primo £, entonces
poniendo e = e(L/K)y f = f(L/K),comoef = {,entonces e =1y f = ¢
6e="~Cy f = 1. Enel primer caso se tiene que L/K es no ramificada y en el
segundo caso L /K es totalmente ramificada. Este ltimo caso lo separaremos
en dos subcasos: si p = car (K), entonces p # £ 6 p = {; en el primer
subcaso L/K es mansa totalmente ramificada, y en el segundo subcaso L /K es
totalmente ramificada de grado £ = p. A continuacion describimos la accién de
la norma Nk sobre los grupos de unidades superiores U correspondientes
en cada uno de los tres casos anteriores.

Extensiones no ramificadas de campos locales. Si L/K es una extension
finita no ramificada de campos locales, como Gal(L/K) ~ Gal(L/K) y este
altimo grupo es ciclico, generado por el Frobenius, entonces L/K es ciclica.

Proposicion 2.3. Si L/K es una extension finita no ramificada de campos
locales, entonces la norma Ny jx manda Ug) en U‘(,é) paratodai > 0.

DEMOSTRACION. Sia=1+y € 1 +p} = U®, entonces por el lema (2.2):
Npjk(@) =14 Nk (y) + Trp g (y) + Trp x(8)

con 8§ € Oy tal que vy (8) > 2vi(y). Se sigue que

() Ni/k(@) =1+ Try/k(y) méd pi,

yaquevy(y) > iporque y € p"L. Ahora,como L / K es no ramificada, entonces
un primo mx de K permanece primo en L y asi pj nK = p’%, y por lo tanto
(*) implica que Ny /x(a) = 1 méd p ya que y € p} implica que o(y) € p}
paratoda o € Gal(L/K) y por lo tanto Tr ;x(y) € p7:y como Try k(y) € K,
entonces Try x(y) € py N K = pY. Pero Ny x(a) = 1 mdd p quiere decir
que Ny jg(a) =1+ 6con b € p%, y por lo tanto Nyjk(a) € U}?. a

El resultado siguiente describe la accion de la norma Ny /x con respecto a

las filtraciones U respectivas en el caso cuando L/K es no ramificada:

Proposicion 2.4. Sea L/K una extensién finita no ramificada de campos
locales de grado n. Entonces:

(1) Un elemento primo g de K también es primo de L.

128



2.1. La norma en campos locales

(2) Si Ai,r son los epimorfismos de (1.65) para el campo F, entonces los
diagramas siguientes conmutan:
Aol

Lt =il U,—T" U(') —T
NL/xl lxn NL/xl JNI/Y N,_/xl lTrL,K
7 0]
K——2Z Uk g Uy e K

DEMOSTRACION. (1) es precisamente (1.36)(3). Denotemos a este elemento
primo comiin por 7.

Para (2), como f(L/K) = n = [L : K], entonces por definicion de v, se
tiene que para todo a € L*:

1
vi(a) = ;VK(NL/K(")),

ie., vK(NL/K(a)) =n -vy(a)y por lo tanto el primer diagrama conmuta.

Para el segundo diagrama, como L/K es no ramificada se tiene un
isomorfismo Gal(L/K) ~ Gal(L/K), o — @ y por lo tanto Ny jx(a) =
Nz /?(Ei), y asi el segundo diagrama conmuta. Para el tercer diagrama, el lema
(2.2) nos dice que

Nyx(l+em') = 14 Npjglem') + Trgjg(en') + Ty jx(8)
= 1+ (Nyxe)m™ + (Try ge)m +Try x(8)
(la segunda igualdad es porque 7 € K y por lo tanto queda fijo bajo la accion
de Gal(L/K)); aqui & es tal que v.(5) > vi(em') = 2i y consecuentemente
vi(Try x(8) > 2i. Se sigue que
Npk(1+ em') =1+ (TrL/Kt:)‘rr" (méd '

ya que ni, 2i > i + 1. Usando esta congruencia, como A; (1 + e7') =z € L,
se tiene que

Aik(Np (1 +em)) — Aix(1+ (Try ge)m') (méd =)
— Trp ke (méd 't
TrE/E(E)
Trz gL (1 + &7')),
i.e., el ultimo diagrama conmuta. O
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Corolario 2.5. Si L/K es una extension finita no ramificada de campos
locales, entonces:

(1) Npyx(UP) = UP paratodai > 1.

(2)Npx(UL) = Ug.

3) K‘/NL/KL* ~ Z/nZ, donde n = |L : K].

(4) NpjgL* ~ (") x Uk, donden = [L : K]y m € K es un primo.

DEMOSTRACION. (1): Por (2.3) N, /x induce por paso al cociente morfismos
Ny - UPIUETD — URJURHY

y por la conmutatividad del tercer diagrama en la proposicion anterior, para
i > 1, se tienen entonces diagramas conmutativos:

. . AL
UpP/uptt ==L

Ny/x l jT K

UP /U ——> k

donde los morfismos horizontales son isomorfismos y la traza es suprayectiva
en campos finitos. Se sigue que la norma es suprayectiva en los cocientes
U® /Uty asi, por el lema (2.1), lanorma Ny : UY - UY essuprayectiva,
lo cual prueba (1).

Para (2), consideremos ahora el siguiente diagrama conmutativo con
renglones exactos (por (1.65)):
Ao.L

0— U — U —>[*—=0

Nijx l Nvix J lNZ/Y

0—>U$(l)_>UKE,?:_>0

donde el cuadrado de la derecha es el segundo diagrama de la proposicion previa
y el cuadrado de la izquierda conmuta porque N; ¢ manda U;‘l) en Ug) por
(2.3) y es la restriccion de la norma Ny g : Uy — Ug. Si ahora denotamos

con N', N, N” alas tres normas que aparecen en este diagrama, la sucesién
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2.1. La norma en campos locales

nicleo-conicleo del lema de la serpiente (véase Rotman [34]) asociada a este
diagrama es

0— Ker N' = Ker N — Ker N" 3 Coker N' — Coker N — Coker N —0

donde por la parte (1) de este corolario Coker (N') = Ug) /NL kU {ll)) =0,el
segundo contcleo es Ux /Ny jx(UL) y el tercer conicleo es I'd /NZ /-E(Z‘), y
por lo tanto se tiene la sucesion exacta:

7 ad

A —
0 — Ux/Npjx(UL) == K [Ng (L") — 0,

i.e., Ag,L esunisomorfismo. Elresultado se sigue del hechoque Ny /¢ : L — K
es suprayectiva en campos finitos (1.98).

Para (3), consideremos el diagrama conmutativo con renglones exactos:

0—> U, —>[*—2>Z—>0

NL/xl NL/Kl lxn

0—>Ugx —>K*5—>Z—>0

donde la sucesion nicleo-contcleo asociada satisface que
Coker (N /g : UL — Ug) = Ug/NpjxUL =0
por la parte (2). Se tiene entonces que
Coker (Ny /g : L* — K*) ~Coker (n : Z — Z),
ie., K*/NpxL* ~Z/nZ.

Para(4), laelecciéon de unelemento primo 7 de K (yde L, porlaproposicion
anterior) escinde las sucesiones exactas del diagrama anterior, donde se ha
identificado a Z con el grupo () generado por 7. Se tiene entonces que
L* ~(m) x UL y K* ~ (7) x Uk, y estos isomorfismos son compatibles con
la accion de Gal(L/K). Se sigue que

NL/K(L‘) ~ NL/K(('TT) xUp)~ (1T") X NL/K(UL) ~ (7T") x Ug
ya que 7 € K implica que Ny jx(m) = 7" a

Extensiones mansas totalmente ramificadas ciclicas de grado primo. A
continuacién consideraremos el caso de una extensién L/ K ciclica mansa de

131



2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

grado £ # p = car (K). El resultado siguiente describe la accién de la norma
Nk conrespecto a las filtraciones U @ respectivas en este caso:

Teorema 2.6. Sea L /K una extension de campos locales, ciclica de grado
primo ¢, mansa totalmente ramificada. Entonces:

(1) Para un elemento primo | de L, el elemento mx = w{ es un primo de K.

(2) Los diagramas siguientes conmutan (donde L = K):

L* vy, UL A(].L ? U;‘h) AII,L z
NL/xl lid NL/KJ jdu NL/Kl lx?
* > > T* @) >

k vk z Uk Ag,x K UK AL x K

donde A; F son los epimorfismos de (1.65), id es el morfismo identidad, ¢, es
el morfismo a +— o y xZ es multiplicacion por € € K, sii > 1.
(3) Si £4 i, entonces Ny /g U = Ny USTD
DEMOSTRACION. Como L /K es totalmente ramificada, e = [L : K] = £y asi
(1) es precisamente (1.34).

Para (2), como f = f(L/K) = 1, entonces por (1.41), paratodo a € L*
se tiene que

1
vi(a) = ?VK(NL/K(CY)) = vgN/k(a)

y asi el primer diagrama conmuta.

Para el segundo diagrama, como L/K es Galois, entonces para todo
o € Gal(L/K) y todo a € Op, usando el epimorfismo Gal(L/K) —»
Gal(L/K) = {id} se tiene que o(a) = @. Se sigue que para a € Uy :

¢
AO,KNL/K(Q) = Aok (H ai(a)) (o un generador de Gal(L/K))

i=1

i=1 i=1
@' = ¢y(@) = PrAoL(a),

y por lo tanto el segundo diagrama conmuta.
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2.1. La norma en campos locales

Para el tercer diagrama, como Op = Ok[w_], si
di e Li ol Li

podemos pensar que £ 6 Oky pbservamos que vrff = (wi)i = wk de tal forma
que 1 + swi‘ =1l+emy € U}? C K. Se tiene entonces que

Npx(1+ swi") = H a(l+ s*rr,tf) = H o(l+ a‘rr'k)
o€Gal(L/K) oeGal(L/K)
(1+ eml) yaquee € K
1 + Leml méd wif!.
Se sigue que

Ai.KNL/K(1+£7rii) — )«,',K(l-}-lfmr;()

£-
= 0. Aur(1+ wa),

y por lo tanto el tercer diagrama conmuta.

Para (3),si £t i, para 1 + 871'2 € Ug) con &€ € O, como Op = Og[m]
podemos pensar que € € Ok, y asi se tiene que

- -1
Nyx(+erl) = J[( +o/en)) = [[(1 +ea/ (7))
j=0 j=0
yaques € Ox C K
-1
- JJa +eti=))
Jj=0
ya que por (1.56)(1) o(wy) = {m,donde { € K
es una raiz primitiva ¢-ésima de la unidad.
1 —(—¢mt)
- 1= (—a)t‘rr;( ya que ‘IT;_ =Tk
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

y, similarmente,

-1 -1
Npx(1+ s7r2+1) = H(l + Uj(swiﬂ)) = H(l + 8aj(wi+'))
j=0 j=0

-1 -1
= [Ja+eda =[]0+ Emdi L)
j::O j=0
- 1- (—s*n'yn'i)l =1- (—aﬂL)lw;(
y como los lados derechos de las dos igualdades anteriores son de la misma
formaenU ;?, se sigue que los lados izquierdos estan incluidos uno en la imagen

. i+1
del otro, ie., Ny jgUP = NpyxUS. 0

Corolario 2.7. Sea L /K una extension de campos locales, ciclica de grado
primo £, mansa totalmente ramificada. Entonces:

Q)] NL/KUgi) = Ug)para i>1.
() NyxUP =Up.
(3) K* /Ny kL* es ciclico de orden £.

DEMOSTRACION. (1) se sigue como en la demostracion de (2.5)(1), usando
la conmutatividad del tercer diagrama en el teorema anterior, el hecho de que
multiplicacion por £ es un isomorfismo y el lema (2.1).

Para (2), por la parte (3) del teorema anterior se tienen las igualdades
siguientes donde la ultima igualdad es por la parte (1) de este corolario:

1 1 (A
NpjxU) = Ny U = ... = NpxULP = NL/ng) =Up.

Para (3), usando los cuadrados conmutativos del teorema anterior, considere
el diagrama conmutativo con renglones exactos siguiente:

e

Nypx l Ny J J de

0_’U;(])—’UKWK'_’O

donde denotamos sus morfismos verticales por g’, g, ¢, de tal forma que como

por la parte (2) de este corolario Coker (g') = U;P/NL/K Ug) = 0, entonces la
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2.1. La norma en campos locales

sucesion niucleo-contcleo asociada es
0 — Coker (g) — Coker (¢y) — O,
Le.,
(@) Ug/Np/xUr ~ K /(T
Finalmente consideremos el diagrama siguiente, donde f = f(L/K) = 1:
0— U —>L* —>Z—>0

NL/xl NL/xl ll

0_’UK—>K‘V—K>Z—’O

y denotando sus morfismos verticales por g’, g, 1, notando que Ker (1) = 0y
Coker (1) = 0, la sucesién nicleo-conticleo se vuelve

0 — Coker (g") — Coker (g) — 0,

i.e.,

(b) Uk/Nip/kUL ~ K* /N /xL*.

Entonces, de (a) y (b) se sigue que K* /Ny ;g L* ~ Uk /Ny xUL ~ K*/(Z‘)t,
y este ultimo grupo es ciclico de orden ¢ ya que ¢ # car (K). O

El caso que nos falta, cuando ¢ = [L : K] = car (K) = p, es un poco mas
complicado y para estudiarlo necesitaremos calcular la traza de algunos ideales,
donde usaremos los resultados siguientes sobre el diferente de una extension
L /K. Recordemos los hechos pertinentes:

2.1.2 El diferente de una extension

En esta seccion consideramos un invariante de una extension de campos locales
L /K relacionado con el discriminante A; /¢, pero mas sutil. La construccién
la daremos en una situacién un poco mas general: si L/K es una extension
finita separable de campos valuados discretos completos, entonces la traza
Trpx : L — K es suprayectiva (1.97) y la forma bilineal Trz /x(xy) es no
degenerada en L. El conjunto

Z/]K :={y€L : Tryk(xy) € Ok paratodox € O}

satisface las propiedades siguientes:

135



2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

(1) D ) es un O -submddulo de L.

En efecto, claramente es cerrado bajo sumas ya que la traza es aditiva.
Ahora, si z € DZ}K y A € Oy, entonces para todo x € (O se tiene que

Trp/x(xAz) = Trpx((xA)2) € Ok, yaquexXA € Oy z € DL_}K.

(2) Tre/k(Dyjy) C Ok
Esto es obvio tomando x =1 € Oy.

(3) Mds aiin, si E es cualquier Of-submédulo de L tal que Tr; /K(E) C Ok,
entonces E C DZ/]K'

En efecto, siz € E C L, entonces para toda x € O, se tiene que xz € E,
yaque E es O -submédulo. Sesigue que Try /x(xz) € Ok por hipétesis, y por

lo tanto z € Dy, ie., E C Dyt

De (2) y (3) se sigue que:
“) DZ/‘K es el mayor Oy -submdédulo de L tal que su traza estd contenida en
Ok. En particular, como Trp jx(OL) C Ok, entonces O C DZ/IK y DZ/]K es

un ideal fraccionario de L, al que se llama el codiferente de L /K , y su inverso
Dy x es un ideal (entero) de O, al que se llama el diferente de L/ K.

A continuacién demostramos varios resultados sobre el codiferente y el
diferente de una extension que usaremos para calcularlo en el caso cuando
L/K es una extension totalmente ramificada de campos locales.

Sean L /K una extension de campos valuados discretos completos, sepa-
rable y finita de gradon y aj, ..., a, una base de L/K; dado un z € L,
escribamoslo como z = xja; + -+ + x,a, con los x; € K. Para cada q;
consideremos las trazas

Trpk (aiz) = xTrp g (aion) + - - + xTrp g (aian)

(donde las x; salen de las trazas porque estan en K); observemos entonces que
el sistema de ecuaciones lineales homogéneas

TI'L/K((X,‘Z) = 0, 1 S i S n

solo tiene la solucién trivial ya que si no fuera asi, i.e., si existiera una
solucidn z # 0 de (), entonces multiplicando las ecuaciones (*) por elementos
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2.1. La norma en campos locales

arbitrarios a; € K y sumando obtenemos

n
Y Ty k(aiaiz) =0,
i=1
y como la traza es aditiva, se sigue que
Trpx((@ar + - + apay)2) = 0,

donde (ayay + - -+ + a,a,)z es un elemento arbitrario de L. Se tiene entonces
que la traza es cero en L, lo cual no es posible ya que L/ K es separable (1.97).
Asi () solo tiene la solucion trivial z = 0. Se sigue que las ecuaciones no
homogéneas

(%) Tryk(aiz) = b; conb;e K,1<i<n

tienen solucion tunica. En particular, para cada j = 1, ..., n existe una unica
solucion a'j de las ecuaciones Tr;, /k(@iz) = 8;; (la delta de Kronecker).

Lema 2.8. SiL/K es una extension de campos valuados discretos completos,

separable y finita de gradon'y ay, ..., a, es una base de L /K, sean a;. las
soluciones tinicas de Tr x(aiz) = 8;j; entonces los elementos o, ..., ay,
forman una base de L /K (llamada la base complementaria de aj, ..., a,).

Mds aiin, 5i 0 = yjay + - -+ + yaa, € L, conlos y; € K, entonces
yi = Trp x(6ai)

ysté =xia1 + -+ xpa, € L, conlos x; € K, entonces
x; = Trp x(éas).

DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién basta probar que los o son
linealmente independientes. Para esto, si 0 = yjaj + -+ + yac), con los
yj € K, multiplicando por los «; y tomando la traza obtenemos

0=Tryk(yia)ait+: - +ynapa) = )1 Trp () i)+ - +ynTry k(e @) = yi

la dltima igualdad porque TrL/K(aga;) = §jj.
Para la segunda afirmacién, multiplicando 6 por «; obtenemos

6a; = y1ajai + - + yn o ai,
de tal forma que
Trp k(i) = N Tryx(arai) + - - - + yaTrp g (@nci) = yi
la ditima igualdad porque Tr; /x(a;a;) = &ij. O
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Corolario 2.9. Si L/K es una extension de campos valuados discretos com-
pletos, separable y finita de grado n'y a, ..., a, es una Og-base de Oy,

entonces la base complementaria aj- es una Ok-base de D }K.

DEMOSTRACION. Dado y € L escribimoslo como y = yja} + - - + y,a), con
yi € K. Entonces

Y€ DZ/IK & Trp/k(yOL) € Ok por definicién de ’DZ}K
& Trpk(ya)) € Ok, 1<i<n porque {ai} es base de O
& yi€0k 1<i<n, por la segunda parte del lema.

Esto implica que todo y € ’DL/K es combinacién lineal de los a! con
coeficientes en Og. a

Para el caso de extensiones de campos locales totalmente ramificadas L/ K
de grado n, se sabe que Op = Ok[7L] con 71 un primo de L de tal forma que
1,7, ..., w,’i—] esuna Ok -basede OL,'y en este caso se puede ser mas explicito
con la base complementaria de las 7r; anteriores. Para esto necesitaremos
el siguiente resultado de Euler, valido en la situacion general que estamos
considerando:

Lema 2.10 (Euler). Si K es un campo valuado discreto completo, L = K(«a)
y f(x) = Ir(a, K), entonces

(L2 -

para0 <i < n —1ydonde f'(x) es la derivada de f(x).

DEMOSTRACION. Como L/K es separable las raices de f(x) son distintas,
digamos ¢ = ap, ay, ..., a,_1, y el grupo de Galois G = Gal(L/K) permuta
estas raices. Entonces

n—1 i

f(x) o \ _ o(f(x)) ola)) _ fx) q
M Trp/x (x — f’(a)) - o; o(x — a) o(f(@)) - ;} x - aj fi(a))

y éste es un polinomio g(x) de grado < n — 1.
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Por otra parte, como f(x) = (x — a)(x — aj)- - (x — a,_1), entonces

n—1
flix) = Z S y los sumandos f@x) evaluados en ay son
X —aj
Jj=0 J

X — aj

f(x) _f fllay) st k=

X —aj 10 si k#j.

X=ay
Se sigue que la traza (1) evaluada en ay es
fG@) o (S (G I
X)|x=a, = Tr - = a
8 xmce L (1 —afl@]] _, go x —aj fl(a)) !
X=ay

para0 < j<n—1,yasi (g(x) — x¥)|y=q, =0 para0 < j<n —1,ie, gx)
(un polinomio de grado < n — 1) tiene n ceros comunes con X'; se sigue que
g(x) = x, como se queria. O

Usando este lema podemos calcular explicitamente una Qg-base del
codiferente de una extension totalmente ramificada L / K, y dehecho lo haremos
en la situacién mas general siguiente: L/K es una extension finita de campos
valuados discretos completos tal que la extension de campos residuales L/ K es
separable; entonces, por (1.40) Oy tiene una Og-base consistente de potencias
de unsodloelemento @ € Oy, ie., O = Ogla]. Ahora, si f(x)esel polinomio
caracteristico de a, entonces los coeficientes de f(x)estainen Op y en K; se
sigue que los coeficientes de f(x) estan en Oy N K = Ok. Notese que todo
esto es cierto en el caso cuando L /K es totalmente ramificada.

Teorema 2.11. SiL /K esunaextension finita de grado n de campos valuados
discretos completos tal que la extensién L /K de campos residuales es separa-
ble, usando (1.40) escribamos O = Ogla] con a € O y sea f(x) el polino-
mio caracteristico de a. Entonces los elementos o | f'(a), para0 < i < n—1,
son una base del Og-mdédulo 'DZ/IK.

DEMOSTRACION. Como 1, @, @, ..., o~ ! es una O kx-basede Op, escribiendo

f(x) = (x — a)bo + bix + -+ + b,_1x*~1) con los b; € L, mostraremos
primero que los elementos
b;
, 0<i<n-1
f(a)
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son una base complementaria del codiferente ’DZ} x- En efecto, por el lema de

Euler,
- fx) o
* = T ((x—a)f’(a))

el P —l a"
B TTL/K ((bo + bix + +bp_1X" )f’(a))

boo! b0t -1
Tr —_— |+ +Tr X'
i (f’(a)) “k ( fi(e) )
y comparando coeficientes se sigue que

bjc
) =

y ésta es precisamente la condicién (%) para que bj/f'(a) sea una base
complementariade L /K, y por el corolario (2.9) ésta es una Og-base de DZ/'K.

Para calcular los coeficientes b; escribamos f(x) = Y7 a;x' cona, = 1.
Como f(a) = 0, entonces

f(x) f() = fla) Tispaix —Tispaid

X —a xX—a X —a
n oo n ) ) )
Zai ( ) = z:a,-(x'_l +axX 4. a7
‘ xX—a ;
i=1 i=1
.. . f(x) -1
y asi, igualando coeficientes con N = bo+byx+---+b,_1x"* 7", obtenemos
by a +aya+---+aa!
b, a2+a3a+---+a,.a"_2
b, as+asa+ - +a,a" 3
br2 — a1t apa=a, 1 +a
b,.__] - a, = 1
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y como el polinomio caracteristico f(x) tiene coeficientes aj € Ok, entonces
los elementos de la base b;/ f'(c) los podemos reemplazar por

bn—l 1
fl(a) fl(a)
b“_2 an—] + anco — 1 n «
f(@) f@ " fl " @ fia)
b,_3 1 N @ N a?
G T 10 WM 170 W 1)
bO a 1 .+. a L + S + a _c_y_ﬁ:_z. .+_ g_"__l_
f(@) @ T 7 fi(a) @) " fi(a)
de tal forma que sc obtiene la base equivalente
0<i<n-1
de D /- 0

El corolario siguiente nos dice quién es exactamente el diferente de una
extension como las consideradas:

Corolario 2.12. Si L/K es una extensién finita de grado n de campos
valuados discretos completos tal que la extension L /K de campos residuales
es separable, usando (1.40) escribamos Op = Okla] con a € O y sea f(x)
el polinomio caracteristico de a. Entonces, Drjx = (f'(@)).

DEMOSTRACION. Por la proposicion anterior ai/f’(a), 0<i<n-—1,con
n=|[L: K],esuna (’)K-bascchZ}K. Entonces, siy € L,como O = Okla]
se tiene que

Y€ Or ¢ yesunacombinacién lineal de los o con coeficientes en Og
& v/ f'(a) es una combinacion lineal de los o'/ f'(a)
con coeficientes en Ok
e v/fl(a) € DZ/]K porque {'/ f'(a)} es una Ok-base de DZ/IK
® yE€ f()Djy
de donde se sigue que Oy = f’(a)DZ/'K, ie,Dyx = (f'()). O
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El calculo anterior se puede refinar para el caso de L/K normal, de grado
n, introduciendo los grupos de ramificacion de G = Gal(L/K). Sabemos
por (1.74) que los grupos de ramificacion G; de G son triviales para i
suficientemente grande y estdn determinados por la funcién i definida por
ic(t) = vi(r(a) — a), donde O = Og[a] (véase (1.75)(2)). Entonces,
si f(x) € Oklx] es el polinomio minimo de a (que es igual al polinomio
caracteristico en este caso, véase §1.10), entonces o;(a) para0 < i < n — 1
n—1
son todas las raices de f(x) (tomando op = id) y asi f(x) = H(x — oi(a)),
- i=0
por lo que f'(x) = H(a — oi(a)) y asi, para la valuacién v, se tiene que
i=1

n—1 n—1
vi(f' (@) =) vila —oi(@) =) ic(oy).

i=1 i=1

Observemos ahora que la funcién iG es constante, de valor i, en los

conjuntos Gi_y — G; yaque 7 € Gi_; — G; si y sélo si ig(r) > i e
ig(t) 2 i+ 1, ie, siysdlo siig(r) = i. También, como Gi—; 2 Gi,
entonces |G- — G;| = |Gi-1| — |Gi|. Se sigue que
> igr) = S i(Gic1| = 1Gih =) i(Gioa| = D) = (Gi| = 1))
i>0 i>0

= ((Gol =D = (G1]| = )+ 2((IG1| = 1) = (IG2| = 1))
+3G2| = D)= (IG3| = 1) + - -
= (Gol =D+ (G| =D +(G2| =D +---,
de tal forma que juntando esta igualdad con (x), hemos probado:
Proposicion 2.13. Sea L /K unaextensién finitanormalde gradon de campos
valuados discretos completos tal que la extension L /K de campos residuales

es separable; usando (1.40) escribamos Op = Ogla] con a € O y sea f(x)
el polinomio minimo de a. Sea G = Gal(L / K); entonces

vi(f' (@) =Y icm = (G| - 1),

r#id i>0
donde los G; son los grupos de ramificacion de L /K.
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La proposicion siguiente también nos servira para el calculo de la traza que
necesitamos:

Proposicion 2.14. Sea L/K una extension finita separable de campos va-
luados discretos completos. Sean I un ideal fraccionario de K y J un ideal
[fraccionario de L. Entonces

Tryx()CI & JC IDL‘/'K.

DEMOSTRACION. Si I = 0, el resultado es trivial. Supongamos entonces que
[ # 0. Entonces

Tryx()C 1 & I Try () € Ok
¢ Tog(I7'J) C Ok
yaque /] C K ylatrazaes K-lineal.

& I7'JC Dy por (3)deladefinicion de Dy )y

-1
& JC IDL/K.

O

Extensiones totalmente ramificadas de grado p = car (K). Consideraremos
ahora el caso que nos falta de una extension de Galois L/K totalmente
ramificada de grado ¢ = car (K) = p. Para comenzar, por (1.54), O; =
OklmL], L = K(7) para 7 un elemento primode L y L = K. Como L/K
es ciclica de grado p, sea o un generador de G = Gal(L/K). Recordemos
que la funcion ig definida en (1.80) es: ig(7) = vp(r(mrp) —w)siT# 1y
pongamos
1 =iglo)—1.

Como ig(o) > 0 por (1.80), entonces t > 0.

Ahora, si t = 0 entonces ig(0) = 1 y asi G = G. Nétese que entonces
G = 1 yaque G, es un p-subgrupo de Sylow de G (que es de orden p), y por
lotanto G; =16 G| = G, pero o € G ya que de lo contrario se tendria que
ig(o) = 1+ 1 y consecuentemente t = ig(o) — 1 > 1, lo que contradice la
hipétesis de que 1 = 0. Se sigue que G| = 1y por lo tanto G; = 1 para toda
Jj = lcuandot =0.

Ahora, sit > 0, como ig(0) =t + 1, entonces, por (1.80), ¢ € G, y por
lo tanto G; = G; se sigue que

G=Go=G,= =G,
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Mostraremos ahora que G,;4+; = 1 y consecuentemente se tendra que
1=G1 =Gry2="---.

En efecto, como G,y es un subgrupo de G que tiene orden p, entonces
G+ estrivial o esigual a G. Sisucedieraque G,+1 = G, entonces o € G4y
porlotantoig(o) > (t+ 1)+ 1> 1+ 1 = ig(o),lo cual es una contradiccion.
Se sigue que G, = 1.

Podemos entonces pensar al entero f como el mayor entero tal que o € Gy,
o usando (1.81), como el mayor entero tal que o(7r)/m € U 2’). Escribamos
entonces

) o(m)/m, =1+ ym

cony e Uy CUg-U {'). Notese que el entero t no depende del elemento primo
ar de L ni del generador o de G = Gal(L /K, lo primero por las observaciones
antes de (1.80) y lo segundo porque

(*) a'(m)/m, = 1+ iymw) méd =},

donde esto ltimo sucede ya que por () o(7rp)/mL = 1 + ymwj cony € UL C
Uk - US). Se sigue que

i
(irﬂ) =(1+ymy) =1 +iyr} méd =}
L

Ahora, para el caso que nos interesa, podemos calcular explicitamente su
diferente: si L/K es una extension ciclica totalmente ramificada de grado ¢,
como antes seat = ig(o)— 1 para o un generador de G = Gal(L/K). Sean
un primo de L y f(x) el polinomio de Eisenstein correspondiente. Entonces,
o'(w1) para0 < i < £ —1 son todas las raices de f(x) y asi, por (2.13) se tiene
que

-1
vi(f'(m)) = i) =) (G| - 1)
i=1 i20
donde G; son los grupos de ramificaciéon de L/K. Ahora, como vimos antes
de la subseccion sobre el diferente, los grupos de ramificacién de L/K son
Gi=Gpara0<i<tyG;=1parai>1t+1;ycomo |G| = ¢, entonces

t t
vi(f'(m)) =) (Gl -1)=) (-1 =@+ 1) -1).

i=0 i=0

144



2.1. La norma en campos locales

Hemos asi probado:

Corolario 2.15. Sea L/K una extensién ciclica totalmente ramificada de
grado L y sea t definido como antes. Sim = (t + 1)(€ — 1), entonces
ve(f'(mrr)) = m y por lo tanto f'(w) = un] con u € UL, es decir, el
diferente de L/ K es

Dk = b
DEMOSTRACION. La afirmacion es consecuencia de los calculos previos y de
(2.12) y (2.13). al

Usando el corolario anterior y los resultados previos sobre el diferente de
una extension, podemos calcular la traza siguiente:

Lema 2.16. Sea L/K una extension ciclica totalmente ramificada de grado ¢
y sea t definido como antes. Parai > 0 pongamos
, . r+DE -1+
@) =t+1+[(-1-0/)= ¢+ )(8 )i ,
donde [m] es el mayor entero < m. Entonces
TrL/K(WiOL) = W;}i)OK.
DEMOSTRACION. Si r > 0 es cualquier entero, por (2.14) y (2.15) se tiene que
Tro/kPL) S Pk & by S PkDpjx = PkPL”
yaque Dy /g = (f'(mp)) = pf conm = (1 + 1)(€ - 1)
& pi Cplpr”
ya que pi = pg porque ""i =7k
& ppCpim
y esto iltimo sucede siy s6lo si rl —m < i,i.e. siysolosir < (m+i)/L.

Ahora, como Tryx es Ok-lineal, entonces Try k() es unideal de O y

por lo tanto es de la forma p',}") con r(i) el mayor entero posible, que en vista de

la desigualdad anterior es el mayor entero < (m + i)/¢, i.e., r(i) = [(m + i)/}
como se queria. O

El resultado principal describe la accion de la norma Ny ¢ con respecto a
las filtraciones U(*) respectivas en este caso:
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Teorema 2.17. Sea L/K una extension de campos locales, ciclica totalmente
ramificada de grado p = car (K). Sea wy un primo de L (de tal forma que
wx = Np/xmL es primo de K) y sea t como antes. Para un entero i > 1
definamos la funcion (i) = Y (i) mediante

‘ i si i<t
dl(l):={{+p(i—’) st i>1t.

Entonces:

(1) La norma Nyjx manda Uy en Ux yparai > 1 manda in» en U;? y
U(#'(l')+l) en U(i+l)
L K -

(2) Los diagramas siguientes conmutan (donde, como L[K es totalmente
ramificada, L=K)y ¢, : 0 0°:

vL Ao,L

L*—Z u,—71°
NL/xl lid NL/xl llﬁp
K* "l Z Uk m’ K*
sil<i<t
IR 5
NL/xl l
)
UK AiLx k
sii=t:
v e
NL/xl JEH o —5'%
)
Uy x —>K

sii > t, de tal forma que Y(i) =t + p(i —1):
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2.1. La norma en campos locales

i) AL _

Nyx l Jé — OX-7""")

(i) >
Uy r K.

(3) La norma es suprayectiva en el tercero y quinto diagramas.

DEMOSTRACION. Para comenzar, observemos que como L/K es totalmente
ramificada, por (1.54) L = K () con 7 un primo de L yraiz de un polinomio
de Eisenstein f(x) con coeficientes en Og. Entonces, si gg es el término
independiente de f(x), por (1.90)(5) Ny /x(mL) = ap y como f(x) es de
Eisenstein, entonces ag es un primo g de K. Las afirmaciones (1) y (2) se
probaran simultaneamente.

La conmutatividad de los primeros dos diagramas se prueba como en (2.6)
y es facil probar que Ny jxUL C U y NL/,(UE) - Ug).

Para el tercer diagrama, observemos primero quecomo 1 < i < t, entonces
Y(i) =iy (i) + 1 =i+ 1; ahora pongamos £ = 1 + 67} € Ug) confeUL.
Entonces, por el lema (2.2):

Ni/k(©) =1+ NpjxO@)mi + Tr x (6mL) + Try (69)

(yaque Ny k() = mg) con v (8) 2 2i. El lema previo implica que

: i—1—1
vk(Tryg(mt)) 2 r@) =1+ 1+ [' y ]

2i —1~—1
(T @) 2 r2 =141+ ¥ =71
Ahora, como t + 1 + [";-,_’ = [QHX;JC’&"] y como 1 < i < ¢ implica
que (i + 1)(p — 1) < (t + 1)(p — 1), entonces

(+Dp—i=>0+DE-D+15@+D)(p-1)

yporlotanto (i + 1)p < (t+ 1)(p — 1)+ iy asi [Qﬁx‘:—'])ﬁ} >i+1,porlo
que

Ty} 2 1) o= (=D > i
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

En forma analoga se prueba que vk (Tr; /x(5)) > i + 1. Se sigue entonces
que
Ny/x(#) 1+ Ny @)k + Trp g (07) + Try ) (66)
1+ Ny (O)my méd pi¢,
y como Ny, /K(O)Tr‘k € ph k» entonces la congruencia anterior muestra que Ny /¢
manda Ug) en U}? y USH) en Ugﬂ), lo cual prueba (1) en este caso. Mas auin,
como 0 € Uy C Ug - UV, entonces

Npx(0m}) = Ny ()l = 0Py méd pig!

(porque 0 € Ok y [L : K] = p)y asi Ny jx(e) = 1 + 0P7ri, méd p'”, por lo
que

Aik o Npjx(e) =0° méd pi¢' = ¢, 0AL(e),
i.e., el tercer diagrama conmuta.

Para el cuarto diagrama, i = ryasi (i) =1, (i+1)(p—1) = (+1)(p—1),
porloque(i+ 1)p —i—1=(t+ 1)(p — 1), y consecuentemente

D(p—1 ] i+ 1)p — 1
¢+ D(p )+l]=[(1+)_p 1]=[(i+1)__]
p p
Entonces, parae = 1 + 67} € U g), por (2.2) se tiene que
Ni/k(€) = 1+ Ny g0y + Trp g (0m]) + Try £ (08)

r@) =

con vk (&) > 2t, por lo que TrL/K(()S) € p% C p;"l y asi
(*) Np/k(e) =14 Npjg(6mp) + Trp (0L ) méd p!

donde, por el lema anterior, notando que para i = ¢ se tiene que r(i) = r(f) = t,

se sigue que Try /x(6m7) € pk y Try /K(OW'LH) € pi¥!, y consecuentemente

(x) implica que Ny x manda Ug) en U}? y U,(_'H) U%H).
Ahora, para calcular Nk (£), recordando la definicién de t escribamos
o(m)/mL =1+ vy, cony € Uyg.
Entonces, como NL/K(U(‘ITL)/TTL) = 1, se tiene que
1= Npjx(o(my)/mL) Nkl +ym)

1+ NL/K(‘)’)"TK + TrL/K('y‘rrL) mod 17-'+1
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2.1. La normaen campos locales

y asi
Try k(ymy) = =Ny jx()mg = —yP 7k méd 7l
la dltima congruencia porque N g (y) = y? méd 7 ya que Uy C Ug - Ug)

y N,k actia en los elementos de K elevando a la potencia p; se sigue que

Npjk(1+ 0ymy) =1+ Npyk(y)Niyx 0y + Trp g (y6my) méd 7!

“1 yaque 8 € Og

=1+yP0Pmy + BTrL/K('y'rrL) méd 7y
=1+ y"6Pmy — OyPmk mod
=1+ yPmwi(6” — 6) méd k.
Se sigue que
Ak o Npjk(1 4 0ymp) = Ak (14 ¥P(6° — 0)mk) = 7P(8° — 6) méd mig!

y denotando con g al morfismo 6 — 6° — 7?16, entonces

oA (14 6ymp) = uby) = oy’ — 7”-197 = yP(@ - 0)
por lo que el cuarto diagrama conmuta.

Para el quinto diagrama, i > tyasi(i+ DNp-(i+ D=0+ D(p-1)>
+ 1)(p — 1), por lo que
G+Dp—-@+Dp-D-1>i+1

Y comoi > t,entonces Y(i) =t +p(i—t)=({+Dp—-+D(p-1)-—1,
por lo que la desigualdad anterior dice que /(i) > i 4+ 1 y se tiene que
[(t+ 1)(p:1)+¢(i)] _ [(z +1p - 1] [
P P

(i) = 1o l] iy

p
y

F@G) + 1) = [(’+‘)<P-2+¢<f)+ 1] _[G+Dp—1+1)

[ B J=i+1.

p
Entonces, si e = 1 + 017"“0 € U(W», como r(y(i)) = i, por el lema
anterior se tiene que TrL/K(O'rr[_( ) € p%. También, como NL/K(O‘IT['I"(l)) =

(i) v(i) C p|+l

NL/K(())-rr%() € px 'y como pg yaque (i) > i+ 1, entonces por el
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

lema (2.2) aplicadoae =1+ B‘rrf(n se tiene que

Ny k(e) 1+ N g 0mD) + T g (072 D) + Trp  (68)
1+ Try g (0mf®) méd pig!
con vg(6) 2 2y(i) y la congruencia es porque ¢l(i), 2¢l(i)' > i+ 1ycon
TrL/K(O'rrZ(')) € p%. Se sigue que N x manda ng(:)) en UY, y similarmente
la norma manda UET"")H) en UgH),
Usando ahora que NL/K(‘"'L) = 7k, como [L : K] = p, por definicion de
la valuacion en L se tiene que 1T£ = g salvo una unidad de K; entonces los

U (W)

elementos de =U; (+PE=0) |og podemos escribir de la forma

a-1+0'+p(' ')—1+0 Pi=0 5 7y = 1+ 0wy 'm),
con 6 € Ok. Entonces la congruencia de arriba queda
Np k(1 + Oy PED) 14 Tr, ,,((yow'“’("-’)) méd it
— 14 Ty (0 "yymy) méd wig!
— 1+ 6 Try g (ymy) méd !
1 — 0" yP iy mod wid!
1 — 07lyP méd =i,
la peniiltima congruencia por el calculo Tr; /¢ (ym}) = —yP ) méd ~rr’,2’l que
hicimos para el cuarto diagrama. Se sigue que

Aix o Npyg(1 + 0ym P00 = A g (1 — 0yP ) = —ByP méd !

y denotando con u al morfismo vertical derecho del quinto diagrama, se tiene
que

0 Apy pi—n,L(1 + 9‘y1r'L+p(i_')) = n(0y) = —0yy"~' = —6%° mdd =i
i.e., el quinto diagrama conmuta.

Para la parte (3) del teorema, en el tercer diagrama ¢, es un isomorfismo
y asi la suprayectividad de la norma en el tercer diagrama se sigue como en
(2.5)(1) usando la conmutatividad del tercer diagrama en el teorema anterior
y el lema (2.1). Similarmente para la norma en el quinto diagrama, usando el
hecho de que multiplicacién por —”~! es un isomorfismo. a
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Corolario 2.18. Sea L/K una extension de campos locales ciclica totalmente
ramificada de grado p = car (K) y sea t como antes. Entonces:

@) NL/KU£¢(i)+l) = UgH) para todoi > t.
%) NL/K U;f*’” — Ug+1)_
(3) K* /Ny kL* es ciclico de orden p.
DEMOSTRACION. (1): Como i + 1 > t, entonces
Yi+D=t+pi+1—-0=t+pi—-0+p>t+pi-0+1=¢@G)+1
por lo que
Ui ¢ yeo+n
y la parte (1) del teorema anterior nos dice que
(+%) NpxUFOTD c Uug,
Ahora, como i + 1 > ¢, se sigue que
UgH) Np/x Ug"(”l)) por la parte (3) del teorema previo
C NyxUPP™ por (+)
C UEY  por (xx)

y asi las inclusiones anteriores son igualdades, en particular U;}H)

Npsx U}_‘W)H) como se queria. La parte (2) es un caso particular de (1) no-
tando que ¢(t) = ¢.

Para (3), considere primero el diagrama conmutativo (por el diagrama (4)
del teorema)

A
0— UMY —pyh T >0

NL/KJ NL/xi lﬂ-

0 — UYth —sy o~ k—=0

donde u es el morfismo del diagrama (4) del teorema anterior, i.e., wo) =
6” — 7%P~16. Denotemos los tres morfismos verticales por N’, N, s y notemos
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

que Coker (N') = 0 por la parte (2) de este corolario, de tal forma que la
sucesion nicleo-coniicleo implica que

Coker (N) = UP /Ny x U =~ .Coker ().

Calculemos ahora el coniicleo de u: es claro que ¥ 7# O estd en el nicleo
de p. Entonces

w® =0 —3*~'8 =37 (@/7" - /7 = 7O/

con ¥ # 0 ydonde p : K — K es el morfismo de Artin-Schreier p(a) =
af —a, (véase el Anexo 2). Sesigue queIm () = ¥PIm (p) ~ Im (p) = p(K)
y por lo tanto

(a) U /Ny kU ~ K/ p(K).

Mostraremos ahora que
2) Nisk 1 UL/UY — Ug/UR

es un isomorfismo para toda 1 < i <t por induccion sobre i > 1.
En efecto, consideremos el diagrama conmutativo siguiente:

0—> v /U — U JU — U JUP —> 0
Nll Nl lNH
0 —= ULV /UQ — U /UYY —> UxJUP —>0

donde los morfismos verticales son inducidos por la norma Ny /x. Observamos
ahora que N’ es un isomorfismo por la conmutatividad del tercer diagrama en
el teorema previo y N es un isomorfismo por hipotesis de induccion. Se sigue
que N” también es un isomorfismo.

Consideremos ahora el diagrama conmutativo

0—> U —> U —> U /U’ —> 0

NL/Kl NL/xl lNL/K

0 —> UP —> Uy —> Ux/UP —>0
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donde, denotando los morfismos verticales por N/, N, N” y usando el hecho de
que el nicleo y el conicleo de N” son 0 por el paso (b) anterior, de la sucesién
nicleo-conicleo se sigue que

(©) Ur/NixUx ~ UQ /Ny /g UP.

Finalmente, consideremos el diagrama conmutativo
v,

0—> U, —>[* —>7—>0

NL/Kl NL/Kl jf:l

0—Ux —>K*——>Z—>0

X

donde f = f(L/K)= 1y la sucesién nicleo-conicleo implican que
(d) Uk /Np/xkUL ~ K* /Ny g L*.
Los isomorfismos (a), (c) y (d) implican que
K* /Ny jkL* = K/p(K),

y este ultimo grupo cociente es ciclico de orden p. a

2.2 Levantamientos de Frobenius

El automorfismo de Frobenius es uno de los principales personajes de la teoria
que desarrollaremos, y en esta seccién comenzamos mostrando que si L/ K es
una extension finita de Galois de campos locales, todo o € Gal(L/K) se vuelve
el Frobenius de una extension asociada a L/K (2.20).

Sea K un campo local y sea K; = K., una cerradura separable de K. En
el diagrama de extensiones siguiente:

K,

AN

KIII'

/

K
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2. El mortismo de reciprocidad para campos locales

se tiene el epimorfismo candnico
px : Gal(K,/K) - Gal(K,,/K) ~Z

dado como sigue: ya que Gal(K,,/K) ~ Z esta generado topoldgicamente por
el Frobenius Frg y el isomorfismo Gal(K,,/K) ~ Z esta dado porFrg — a €
Z, entonces pk estd definido mediante restriccion: o — olg,, = Fr§ — a.

Ahora, si L/K es una extensién finita de campos locales, sabemos por
(1.51) que L,, = LK, ysi Lo = LN K, entonces L/L es totalmente
ramificada y Lo/K es no ramificada; y por lo tanto,

f(L/K) = f(L/Lo)f(Lo/K) = f(Lo/K)=[Lo: K].

Ahora, si L/K es una extension finita separable de campos locales (donde
asumimos que L, = K;) y si ¢ : Gal(L,/L) — Gal(K;/K) es la inclusién
natural, Lo := LN K,, y f(L/K) = (Lo : K], entonces el diagrama siguiente
conmuta:

Gal(L,/ L) ——*—— Gal(Ln, /L)
¢ lf(L/K)
Gal(k,/k) ™" Gal(Kn/K)
ie., px = f(L/K)pr, en particular, Frg|g, = Frg™/®.

Para comenzar, pasemos de la extensiéon L /K a la extension L,,./K en el

diagrama siguiente:
L K'll'
K

y consideremos el epimorfismo canénico py x : Gal(L,,/K) - Gal(K,/K)

L nr

~ Z dado por o — 0|k, = Fr§ — ay pongamos
Frob(L/K) := {& € Gal(Ln,/K) : pr/x(@) € N CZ},

donde enfatizamos que 0 ¢ N.
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Lema 2.19. Sea L/K una extension finita de Galois de campos locales.
Entonces:

(1) Laaplicacién natural p : Frob(L/K) — Gal(L/K) dada por restriccion:
0 v 0|, es suprayectiva.
(2) El conjunto Frob(L/K) es cerrado bajo productos pero no es cerrado bajo
inversos y 1 & Frob(L/K).
DEMOSTRACION. (1): Dado un o € Gal(L/K), su restriccién o |, es tal que
oL, = (Frg|L,)" para algin entero n > 1. Sea Fr € Gal(L,,/K) cualquier
extension de Frx € Gal(K,,/K) a L,,. Entonces, como aﬁr—nlLo = idy, (por
la eleccion de n) se sigue que aﬁr—"h € Gal(L/Lo) ~ Gal(L,,/Kn,) y por lo
tanto oFr |L = 7|, para algun T € Gal(Ln,/ Knr).

Ahora, poniendo o := 7Fr" observamos que & € Frob(L/K) ya que

O'IKH, = TFI' |K,., = Fr IK,., = FIJ;(
(1a segunda igualdad porque 7|k, = id y la ultima igualdad por definicion de
Fr). Se sigue que
px(3) = &k, =Frk

y como bajo el isomorfismo Gal(K,,/K) ~ Z se tiene que Fry — n € Z,
hemos asi probado que px(d) =n € NC Z, i.e.,d € Frob(L/K).

Finalmente se tiene que

6|L = —rl?r"IL =0

por definicion de & y asi p es suprayectiva.

Para (2), es claro que 1 ¢ Frob(L/K) porque pk(idL,) = idk, = Fr%
y 0 € N. Que Frob(L/K) es cerrado bajo productos es porque si 01,02 €
Frob(L /K), entonces
pk(0102)=pk(01)pk(G2) =Fry Fry =ay + o = pg(01) + px(02),
y asi px(3102) = pg (1) + px (32) € N. O

Fr“l+ﬂz

Seao € Gal(L/K);sio € Frob(L/K) C Gal(L,,./K)estalquep(o) = o,
diremos que & es un levantamiento de o. La propiedad que nos interesa de este
levantamiento es que para cada elemento o de Gal(L/K), su levantamiento &

es el Frobenius Frs de la subextensién % /K de L,,/K dada por el campo fijo
3 dea:
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Proposicion 2.20. Sea ¢ € Gal(L,,/K) un levantamiento de o € Gal(L/K)
ysea = L,g)
(D) [2: K] < oo

(2) Si 29 = 2 N Ky, entonces 3 es el campo fijo de ok, € Gal(K,, /K)y
&k, = Frig®™, e, ps/x(@) = fFE/K) = (30 : K).

(3) 2nr = La,-

(4) o = Fry € Gal(Z,,/2).

DEMOSTRACION. (2): Es claro que 3¢ es el campo fijo de d|k,, = p35/x(9) €
Gal(K,,/K)y asi

Gal(Knr/20) =~ (7x,,) C Gal(Kn/K)
por lo que 7|k, = Frl,?"’:“, ie., Pz/x(5|l(,.r) =[%0: K] = f(Z/K).
(1): Por (1.52) con L = X, se tiene que
(% : 30l = [Znr : Knrl = [ZKnr : Knr) < [Lnr - Knf) = [L : K] < 00

y como 2.0/K es no ramificada por (1.52), entonces

[(Zo: K]l= f(2/K) < o0
y por lo tanto [% : K] = [2 : Z0][20 : K] < oo
(3): Como 3. C L,,, entonces %,, C L,, y asi se tiene el epimorfismo canénico

prs : Gal(Ly, /%) — Gal(Z,,./5).

Ahora, como Gal(L,,/%) = () es un grupo (profinito, véase §1.9) ciclico

(@)

generado por & por definicién de 3 = Ln,
epimorfismos

el campo fijo de o. Entonces:

, entonces para cada n > 1 se tienen

Z/nZ — Gal(Lnr/%)/Gal(Lnr/Z)"
dados por: 1 (méd n) — & méd Gal(L,,/3)". Se sigue que la composicién
Z/nZ — Gal(L,,/2)/Gal(Ln/2)" — Gal(2,,/2)/Gal(Z,, /Z)* — Z/nZ
es un isomorfismo y por lo tanto
Gal(L,,/2)/Gal(L,,/2)" ~ Gal(Z,,/3)/Gal(Z,,/%)"
i.e., el epimorfismo candnico
prss : Gal(L,,/3) — Gal(Z,,/3)
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es un isomorfismo y consecuentemente en la torre de extensiones 3, C 2, C
L, se debe tener que Gal(L,,/K,) = {1}, ie, [Ln : 2] = 1, ie,
Lp =2,
Finalmente, como
~ 1 ~ 1
ps(@) = f(E/K;pK(U) = fE/K)
la dltima igualdad por (1), entonces & va a dar al generador Frs de Gal(Z.,, /%),
lo cual prueba (4). ad

[30:K]=1

2.3 El morfismo de Neukirch
Si L/K es una extension finita de Galois de campos locales, en esta seccidn,
siguiendo a Neukirch [30], construimos un isomorfismo de grupos

W,k K*/NpgL* — Gal’®(L/K)
donde Gal?®(L /K) es la abelianizacién del grupo de Galois Gal(L/K). Este
isomorfismo se llama el isomorfismo de reciprocidad local o isomorfismo
de Artin local. La construccion que daremos, debida a J. Neukirch [30],

es elemental y procede construyendo primero un homomorfismo (llamado el
morfismo de Neukirch):

YL/K B Galab(L/K) —_— K‘/NL/KL"

probando después que Y,k es un isomorfismo, para definir el morfismo de
reciprocidad W /¢ como el inverso de Y /x. Comenzamos con la construccién
del morfismo de Neukirch.

Definicion 2.21. Sea L/K una extension finita de Galois de campos locales
y sea Frob(L/K) el conjunto de levantamientos de Frobenius de L/K (véase
(2.19)). Se define

Yk : Frob(L/K) — K* /Ny /xL*

mediante
Y1/k(@) = Ngjx(mrs) méd Nk L*,

donde 3 = Lg) esel campo fijo de & y 75 es un elemento primo de 2.
Lema 2.22. Y, x : Frob(L/K) — K*/NyxL* es una funcion bien
definida, i.e., no depende de la eleccion del primo s en el campo fijo 3. de G-

157



2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

DEMOSTRACION. Sean 7y, m; elementos primos de . Entonces, m = ur,
paraalgunaunidadu € Us. Sea F = 3L el campo compuesto correspondiente:

Ly,

L//F\\E
NS

Como /K y L/K son de grado finito, entonces F/K también es de grado
finito. Mas aiin, F/3 es no ramificada ya que L,, = 3,, y F/2. esta contenida
en %, /2%, yasi N F/2(UF) = Ug por (2.5); en particular, u € Ug lo podemos
escribir como u = Ngrs () para algin £ € Ur. Se sigue que

Ns/x(m) = Ng/x(mu) = Ny x(m2)Ng k(1)
= Ny x(m2)Ng x(Ngjz(£))
= Ny k(m2)NL/k(NgL(2)),
la dltima igualdad por la conmutatividad del diagrama anterior.

Por lo tanto, Nz/ x(m1) esigual a Ny / x(7r2) mddulo un factor en N /KL‘,
i.c., NE/K(‘IT]) = NZ/K('”Z) mod NL/KL‘. O
Para mostrar que la funcién Y, /x induce un homomorfismo de grupos
YL/K H Gal(L/K) —_— K‘/NL/KL‘

necesitaremos el resultado siguiente:

Teorema 2.23. Sean 0, 02, 03 € Frob(L/K) tales que 03 = 7,0 y sean
31, %, 33 los campos fijos correspondientes. Si ar\, 3, w3 son primos en
31, 32, 33, entonces

Ns,/k(m3) = Ns, jx(m1)N3, /x(7m2) méd N L.

DEMOSTRACION. (Neukirch). Sea Frx € Frob(L /K) C Gal(L,/K) un
levantamiento del Frobenius Fry € Gal(K,,/K) y sea % el campo fijo de
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2.3. El morfismo de Neukirch

Frx. Entonces 39 := 3N K,, = K ya que por (2.20) 3¢ es el campo fijo de
ﬁrxhg,, = Frg.

Sea L'/K la menor extensién de Galois contenida en L, /K tal que
L,3,3%; C L', donde 3,; son los campos del enunciado del lema. Entonces
L, = L, y los automorfismos o; del enunciado se pueden considerar
elementos de Frob(L’/K). Si probamos que

NZ;/KW-" = Nii/KTrl NZ;/I(WZ mod NL’/KL’*'

como NU/KL" C NylL* yaque L C L', entonces la congruencia del
teorema ya estaria probada. Podemos suponer entonces, sin perder generalidad,
que L contiene a los campos X, 2;.

Pongamos n; = px(ai) = [Zf : K] por (220)(2). Como &3 = G701,
entonces n3 = n; + ny. Consideremos ahora el automorfismo o4 =
Fry & Fry; entonces ng := px(ds) = n,. Mas aiin, el campo fijo de &4
es 24 := Fr(Z)) y estd contenido en L. Ademas 4 := Frj¢(r;) es un primo
de 4. Como Ns,/kms = Ny, k™ y como los 7 son primos de L porque
I./3.; esno ramificada yaque 3*" = L,,. Entonces la congruencia que debemos
probar es

NE;/K’”3 = N5, /kmaNs, g2 mod NL/KL*.
€ Gal(L,,/Kn). Entonces

= M~

Pongamos 7; := Frgo;

~n3 .. _ RN~ o~ —
73 = Frgo; ! =Fry “(0201) !

SRS R~ ~— gLl gLy U gl Ly Ny 5 e
FryFrg o, ]02 '= Fry (Frg o, "Frg “)Fry o, !
~ny .y

— Frgo,'n;
~ng—_1 -
Fryo, = Yyaquen; =ng
T4T)

~—1

y ademas 7(m;) = ﬁr’;ai (m) = ﬁr’;(m) ya que m; € 3; y %; es el campo
fijo de o;. Pongamos
n—1 i
mo= H Fr;((m).
j=0
Ill—l
Entonces por (1.27)(2) vy (7;) = z ve (i) = n; yaque vi(m;) = 1 porque
j=0
los r; son primos de L. Se sigue que vL(?ry?z_l?r;l) =n3—n, —ng =

159



2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

n3 —ny —n =n3—n3=0yasi?r3?r2'11?;1 =: & € Ur. Por otra parte,

~ -1 = J+1 ~
Fre(@) _ )% Frx (m) _ Biy(m) _ mim)

a7 m=1a] r A
i Hjl=0 Frg(mi) et i
por lo que

Fry(e ~ CIEM, 1\ ERe,

—‘Ei—) —  Frg(ra)ymy Bry (my Yymafry (Y
— m(my)my  m(mry gy s

y como 7r; son primos de L, entonces difieren por unidades, digamos 3w, =

s e UL, 11'4"1-2(#3) = g4 € UL (ya que 72773 también es primo de L); por lo

tanto, podemos escribir
= - -1 - -1
Frg(e)e™! — my(ms)my ' ma(my Hmara(my Hymy
-1_-1 -1 -1 -1
—  (ram2)(m3)ey w3 ma(wry YmaraTa(m3)T Ta(£4)ey T2(73)
-1 -1
— mAe2)e; Tal(E4)Ey -

Pongamos Lo = L N K,, y sca My/ L la subextension no ramificada de
Ly, /Lodegradon = [L : K]. Consideremos el campo compuesto M := MyL:

M

So=K

Entonces, M N K,, = Moy M/L esnoramificada de grado n, M/M es Galois
y Gal(M/M,) ~ Gal(L/Ly).
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2.3. El morfismo de Neukirch

Como M/L es no ramificada, Ny - Uy — UL es un isomorfismo por
(2.5) y asi para €, &;, €4 € Up existen unidades u, uz, us € Upy tales que
Nyy(u) = &, NmyL(u2) = €2y Npyr(us) = £4. Usando la igualdad para
Frx()e~! anterior, esto significa que

ﬁrK(NM/L“)NM/L“_l = Tz(NM/Luz)NM/Luz_l1’4(NM/LM4)NM/L“4_]-

i.e.,
NayLErx @) u™)) = Npgyp(ra(ua)uy YNy (ra(ua)uz)

Ny (r2(u)ug ' a(ug)uih),

= -1
NM/L< Frg(u)(u™) )z

T (u)uy  Taug)uy’
y asi, por el Teorema 90 de Hilbert (Anexo 1, (2.72)), existe un 3 € M tal que
Frg(u)(u™")
To(u)uy ' Ta(us)uy!

1Le.,

(%) = B~ 'Fr,(B)

ya que Fry, es el generador de Gal(M/L). Ahora, como M/L es no ramificada,
entonces un primo 7, de L también es primo de M y asi, para B € M
escribiéndolo como B = 76 con 6 € Uy, se tiene que

a:= B7'Fri(B) = w07 Fry(w0) = w07 w Fri(6) = 67'Fr.(6),
i.e., podemos pensar que 3 € Up. Se tiene entonces que
NyymoFre)(@™) = NyuoFrx(B)B™)
ya que NM/MO(T,'(ui)lii_l) = 1 porque ¥; € M y 7; € Gal(M/My). Y como
Npym, conmuta con Frg y Fry, entonces
) Fra(Nagmo )Nt ™" = FrL(Najpgg BYNyym, B~

Ahora, como L/Lg y 2 /3. son totalmente ramificadas y 3o = K, entonces

L /% es no ramificada de grado f = [Lo : K]. Se sigue que l‘fr; =Frp y
poniendo

f-1
A= [ Frx(B) € M*,
Jj=0
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

donde observamos que como 3 € Uy, entonces l‘fr{((ﬁ) € Uy yasiA € Uy.
Ademas,

Fre) _ Fre(BFrg(B)--Fix(B) _ Fr(B) _ Fru()
A BEtk(B)---Fry '(B) B B

por lo que, substituyendo en (1) y usando el hecho de que la norma conmuta
con el Frobenius, obtenemos

Fri(N /g )(Nagymg ™) = Fro(Nagymg BYNaym, B~
= Nym,(FrL(B)B™1)
= Npymo Fre(A)A™Y)
= Fra(Np D) Nagym A ™!

ya que 7; € Gal(M/Mo)
1

= Frx(y)v~
donde 7y := Npyp,(A) € Upy,. Se sigue que
Fre(y) ™ "Fre(Nagmo) = ¥~ Nyajmo .
ie., ﬁr,(('y'lNM/Muu) = y'lNM/Mou, ie., 'y"‘]NM/MOu queda fijo bajo ﬁrx y
por lo tanto estd en K*. Pongamos a := y~! Ny u € K*. Entonces
Npjroe = Npjpo(Npyu)  por definicion de £ = Ny u -

= Numo/Lo(Nm/mou) por la conmutatividad del diagrama anterior

= Ny, L,(ay)  por definicién de a

= NpjL,(Ya" yaquea € K C Loyn = [Mo: Lol

S~1 it S
Nuosie(Y) = Numo/roNum, (H Frf(B) = NmjL, (H Fr;(B)
j=0 j=0
f-1
= [T FrkNmszoP) = Niyyx(Naayi,B)
j=0
ya que ﬁrx| L, €s un generador de Gal(Lo/K)

= Nyk(B).
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2.3. El morfismo de Neukirch

Asi,
NijLoe = Npgyr,(1)a" = Ny (B)a"
= Nr/k(NpyLB)"
= Np/x(aNpyyB) yaquea € Kyn=|[L: K]
Se sigue que

n,-l

NpiLo(@) — Ny, <H ﬁrk(m)) por definicion de 7
j=0

m-—] m—]
- ~j

[T EekNyromd) = ] Frk(Ns, som)

j=0 j=0

porque Ny 1, = Ng, [0

— NE}’ k(N3 /50 i) yaque ﬁrszy es generador
del grupo Gal(Z?/K) de orden n;
NE'/K‘IT,'.
Por lo que
Ns,/km3Ns, x5 ' N, gy Ni/L(@3)NLjo(@2) " Ny (7a) ™!
— Ny @7y '
— Ny
— Npjk(aNpyB) € NpxL*.
a

Proposicion 2.24. Sea L / K una extension finita de Galois de campos locales.
Entonces, la funcién Y )k : Frob(L/K) — K* /Ny xL* induce el homomor-
Sfismo (llamado el morfismo de Neukirch)

Y. /k : Gal(L/K) — K*/Np/xL*
como sigue: si o € Giil(L/K), sea o € Frob(L/K) un levantamiento de o;
entonces Y k(o) := Y /x(0).
DEMOSTRACION. Mostraremos primero que Y /¢ esta bien definido, i.e., que

no depende de la eleccion de los levantamientos o de o. En efecto, por (2.19)
se tiene un epimorfismo Frob(L/K) — Gal(L/K) dado por & — 7| y asi
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

todo o € Gal(L/K) tiene un levantamiento de Frobenius & € Frob(L/K).
Ahora, si o) y o, son dos levantamientos de Frobenius de o, sean %, y %
los campos fijos correspondientes y sean 77y, 7, elementos primos en %), %,
respectivamente. Para el epimorfismo

pL/k : Gal(L,, /K) - Gal(Kn /K) ~ Z

dado por o — ok, = Frg — a; recordemos que si & € Frob(L/K), entonces
pk(0) € N; supongamos que n := pg(02) — px (1) > 0.

Sin = 0, entonces 01|k, = 02|k, porque n = 0 y como ambos son
levantamientos del mismo o € Gal(L/K), entonces 71|, = o = o;|.. Se
sigue que o] = 0.

Si n > 0, entonces poniendo ¥ = &; '&,, el automorfismo 7 es un
levantamiento de la identidad 1 € Gal(L/K). Se sigue que el campo fijo
F de 7, en K,,, contiene a L. Ahora, si 7F es un primo de F, entonces por el
lema previo

Ns,/x(m2) = Nx jx(m1)NF k(7 F)
= Nzl/K(”l)NL/K(NF/L(WF)) mod NL/KL.-
i.e,, Ns,/x(m) = N3, jx(m) méd Ny xL*,i.e.,, Y ) esta bien definida.
Mas aiin, Y,k es un homomorfismo ya que si a1, 02 € Gal(L/K), sean

01,0, € Frob(L/K) sus levantamientos de Frobenius. Entonces, por (2.19)
0107 € Frob(L/K) es un levantamiento de Frobenius de o0, y se tiene que

Yyk(oo) — Yp x(6102) = N3k (0102)
— Ng,/k(m)Ns, /x (m;) méd Ny xL* por el lema anterior
- ?L/K(al )?L/K(&Z)
— Y)Y k(a2).
O

Uno de los resultados mas importantes de la teoria de campos de clases
local es que el morfismo de reciprocidad asocia elementos primos a Frobenius de
extensiones no ramificadas. Esto es precisamente el contenido de la proposicion
siguiente:
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2.3. El morfismo de Neukirch

Proposicion 2.25. Si L /K es una extensién finita no ramificada de campos
locales, entonces Y g : Gal(L/K) — K* /N xL* estd dada por
YL/K(FrL/K) = T méd NL/KL’t

para mwx un primo de K y, de hecho, Y /g es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Como L/K es no ramificada, entonces L/K es ciclica
generada por el Frobenius Fry k. Ahora, como L C L, el Frobenius
Fr,/K € Gal(L/K) se levanta al Frobenius Fr; /¢ € Gal(L,/K), ie,
FrL/K Fr;,,/x y notamos que el campo fijo 3 de FrL/K en L, es Ky
por lo tanto

Y /kFrpyx) =Y xErp,, k)
= NK/K(’”K) mod NL/KL* = Tk mod NL/KL‘.
Esto prueba la primera afirmacion.

Ahora, como L/K es no ramificada, digamos de grado n, entonces por
(2.5)(3) K*/Np/xL* ~ Z/nZ es un grupo ciclico de orden n, donde el
generador 1 € Z/nZ corresponde al primo 7x (méd N, xL*). Como
Gal(L /K) también es ciclico de orden n generado por Fry x y Y x(Frp x) =
mx méd Ny xL*, entonces Y /x es un isomorfismo. O

2.3.1 Propiedades del morfismo de Neukirch

Las proposiciones siguientes expresan la conducta funtorial del morfismo de
Neukirch con respecto a extensiones de L y K, su relacion con la conjugacion
y su relacion con el morfismo de transferencia.

Proposicion 2.26. Supongamos que L/K y L'/ K’ son extensiones finitas de
Galois de campos locales y supongamos ademds que K' DK y L' DL son
finitas. Entonces, el diagrama siguiente es conmutativo:

Gal(L /K') S K™ Ny g L'

rcsl le'/x

Gal(L/K) Yo K*/Np/gL*.

donde el morfismo vertical izquierdo es la restriccion res(o) = oL y el
morfismo vertical derecho es el inducido por lanorma Nk /g : K" - K*.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

DEMOSTRACION. Sean o' € Gal(L'/K') y sea o = res(0') = o'|, €
Gal(L/K). Si &' € Frob(L'/K') un levantamiento de o', entonces & .—
a'|.,, € Gal(L,,/K)es unlevantamiento de o := o’|; ya que

pk(@) = px(@'|L,,) = fK'/K)px: (@) €N,

donde ladltima igualdad es por la conmutatividad del segundo diagrama en §2.2,
y esunentero positivo porque & € Frob(L'/K"). Sesigue que & € Frob(L /K).
Ahora, si 3/ es el campo fijo de ¢/, entonces % :=3'NL,, =3' N3, es
el campo fijo de & y ademds X/ /3. es totalmente ramificada, i.e., f(2'/2) = 1
por §2.2 yaque % = 3/ NZ,,.
Para un primo my de 3/, el elemento my := Ny /3(7s/) es primo de 2 por
(1.54)(2) y (1.87), y se tiene entonces que
(*)  Ny/g(ms) = Nyjg(Ns/3(ms0) = Nyy g () = Ngoyg Ny o (rs).
Se sigue que, para o’ € Gal(L'/K’),
NK’/K o YLI/K/(O’I) = NKI/K?L//K/(E'I)
— N g (N3 gi(ms1))
= Ng/k(mg)  por (x)
= Yy k(@) =Y /k(0)
— Ypk(a'|L) = Yy k(res (o).
g

Corolario 2.27. Sean L/K una extension finita de Galois de campos locales y
M/ K una subextensiénde Galois. Entonceslosdiagramas siguienes conmutan:

1 — Gal(L /M) Gal(L/K) Gal(M/K) —— 1

Yi/m l Yo/x l Yuyx l

M‘/NL/ML‘ ? K‘/NL/KL‘ —'> I('/NM/KA'Pl —1
MK

donde el primer renglén es exacto, con los morfismos naturales y el segundo
rengldn es exacto con el morfismo i inducido por la identidad id : K* — K*.

DEMOSTRACION. Los morfismos del primer renglon estan inducidos por
inclusiones y la exactitud es por teoria de Galois. Entonces el cuadrado
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2.3. El morfismo de Neukirch

izquierdo conmuta por la proposicion anterior y el cuadrado derecho conmuta
también por la misma proposicion, ya que el morfismo i = id = Nk k. a

Proposicion 2.28. Sea L O M 2 K una torre de campos locales con
M/K finita separable y L/M finita de Galois. Si o € Gal(K**?/K) y
co : Gal(L/M) — Gal(cL/oM) es el morfismo de conjugacion dado por
co(t) := oro~ Y4y para T € Gal(L /M), entonces el diagrama siguiente
conmuta:

Yoim

Gal(L/M) = M* /Ny L*

1 l,

Gal(oL/oM) (oM)*/NyLjom(aL)*.

olfoM

DEMOSTRACION. Sea 7 € Gal(L/M) y sea 7 € Frob(L/M) C Gal(L,/M)
un levantamiento de Frobenius de 7. Sea 7 € Gal(M**? /M) una extension de
T a M*®?. Entonces 070~ !|(s), € Frob(aL/oM) es un levantamiento de
Frobenius de ¢, (1) = oro~! € Gal(oL/oM) ya que

pom(aTa™") = py(7) = py(?) € N.

Ahora, si X es el campo fijo de 7, entonces o2 es el campo fijo de
070" Y oLy, ¥ si 7s es un primo de 2, entonces o es un primo de 0%,
por (1.27). Ahora, como

No3/om(oms) = oNg p(mrs),
entonces
Yor/omoco(®) = Yorom(oro™|op)
?aL/ch (o7 oL) = Nosjom(oms)
— oNgy(ms) = oY m(T)
oY m(T).
O

El morfismo de transferencia. Sean G un grupo y H C G un subgrupo
de indice finito. Si G' = [G : G] es el subgrupo conmutador de G,
entonces el cociente G /G’ es abeliano y lo denotamos por G*. Similarmente,
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Ho = H/H’. Ahora, como H tiene indice finito n en G, el conjunto de clases
laterales derechas de H en G tiene un conjunto completo de representantes R
de cardinalidad n, digamos R = {p; : 1 <i < n}, de tal forma que G es la
union disjunta

G=|JHpi compeR1<i<n
Entonces, dado o € G, paracadai = 1, ..., n, se tiene que op; € Hpo(i)

para un tdnico o(i) entre 1 y n, i.e., o(i) es una permutacion del conjunto
1,...,n. El morfismo de transferencia de G a H:

V . Gﬂb - Hﬂb
se define mediante la formula

V(e méd G') = [[ piopy, méd H'.

1

Por supuesto que tenemos que verificar que V estd bien definido, i.e., que
no depende de la eleccion del conjunto de representantes R, que es un
homomorfismo y que se anulaen G'.

(1) V es independiente de la eleccion del conjunto de representantes R.

En efecto, si p{ = hijp; € Hp;, con h; € H, 1 < i < n son otros
representantes de las clases laterales derechas de H en G, entonces

-1 = = e
11705 [1ripiothowpe)™ = [ hilpior i)k,
| s 3
(las clases laterales conmutan porque H/H’ es abeliano)
— IIponzly [1hik -, m6d H’,
y como

a

[1 ik méd B = [[(h; méd H') [ [(h ) méd H' = 1 méd H',
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. . T |
ya que las clases latcrales conmutan y asi cada h; se aparca con algun h_, se
sigue que

-1 _ .
[1riors ™~ = [1riorzg méd H
i i

(2) V es un homomorfismo.
En efecto, si o, 7 € G, entonces
pi(o T)P,,_-,I(,') = pig P;(})Prr(i)"'l’.;rl(i)
y como p,'ap;(:-) €EHy p,‘(O'T)p;rl(,-) € H, entonces laigualdad de arriba implica

que p,,(i)-rp;_,l(,-) € H,; ahora, como p(,(,-)Tp:(},(,-)) € H, por la unicidad de los
representantes cn R sc debe tener que o7(f) = 7(a(i)). Se sigue que

Vien) — [Imnrzin = [1rorsipeorpron mod H
-1 -1 ‘
H PiTPg i H Po()TPr(a (i) méd H’
= V(o)V().

(3) V estrivialen G'.
En efecto,
Viere™'v™Y) — V(@)V@)V(e HVE~) méd H'
V(o)V(e~HV(@)V(r™") méd H'’
(ya que H/H' es abeliano)
1.
(4) Otra definicion del morfismo de transferencia.

Sea o € G y sea S = (o) el subgrupo generado por o. El grupo S actia
por la derecha sobre el conjunto del clases laterales derechas de H en G: si
Hr es una clase lateral derecha y o' € S, entonces Hro' es otra clase lateral
derecha. Las drbitas de esta accion son las clases laterales dobles H7S, de tal
forma que si T recorre un conjunto complecto de representantes de estas clases
laterales dobles, entonces G es la unidn disjunta

G =] HrS.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Sea f(r) el orden de la 6rbita HtS, i.e., el mayor entero tal que las clases Hro,
Hro?, ... Hro/™-1 son distintas. Equivalentemente, f(7)es el menor entero
tal que 7o/ = r méd H, i.e., tal que 70/ ™)r~! € H. Nétese entonces que si
7 recorre el conjunto completo de representantes de las clases laterales dobles,
entonces los elementos 7, 70, ... ,Taf ™M=1 forman un conjunto completo de
representantes de las clases laterales derechas Hg. Para calcular el morfismo
de transferencia en términos de este sistema de representantes, debemos escribir
cada producto 70 - o de la forma 67 con § € H y t uno de los representantes de
las clases laterales dobles. Ahora, 0% = r0°*! es uno de esos representantes,
excepto cuando e = f(7) — 1 y en este caso

TUf(T)_lU = 'raf(r) =rmod H

por definicion de f(7). Asi, en el cdlculo del morfismo V(o) los unicos factores
que quiza no sean 1 son aquellos que corresponden a los productos o/ ™~1g,
que de hecho son iguales a 7of™r~! € H. Hemos asi probado que si {7;} es
un conjunto completo de representantes de las clases laterales dobles Ho'S y si
f(7;) se definen como antes, entonces

V(o) = H T,'O’f(n)‘ri_] méd H' .
i
Usaremos la notacién o[ri] = rio/ (")'ri_’ € H.

Observacién. Como la imagen de Y, x : Gal(L/K) — K*/Np/xL* es
abeliana, entonces Y /x induce por paso al cociente un homomorfismo

Y,k : Gal®®(L/K) — K* /Ny gL*.

Proposicion 2.29. Si L /K una extension finita de Galois de campos locales
y M/K es una subextension, entonces el diagrama siguiente conmuta:

Y
Gal®*(L/K) —2> K*/Ny/kL*

‘| l

Gal**(L /M) — M* /Ny yL*
Yi/m

donde V es el morfismo de transferencia y el morfismo vertical derecho es
inducido por la inclusion K — M.
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2.3. El morfismo de Neukirch

DEMOSTRACION.  Sean G .— Gal(L,,/K) y H := Gal(L,,/M). Sean
o € Gal(L/K) y o € Frob(L/K) su levantamiento de Frobenius. Sea 2, el
campo fijo de o y pongamos S:= Gal(L,,./3) notando por (2.20) que & = Frg
es el generador de S = Gal(L,, /%) = Gal(%,, /%) C G,ya que %, = L,, por
(2.20). Entonces, la descomposicién de G en clases laterales dobles del parrafo
anterior es precisamente
G = | JA7S,
T

donde 7 recorre un conjunto completo de representantes de las clases laterales
dobles H7S.

Ponicndo G = Gal(L/K)y H = Gal(L/M), entonces G es la unién
disjunta de las clases H1;S,donde 7, = 7|, € Gy S = (o). Por definicién del
morfismo de transferencia, para o € G:

(1) V(o méd G') = [[ olr] méd H',

donde o[7;] = -raf(" 'eH.

Pongamos ahora H =HnN 7',5?’ Entonces H; es un subgrupo de H que
coincide con el subgrupo de H generado topologlcqmcntc por o[7;]. Notemos
ahora que ‘r,S es la unién disjunta de las clases H -r,af para 1< fi < f(T,)

Poniendo a H como la unién disjunta de las clases 19,kH, para ﬂ,k € H
1<k< [H : H,], entonces

G=|JA75) = U (Um, ) 7ol = o7
i ik

ya que 78 = Ui = HiFigh.
Entonces, para el campo fijo % de &, de hecho X es el campo fijo de Sy
asi, para cualquier a € % se tiene que

2) Ny k(@) = [] Fisi(a).
i,k

Ahora, si 3,; es el campo fijo de & [7i], entonces
(:Fiz)ur = ;Fiznr = 'T'iLnr = Lnr:

ademas T;% C 3, y /7% es la extensién no ramificada de grado f(7;). Se
sigue que para un primo s de 3 el elemento 7;(ms) es primo de 7;2 y por lo
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

tanto de %;. También, como en (2) se tiene que, para a € %;,

N3, m(@) = [ Bix(e).
k

Se sigue que

3) Ny (ms) = [[ Fis7iCams) = [] Vs, m(Fi(mrs)).
ik

Finalmente, como o[7;] € Frob(L /M) es un levantamiento de Frobenius
de o[7;] € Gal(L/M), usando (1) y (3) se sigue que

Yi/k(0) = Nyjg(ms) =[] NsmGilmrs))

= HYL/M(U[Ti]) =Yym (H 0[1-,»])

— Ypm(V (o))
O

El resultado principal nos dice que el morfismo de Neukirch es un isomor-
fismo:

Teorema 2.30. Sea L /K una extension finita de Galois de campos locales.
Entonces, el morfismo de Neukirch Y /g : Gal®®(L/K) — K*/NpxL* esun
isomorfismo.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracion es la siguiente: primero conside-
ramos el caso cuando L /K es ciclica de grado primo £. Después, por induccién
sobre n, consideramos el caso cuando L/K es ciclica de grado £". A continua-
cién consideramos el caso cuando L/K es abeliana finita y hacemos induccién

sobre el grado [L : K]. Finalmente consideramos el caso general usando que
Gal(L/K) es soluble (1.78).

CAso 1. Supongamos que L /K es ciclicade grado primo £. Entonces, L/K es
no ramificada o es totalmente ramificada.

(i) Si L/K es no ramificada, entonces Y /K €S un isomorfismo por (2.25).

(ii) Si L /K es totalmente ramificada de grado primo £, sea & un generador del
grupo Gal(L,,/Ky,). Entonces, por (1.53)(3) Gal(L,,/Kn) ~ Gal(L/K) ya
que Lo = K, de tal forma que o := & es un generador de Gal(L/K).
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2.3. El morfismo de Neukirch

Poniendo o) := o - Fry € Gal(L,,/K), como L,, = L N K,,, se tiene
que 0|y = 7| = oy di|k,, = Frp y asi pg(d1) = 1, de tal forma que
o1 € Frob(L/K) es un levantamiento de o. Sea X el campo fijo de 7. Por
(2.20) fg/ x = pk(d1) = 1 de tal forma que 2/K es totalmente ramificada y
ademas Gal(3/K) ~ Gal(Zn,/Knr) ~ Gal(Ly,/Kn) ya que 2, = Ly,

Sea M /K una subextension finita de L,,/K tal que M contiene a L y a 3.
Denotemos por 7y y 71 elementos primos de 3, y L respectivamente. Como
2,LC MCL, =23, implicaque M/3 y M/L son no ramificados, entonces
ars. y L siguen siendo primos en M y por lo tanto existe una unidad u € Uy
tal que my = wu.

Mostraremos ahora que Y /x es inyectiva. En efecto, supongamos que
para el generador o de Gal(L/K) se tiene que Y, /x(a) = 0.

]
Como f(2/K) = 1, entonces Nyyp,ls = f(Z/K)Nz/K = Ny ¥y

similarmente, como f(L/K) = 1, entonces Npyp,|L = Nk Se sigue que

Nsjkms = Ny s, = Naymo (o) = Nagipo (L )Ny, (0)
= Nk (TL)Nmm, () = Npgyyo (1) méd Ny g L
y como 0 = Y /k(0) = Ng/g(my) méd Ny xL*, entonces Ny xms €
N /kL*, por lo que de la congruencia anterior se sigue que Ny, (1) €
Ny xL" también, ie., Npyp, () = Np/x(€) para algin & € L* (de hecho,
& € Up yaquevp(e) = vg(Ny g(€)) = 0). Asi, como Ny x = NM/MOIL se
tiene que Ny, () = NM/Mo(s) y por lo tanto NM/Mo(ua‘l) = 1, entonces,
por el Teorema 90 de Hilbert (Anexo 1, (2.72)) existe un B € M tal que

ue~! = a(B)/B. Se sigue que para el elemento 7 := 7 £51(B)/B € M se
tiene que

o(m) _ o(mLe) @ (BB _ ai(mLe) 501(B) a(B™h
T e o(B)B! me a(f) P

¥ a(msu~le) a(B) a(BY)
msu~le () B!
ai(ms) (™ e) . (F(B)
ms  ule al( B

ya que 2 es el campo fijo de o y s € 3. Se sigue que o(w) =  para el
generador o y por lo tanto = € M. Observamos ahora que como 7 es un primo

yaque 00) = 010

ay(ms)

=1,

I

)&(ﬁ)”‘ﬁ -
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

de M (ya que es igual a 7r; por una unidad), lo anterior es una contradiccion
con el hecho de que vpy(7) = [M : Molvy (7) # 1 yaque M # My por ser
totalmente ramificada. Se sigue que Y x(o) = 0 no es posible y por lo tanto
Yk es inyectiva.

Ahora, como L/K es totalmente ramificada, por (2.7) y (2.18) el grupo
K*/Np/kL* es ciclico de orden £ = [L : K] con Y /x : Gal(L/K) —
K* /Ny kL* inyectivo; se sigue que Y /x debe ser un isomorfismo.

CAso 2. L/K es ciclica de grado £*, ¢ primo y n > 1. Usaremos induccién
sobre n para mostrar que Y /¢ es unisomorfismo: sea M un campo intermedio
de L/K tal que [L : M) = £. Entonces, consideremos el diagrama del
corolario (2.27). Mostraremos que en este diagrama Ny g es inyectiva. En
efecto, supongamos que no lo es, i.e., que para todo B ¢ Ny pL* existe un
a € L* tal que Nyjgxa = NpyykPB. Entonces, Nyyx Ny jm(a) = NpykBs ie.,
Numyk((Nppa)B~") = 1y asi, por el Teorema 90 de Hilbert (Anexo 1, (2.72))
existe un B; € M* tal que para el generador o de Gal(L/K) se tiene que
(NL/Ma)B" = Bi/a(B),ie., B= NL/Maa(Bl)/Bl. Observemos que como
B & NpmL*, entonces By & Ny pL*.

Repitiendo esta construccion ahora para 3, y por recurrencia (n — 1) veces,
se obtiene que

B = Npm(a)yr(B)
para algin o’ € L* y 8/ € M*,donde 7 € Z[Gal(L /K)] esta dado por

r=@@-1" =" —1+Lf(0)

para algiin polinomio f(x) € Z[x]. Sesigue que 7(8') = al"_l(ﬁ')/ﬁ’ -v! para
uny € M*; porlo tanto 8 = NL/M(a"y)U”_l(B')/B’ ya que y € M* implica
que Npjp(a’y) = Npm(a')yy.

Notando ahora que o es un generador de Gal(L/M) ya que tiene
grado £ = [L : M], y que B/ € M implica que o' (B') = B, entonces
B = Np/m(a’y), lo cual contradice la hipétesis de que B & N, /mL*. Se sigue
que Ny es inyectiva.

Usando esto probaremos que Y /x esinyectiva. Enefecto, si Y, k(o) =0
para o € Gal(L /K), de nuevo considerando el diagrama de (2.27) observamos
que L/M es ciclica de grado £ y M/K es ciclica de grado < £" y asi, por
hipétesis de induccion se tiene que Yy y Y p/x son isomorfismos; usando el
cuadrado derecho Y (o) = 0 implica que o estd en el nicleo del morfismo

174



2.3. El morfismo de Neukirch

horizontal superior derecho y asi proviene de un o € Gal(L/M) y para este o
la conmutatividad del cuadrado izquierdo implica que Y ,p(c") = 0 ¥ camo
Y m €s un isomorfismo esto implica que o = id y asi el o de Gal(L/K)
también es la identidad, i.e., Y /¢ es inyectivo.

Para probar que Y /x es suprayectivo, sea & € K*; entonces considerando
su clase méd Ny xL*, si mandamos esta clase a @ méd Ny x M* en el grupo
derecho de la sucesién inferior de (2.27), como Yk es un isomorfismo
entonces existe un tnico o € Gal(M/K) tal que Y py/ g (o) = a méd Ny x M*.
Levantandc este o a un 7 € Gal(L/K), i.e., tal que 7|y = o, se sigue que
Yi k(1) = Ypyk(0) = @ mdd Npyyx M* por la conmutatividad del cuadrado
derecho en (2.27).

Entonces, @« méd Ny xL* y Y /x(7) van a dar al mismo a méd NpyxM*
y consecuentemente, por la exactitud de la sucesion inferior de (2.27), su
cociente proviene de un y méd Ny L* cony € M*. Pero como Yy es
un isomorfismo, entonces existe un unico 7, € Gal(L/M) tal que YL/M('r]) =
Y méd Ny L* — a méd Ny xL*/Y/k(7), y asi, mandando 71 a 7y €
Gal(L/K) se tiene que

YL/K(T?I) = a mod NL/KL*r
i.e, Yk es suprayectivo.

CAso 3. Supongamos ahora que L /K es abeliana finita. La suprayectividad de
Y 1k se prueba como en el caso anterior por induccion sobre [L : K], eligiendo
una subextensidn ciclica M/K de L /K.

Para la inyectividad de Y/ ¢, supongamos que M/K es una subextension
ciclica de grado £" de L/K. Si Yy k(o) = 0 para ¢ € Gal(L/K),
entonces el cuadrado izquierdo del diagrama del corolario (2.27) implica que
0 = Yy k(o) = Ypk(o|pm), donde por hipétesis de induccién Yy es
inyectivo; se sigue que o|y = id y por lo tanto Ker Y, /x estd contenido
en el nicleo del morfismo natural

Gal(L/K) — [] Gal(M/K).
M
donde M/K recorre todas las subextensiones ciclicas de L /K. Pero este nicleo
es trivial ya que Gal(L/K) es abeliano y por lo tanto se descompone como el

producto de grupos ciclicos. Se sigue que o = id y por lo tanto Y /x es
inyectvo.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Caso 4. Si L/K es una extension finita de Galois arbitraria. Por (1.78),
Gal(L/K) es un grupo soluble. Si no es abeliano, su grupo conmutador
Gal(L/K) noestrivial. Sea M sucampo fijo, i.e., Gal(L/M) = Gal(L/K)'. En
el diagrama conmutativo del corolario (2.27), como Gal(M/K) = Gal®(L /K)
se tiene que Y g/ x es un isomorfismo porel caso (3). Entonces, si Y /k(a) =0,
la conmutatividad del cuadrado derecho implica que Y g (o|y) = 0 y por lo
tanto o |y = id y asi, por la exactitud de la sucesion superior en el diagrama de
(2.27), se tiene que o € Gal(L/M) = Gal(L/K), i.e., Y.k es inyectiva. La
suprayectividad se sigue como en (3) 6 (2). a

2.4 El morfismo de reciprocidad local

Definicion 2.31. El inverso del isomorfismo de Neukirch
Y x : Gal®®(L/K) — K* /N /g L*
del ultimo teorema de la seccion anterior, se denota por
NI K‘/NL/KL' — Gal"b(L/K)

y se llama el morfismo de reciprocidad local. También se suele usar el nombre
de simbolo de normaresidual parael isomorfismo ¥, x y la notacién siguiente:
si @ € K* es un representante de la clase @ € K* /Ny /xL*, se usa la notacién

V¥ /x@) = (a, L/K) € Gal*®(L/K).

Nétese que el morfismo de reciprocidad ( ,L/K)  K*/NyxL* —
Gal®®(L /K) induce un epimorfismo:

( ,L/K): K* - Gal**(L/K)

al que también se le llama morfismo de reciprocidad o simbolo de norma
residual.

El nombre de simbolo de norma residual proviene del hecho de que
(a, L /K) determina cuindo a € K* es una norma de L*:

(o L/K)=1=id € Gal®*(L/K) siy s6losi a es unanorma de L*.
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2.4. El morfismo de reciprocidad local

Observacién. Si L/K es una extension abeliana, entonces G = G y asi el
teorema anterior (i.e., la ley de reciprocidad local) nos da una descripcion de
su grupo de Galois:

\PL/K . K‘/NL/KL‘ =~ Gal(L/K)

El problema de calcular explicitamente el simbolo de norma residual
(a, L/K) para una extension L/K y un elemento a € K* dados, es en
general dificil. Sin embargo, en el caso cuando L/K es finita no ramificada,
la proposicion (2.25) leida en términos del morfismo de reciprocidad nos
da una foérmula que involucra al elemento de Frobenius correspondiente,
expresando en forma natural que la ley de reciprocidad asocia elementos primos
al automorfismo de Frobenius correspondiente:

Proposicion 2.32. Sean L/ K una extension finita no ramificada de grado n
de campos locales y a € K*. Sean Fryx € Gal(L/K) el automorfismo de
Frobenius y vg : K* — Z la valuacién normalizada de K. Entonces,

(a, L/ K) = Fry.

DEMOSTRACION. Por (2.25) (g, L/K) =Fryyx y ( ,L/K): K* [Ny jx —
Gal(L/ K) es un isomorfismo. Ahora, si u € Ug, como por (2.5) NL/K UL ~
Uk, entonces existe una unidad & € Uy tal que u = Ny k(&) € NL/K(L‘) y asi
(4, L/K) = 1. Entonces, para todo a € L*, escribiéndolo como a = w;."(a)u

con u € Uk, se tiene que
(o L/K) = (mFu, L/K) = (mg, L/K)"*(u, L/ K) = Fr5Q.
a

Corolario 2.33. Sea L/K una extensién abeliana finita. Entonces, el morfis-
mo de reciprocidad

(,L/K): K* — Gal(L/K)
lleva al grupo de unidades Uk en el subgrupo de inercia de Gal(L /K).

DEMOSTRACION. Sea Gy el subgrupo de inercia de G = Gal(L/K) y sea
Lo = L% el campo fijo correspondiente. La extensién Lo/K es no ramificada
por (1.50). Porlaproposiciénanterior laimagende Ug en Gal(Lo/K) = G/Go
es trivial; por lo tanto, la imagen de Ux en G = Gal(L/K) esta contenida en
Go.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Reciprocamente, sea t € Go; entonces existe a € K* tal que t = (a, L/ K).
Pongamos f = [Lo : K]. Como (a, L/K) =1t € Go es trivial en Lo y como el
orden del grupo Gal(Lo/K) es f, la proposicion anterior muestra que f divide
a vk(a) y por lo tanto existe b € L* tal que vg(a) = vg(N(b)). Si ponemos
u=a-N®b)!, entonces u € Ug y

(,L/K)=(a-N@b)", L/K)=(a, L/K)(N(b)"', L/K) = (a, L/K) =t
ya que N(b)~! es una norma y por lo tanto (N(b)~!, L/K) = 1; se sigue que

la imagen de Uk es precisamente Go. a

Propiedades funtoriales del morfismo de reciprocidad. Las proposiciones
(2.26), (2.29) y (2.28) interpretadas en términos del morfismo W,k inverso
del morfismo de Neukirch Y, /x expresan la conducta funtorial del morfismo
de reciprocidad con respecto a extensiones de L y de K:

Proposicion 2.34. (1) Sea L/K una extension finita de Galois. Entonces:

(1) Si L'/K' es una extensién finita de Galois de campos locales tales que
K' 2 K y L' D L son finitas, entonces el diagrama siguiente conmuta:

(.L'/K")

K" Gal®®(L' /K"
Nx'/xl res
K* ab
CL/K) Gal”(L/K)

en particular:
() SiL =1L ie,siL 2K DK, entonces el diagrama siguiente conmuta:

(.L/K"

K" Gal®(L/K")
N1k

« _______ o ab
K — o Gal™(L/K)

(ii)SiK =K' ie.,siL' DL DK, entonces el diagrama siguiente conmuta:
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(.L'/K)
BLCVLIN Gal®(L'/K)

) o

* ab
K _(.L/—K)_) Gal (L/K)

*

(2) Si M es un campo intermedio de L /K y V es el morfismo de transferencia,
el diagrama siguiente conmuta:

L/K

K* (—/)- Gal"b(L/K)
* ab

M* — > Galo*(L/M)

(3)SeaL O M 2 K una torre de extensiones finitas de campos locales con
M/K separable y L /M Galois. Si o € Gal(K**P/K), entonces el diagrama
siguiente conmuta:

(.L/M)
P G, T Gal®®(L /M)

/| -

M)* ab
(oM) —*( T Gal”(oL/oM)

donde o : M* — oM* estd dada por o : a — oa, y c, es el morfismo inducido
por la aplicacién o : M* — aM* anterior y la conjugacién: T+ oro~! de
Gal(gL/oM) =5 Gal(L/M).

La conmutatividad de este diagrama se puede reescribir en la forma:
o(a, L/M)o~! = (oa,aL/aM).

DEMOSTRACION. El primer diagrama de (1) es (2.26) y los otros dos diagramas
son inmediatos de (1). El diagrama de (2) es (2.29) y el diagrama de (3) es
(2.28). a

Observacion. La compatibilidad anterior nos permite pasar al limite inverso

sobre todas las extensiones normales de K y asi podemos definir el simbolo
(a, L/K) para todas las extensiones abelianas L de K; en particular, para la
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mdxima extensién abeliana L = K°° del campo local K obtenemos el morfismo
de reciprocidad:

Wk :=Wgax =( , K?®/K): K* — Gal(K*/K),

y pasando al limite sobre los diagramas de (1)(i), (2) y (3) en la proposicion
anterior obtenemos:

Corolario 2.35. Sea L/K una extensién separable y sean L°® y K? las
mdximas extensiones abelianas correspondientes. Entonces:

(1) Los diagramas siguientes conmutan:

( 'Lab L) ( ,K“b K)
g LB Gal(L®®/L) ke KO Gal(K?®/K)
Ny jx [ [ lv
* Gal(K?®/K > Gal(L®/L).
K ( ,K®/K) al(k™/K) L (.Lo/L) alL®/L)

(2) El diagrama (3) de (2.34) se vuelve la férmula
a(a, K""/M)(T'I = (oa, K%/aM).

2.5 Grupos de normas y campos de clases locales

El problema principal de la teoria de campos es clasificar todas las extensiones
de Galois L /K deun campo dado K mediante objetos aritméticos de K, es decir,
dar una ley mediante la cual todas estas extensiones L puedan ser construidas
a partir de K usando solamente la estructura intema del campo K es decir, se
buscauna ley que clasifique las extensiones L / K mediante objetos directamente
asociados al campo K. Veremos a continuacion que laley de reciprocidad local
resuelve el problema anterior para extensiones abelianas L de K en el sentido
de que nos da una biyeccion entre estas extensiones abelianas y los subgrupos
cerrados de indice finito (en la topologia natural de K*) del grupo K*; al final
mostramos que estos subgrupos cerrados de indice finito son los subgrupos de
norma:

Definicion 2.36. Un subgrupo M C K* se llama un subgrupo de normas si
existe una extension finita L/K talque M = Ny g L*.
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Ejemplo. Seam > 1 un entero y sea M, el conjunto de elementos a € K* tales
que vk (a) = 0 (méd m); se sigue de la proposicion (2.32) y de la definicion de
simbolo de norma residual (2.31) que M,, es el grupo de normas de la extensién
Km de K no ramificada de grado m.
Lema 2.37. Los grupos de normas de un campo local K tienen indice finito
en K*. Mds aiin, si H = Ny jxL* C K*, con L/K una extension finita de
campos locales, entonces el indice del grupo de normas Ny ;xL* en K* divide
al grado [L : Ky esigual a este grado si 'y solo si L /K es abeliana.
DEMOSTRACION. En efecto, si H = Np/xL*, con L/K finita, por la ley de
reciprocidad K* /Ny /xL* =~ Gal®®(L/K) y este dltimo grupo es un cociente
del grupo finito Gal(L/K). Se sigue que
|K*/NpygL*| = |Gal®(L/K)| < |Gal(L/K)| = (L : K]

y la igualdad se da si y sélo si L/K es abeliana. O

Observamos ahora que la restriccion a extensiones abelianas de nuestros

métodos se debe a que extensiones no abelianas dan los mismos subgrupos de
normas que las abelianas:

Proposicion 2.38. Sea L/K una extensién finita de campos locales y sea K
la mdxima extension abeliana de K contenida en L. Entonces,

NpjkL* = Ngas /g(K?)*.
DEMOSTRACION. Como L O K D K, se tiene una inclusién
NL/KL‘ g Nxab/K(Kab)‘.

Para la otra inclusion, sea F/K una extensiéon normal que contiene a L y
consideremos el diagrama de campos siguiente:

F

A

Mab

L N M

/

N—’gl—r-«
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ysean G = Gal(F/K), H = Gal(F/L)y G’ = [G : G] el subgrupo conmutador
de G. Sea M?® la maxima extensién abeliana de K contenida en F , de tal forma
que Gal(F/M?) = G' y Gal(M?®/K) = G/G’.

Observemos que para la interseccién L N M se tiene que

(*) LN Mab — FH-G'
ya que como L = FH y M = FS’, entonces
(1) LNM® =FHnFG c FHE,

y reciprocamente, como H C H - G’ entonces F H 5 pH G y de modo similar
G' C H - G' implica que FG' D FHG' y asi

) LNM®* = FinFG > FHG

(1) y (2) prueban (*).
Ahora, como Gal(F/L N M) = Gal(F/F"'G') = HG', entonces

Gal(L"M°*/K) = G/HG'

y este grupo es abeliano ya que contiene al subgrupo conmutador G’ de G . Asi,
como L N M2 C L, entonces se debe tener que

(3) LN M® C kb

por definicién de K.
Finalmente, como K% C F y la extension K ab /K es abeliana, entonces
K2 C M“ por definicién de M?b. Se sigue que

(4) Kab g L n Mﬂb’
y de (3), (4) y (x) se tiene que
K® =LnM® = FH¢

Se sigue que
Gal(F/K®*)=H -G’

Gal(K°®/K) = G/(H - G").
Ahora, sea ¢ € NK.,»/K(K“")‘. Como £ es una norma de K% la ley de

reciprocidad nos dice que (¢, K®®/K) = 1 en Gal(K*®*/K) = G/(H - G').
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Considerando entonces a (¢, F/K) € G =G / G', su proyeccion sobre
G /HG' corresponde a formar (¢, K% /K) = 1 por el diagrama de (2.35)(2). Se
sigue que (£ F/K) estd en el nicleo de G/G' — G/HG/, i.e.,

(¢ F/K) € H/H' = Gal*®(F/L).
Ahora, por (2.35)(1) el diagrama siguiente conmuta

(.F/L)

L* ————— Gal®®(F/L) = H/H'
NL/xj
. ab =G/G
K*  pxy Ga™(F/K) /

y como la ley de reciprocidad ( , F/L) es suprayectiva, existe A € L* tal que
(& F/K) = (N/k (D), F/K).
Pero el nicleo del morfismo de normaresidual es el grupo de normas N g (F*),
y como § - Ny x(A)~! estd en este niicleo por la igualdad anterior, entonces
existe un { € F* tal que Ngx(Q) = & - N g7 e,
&€ = Npxk(MNEx (©);
y consecuentemente ¢ = N k(A - Ngx({)) € NpxL*. 0O

Asi, usando la ley de reciprocidad sélo se pueden clasificar extensiones
abelianas.

El resultado siguiente establece la correspondencia entre las extensiones
abelianas (finitas) de un campo local K y los subgrupos de normas del
grupo multiplicativo K* de K. Antes, recordemos que una funcién continua
f : X — Y entre espacios topoldgicos se llama propia si la imagen inversa de
cualquier compacto de Y es compacto en X.

Teorema 2.39. Sea K un campo local. Entonces:

(1) La funcién

L — NL/KL*
es una biyeccion entre el conjunto de extensiones abelianas finitas de K y el
conjunto de subgrupos de normas de K*.

(2) Esta biyeccion invierte inclusiones.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

(3) N(LL"y = NLN NL'.
(4) N(LNL"Y= N(L)- N(L".

(5) Cualquier subgrupo de K* que contenga un subgrupo de normas es un
subgrupo de normas.

(6) Si L/K es una extension finita de grado n, entonces Ny jx : L* — K* es
continua 'y propia. Se sigue que el grupo Ny xL* es cerrado de indice finito
en K*, i.e., es abierto.

DEMOSTRACION. (3): Si L, L' son extensiones abelianas finitas, entonces la
transitividad de la norma nos da

N(LL") C NLNNL',

(obsérvese que lacomposicién LL' /K es abeliana yaque L/ Ky L' /K lo son).
Reciprocamente, sia € NL NN L', entonces el elemento

(a, LL'/K) € Gal(LL'/K)

tiene proyecciones triviales (porque es norma para cada uno de los factores)
(a, L/K)=1y(a, L'/K) = 1enlos correspondientes Gal(L/K) y Gal(L'/K),
de tal forma que (a, LL'/K) = 1 y por lo tanto a € N(LL').

(2): Usando (3) observemos que
NL D NL' & N(LL'Y=NLNNL'=NL' & [LL' : K]=[L' : K] & L C L'

(1): Notemos que (2) implica que la funcion L — NL es inyectiva y por lo
tanto establece la biyeccion deseada.

(5): Si N’ C K* es un subgrupo que contiene a un subgrupo de normas NL,
entonces

(N', L/K) = Gal(L/L")
para un campo intermedio L' de L/K. Observamos entonces que como
N’ D NL, entonces N’ es la preimagen de Gal(L/L') bajo el morfismo

(,L/K): K* — Gal(L/K),
i.e., es el nicleo de
(.L'/K): K* — Gal(L'/K),

de tal forma que N’ = NL' como se requeria.
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2.5. Grupos de normas y campos de clases locales

(4):ComoLNL' CLyLNL C L' entonces por (2):
N(LNL)YDNL vy N({LNL)DNL,

y por lo tanto
N(LNL)D NL-NL'.

Reciprocamente, como L, L' C LL' entonces N(LL') C NL y N(LL") C

NL' por (2), y asi
N(LL"YC NL - NL',
es decir, NL - NL' contiene a un subgrupo de normas, de tal forma que por (5)
debe ser de la forma
NL-NL'= NL"

para L"” /K finita abeliana. Finalmente, como NL C NL" y NL' C NL”, se
sigue de (2) que L” C LN L' y por lo tanto

NL-NL'=NL" D NLNL").

(6): Sia € L*, entonces Ny k(a) es por definicion el producto de los
conjugados de a (sobre K) y como el grupo de Galois Gx := Gal(K,/K)
actia continuamente sobre L*, entonces N,k es continua.

Para mostrar que Ny g es propia, observemos que para cada subconjunto
compacto V de K* su imagen bajo la valuacion v : K* —» Z es compacta y
por lo tanto finita. Mas aun, si Uk es el grupo de unidades de K, entonces Ug
es compacto ya que K es un campo local, y asi V/ .= V N Uk es también un
subconjunto compacto de Ug. Ahora, como U es compacto, en el diagrama
conmutativo siguiente

0— U —>[* 27 —>0

NL/xl NL/xl "l

0—>UK—>K‘V—X>Z—>O

la imagen inversa NZ/'K(V’ ) es un subconjunto compacto de Uy, y por lo tanto es
un subconjunto compacto de L*. Pero V es una union finita de trasladados de V'
ya que vig(V) es finito; se sigue que N;}K(V) es una union finita de trasladados

del conjunto compacto NZ/IK(V' ), y por lo tanto NE/lK(V) es compacto.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Para la segunda afirmacion, como Ny /x es una funcion propia entre
espacios Hausdorff localmente compactos, entonces es cerrada y por lo tanto
Np/kL* es cerrado en K*. Finalmente, de la ley de reciprocidad se sigue que
N kL* tiene indice finito en K*. O

Observacion. Las partes (3) y (4) del teorema anterior implican que si tomamos
como una base de abiertos del 1 € K* a los subgrupos de normas Ny /¢ L* de
K*, donde L /K recorre las extensiones finitas de Galois de K, se tiene una
topologia en K* a la que se llama la topologia de norma. Observamos también
que por la parte (6) del teorema anterior, si L/K es finita el grupo Ny xL* es
cerrado de indice finito (i.e., es abierto) en K*, en la topologia de K* inducida
por la valuacion; se sigue que la topologia natural de K* es mds fina que la
topologia de norma.

Si K es un campo local, el grupo de normas universales de K, denotado
Nk, es la interseccién de todos los subgrupos de normas de K*.
Teorema 2.40. Sea K un campo local. Entonces:
(1) Si L/K es una extension finita, entonces

Np/kNL = Nk.

(2) En la topologia de norma, los subgrupos abiertos de K* son los subgrupos
cerrados de indice finito.

(3) Si K; es una cerradura separable de K, entonces el grupo de normas
universales Ny es el niicleo del morfismo de reciprocidad

( ,K;/K): K* — Gal®®(K,/K).

(4) K* es Hausdorff en la topologia de norma si'y sdlo si el grupo de normas
universales

NK = mNL/KL*
L

es trivial.
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DEMOSTRACION. (1): Sia € Ni /KN L, queremos mostrar que a € Ng/x F*
para todas las extensiones F/K. Observemos primero que para la composicién
LF setiene que Ny g/ (LF)* 2 Dy, y por la transitividad de la norma se tiene
que

a € Npjk(NL gy (LF)*) C Nppyx(LF)* = Ngjg(Npgr(LF)*) € Ny F?,

y por lo tanto a € Ng/x F* como se queria.

Reciprocamente, si a € N, sea F/L una extension finita; consideremos
el conjunto €),(F) de todos aquellos elementos b € L* cuya norma es igual a
a y que son normas de elementos de F, i.e.,

Qu(F) = Ng F* N NEj(a).

Observamos que como N,k es una aplicacion propia, entonces los conjuntos
Q,(F) son compactos para todas las extensiones F de L. Ahora, como a € Nk
entonces a € N F* para cada extensién F de L; asi, sia = Ng/x(bF) para
algin br € F*, entonces Ng(bF) € Q4(F) y por lo tanto los conjuntos {2,(F)
son no vacios. Variando los campos F los conjuntos {),(F) forman una familia
decreciente, por (2.39)(3), de subconjuntos compactos no vacios de {2,(L); asi,
por compacidad su interseccion es no vacia, i.e., existe b € (g Q,(F), y es
claro que b € Ny (por definicionde N) y Ny /x(b) = a,ie.,a € Ny xN.

(2): Si N es un subgrupo de K*, entonces K* es la union de todas las clases
laterales de N y por lo tanto

¢)) N=K"— UaN.

aN#N

Asi, si N es abierto, entonces las clases laterales a/N también son abiertas
y por lo tanto N es cerrado. Y como N es abierto en la topologia de
norma, entonces debe contener alguna vecindad abierta Ny xL* del 1, i,
N 2 Np/kL* y como Np xL* es de indice finito en K* por el lema (2.37),
entonces N es de indice finito también.

Reciprocamente, si N es cerrado de indice finito, entonces la unién en (1)
es de un nimero finito de clases laterales aN # N, cada una de las cuales es
cerrada y por lo tanto la unién también es cerrada y consecuentemente N es
abierto.

(3): Sia € K*, entonces a € Nk siy sélosia € (|, Ny/xL* para toda
extension abeliana L/ K por (2.38), y por la ley de reciprocidad esto sucede si
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y solosi(a, L/K) = 1 para toda extension abeliana L/ K, i.e., si y sélo si a esta
en el niicleo del morfismo de reciprocidad ( , K;/K) : K* — Gal®*(k +/ K).

(4): Trivial. ad

Definicion 2.41. Si K es un campo y L/K es una extension abeliana finita
asociada a un subgrupo de normas N C K* bajo la correspondencia del teorema
(2.39), se dice que L es el campo de clases de N. Noétese entonces que por la
ley de reciprocidad (2.31) se tiene que

Gal(L/K) ~ K*/N.

De la discusion anterior y de la ley de reciprocidad se sigue que si ya
conociéramos el grupo de normas Ny xL* de una extension abeliana L/K,
entonces ya conoceriamos el grupo de Galois de L/K. Asi, la clasificacion
de las extensiones abelianas se seguira de la clasificacion de subgrupos de K*
que son subgrupos de norma. Este es el objetivo fundamental de la siguiente
seccion.

2.6 El teorema de existencia

El teorema de existencia que probaremos en esta seccion nos dice que el
conjunto de subgrupos de indice finito de K* coincide con el conjunto de
subgrupos de norma de K*. Ya sabemos por (2.37) que todo subgrupo de
normas Ny x(L*) C K* es de indice finito, asi que sdlo falta probar que dado
un subgrupo de indice finito H C K* existe una extension finita abeliana L/K
tal que H = Np/x(L"). Esta es la existencia de donde toma su nombre el
teorema. Para probar este teorema probaremos primero que la topologia de
norma es Hausdorff o, equivalentemente, por (2.40)(4), probaremos que el
grupo de normas universales Ny es trivial y para esto debemos apelar a la
estructura aritmética de K de tal forma que ésta es la parte del argumento que
es mas sutil.

Antes de probar lo anterior mostramos un caso especial del teorema de
existencia:

Lema 2.42 (Teorema de ramificacion). Sea K uncampo local. Todo subgrupo
de indice finito de K* que contiene al grupo de unidades Uk de K, es un grupo
de normas de alguna extensién no ramificada de K. Una condicién necesaria
y suficiente para que L /K sea no ramificada es que Ny xL* 2 Uk.
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DEMOSTRACION. Por (2.5), toda unidad de K es una norma de toda extension no
ramificada de K. Ahora sea N un subgrupo de indice finito de K* que contiene
a Ug; digamos n = [K* : N]. Observemos que de la sucesion exacta

0 Uy— K & -

se tiene que Z ~ K*/Uk y asi, si N C K* es un subgrupo de indice finito n
que contiene a Uk, entonces N/U es un subgrupo de K* /N de indice n y por
lo tanto corresponde, bajo el isomorfismo anterior, al subgrupo nZ C Z, i.e.,
N = v!(nZ), por lo que N est determinado por su indice n.

Consideremos ahora una extensién no ramificada K,/K de grado n;
entonces ([K* : Nk xK,] = [Ka : K] = n, y por (2.5) se tiene que
Uk = Ng,/xK,- Se sigue que N = Nk, xK,. La segunda afirmacién es
ahora trivial. O

Teorema 2.43 (Teorema de existencia). Sea K un campo local. Un subgrupo
de tndice finito N C K* es un subgrupo de normas si'y sélo si N es cerrado de
Indice finito (i.e, N es abierto en la topologia natural de K*).

DEMOSTRACION. Si N es un subgrupo de normas de indice finito, entonces
N = Np/xL*paraL / K una extension finita abeliana. Por el teorema (2.39)(6)
anterior la funcién

N L/K * L*—- K*
es continua y propia, y por lo tanto la imagen N = Ny xL* es cerrada en K*.

La implicacion que falta es la importante y es donde toma su nombre
el teorema: debemos probar que si N C K* es un subgrupo cerrado (en
la topologia natural de K*) y de indice finito, entonces existe una extension
abeliana finita L/K tal que Ny xL* = N.

Para probar esto necesitaremos los resultados siguientes, de los cuales se
derivara formalmente el teorema de existencia:

Afirmacion. Para cada mimero primo p, existe un campo K , con la propiedad
de que si el campo L contiene a K, entonces la aplicacion x — xP de L*
en st mismo tiene niicleo compacto y su imagen contiene al grupo de normas
universales Ny .

Esta afirmacion es la que resulta dificil de probar, y pospondremos su
demostracion hasta el final de esta seccion. Como consecuencia de esta
afirmacion, se tiene:
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Proposicion 2.44. Si K es un campo local, el grupo de normas universales
N es divisible y de hecho igual a ), (K*)".

DEMOSTRACION. Mostraremos que para cada primo p se tiene que Nf = Nk.
Para esto, si a € N consideremos el conjunto de todos los campos L tales
que L /K es finita y ademds L 2 K, donde K, es el campo cuya existencia
garantiza la afirmacidn anterior. Denotemos por

Qo(L):={BEK" : BP=a y BENyxL"}.

Los conjuntos {),(L) son finitos y por lo tanto compactos. Observemos ahora
que como a € N, por la proposicién (2.40)(1) se sigue que a € Ny /xkN;
de la afirmacion anterior se sigue que @ € Ny /x(L*P). Por lo tanto, existe
un B € Ny /xL* tal que @ = BP; se sigue que {,(L) es no vacio, para cada
tal campo L. Como en la demostracion de (2.40)(1), la interseccion de los
conjuntos {2,(L) es no vacia por la compacidad, y asi existe un elemento
B € Ni Na(L), de tal forma que para este elemento se tiene que B € Nk
(por definicion de los §24(L)) y ademas BP = a; se sigue que Nk es divisible.

Mas aiin, como K* D N sesigue que K*" D Dy para cada natural n y por
lo tanto Nx C N, K*". Reciprocamente, si a € ), K*" y si la extensién L/K
es de grado n, entonces @ = 3" (ya que a € K*") y por lo tanto a = Ny /xf3;
se sigue que B € Nk.

Finalmente observamos que un elemento de (), K*" debe ser una unidad.
En (2.45)(2) mostraremos que esta interseccion es de hecho igual a {1}. O

Usando la proposicion anterior, probaremos el teorema de existencia: sea
N C K* un subgrupo cerrado de indice finito n. Entonces, (K*)" C N y por
lo tanto Nx C N por la proposicién anterior. Se sigue que

m(NL/KL‘ NUk)=NgNUg CNg C N
L

Ahora, como NL/KL‘ N Uk es compacta para cada L, y como N es abierto,
entonces existe un campo L tal que Ny jxL* N Ug € N. Obtenemos entonces
‘unainclusion:

) NpxL* NUg(NyxL*N"N)C N
ya que si el elemento a pertenece al lado izquierdo, entonces a € Np/xL* y

odemos escribirlo como a = a’d’ cond € Ug ya” € Ny /xL* N N; se sigue
p y L/K g
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que @ = a(@’)™!' € Ny xL* y porlotantoa’ € Uy NNy xL* yd € N;se
sigue que a € N como se queria.

Observamos ahora que el grupo Ny xL* N N es cerrado de indice finito
(ya que es la interseccion de dos tales grupos); por lo tanto, el producto
Uk(Np/kL* N N) también es cerrado de indice finito. Como este grupo
contiene a Uk, entonces es un grupo de normas por el lema (2.42). Por el
teorema (2.39)(3) el grupo Ny x L* N (Ug(Ny x L* N N)) también es un grupo
de normas; y por (1) N contiene a este grupo de normas y asi, por (2.39)(5), N
es un grupo de normas también. a
Corolario 2.45. Sea K un campo local. Entonces

(1) Un subgrupo de indice finito de K* es un grupo de normas si y sélo si
contiene a un grupo U},?) para n suficientemente grande.

(2) El grupo N = {1} y por lo tanto la topologia de norma es Hausdorff.

DEMOSTRACION. (1): Por (2.5)(1) los grupos U};) son grupos de normas (de
alguna extension no ramificada de K) y asi, si N contiene a uno de estos U,
entonces N es grupo de normas también.

Reciprocamente, si N C K* es un subgrupo de normas de indicen = [K*
N], entonces Uy C N y como Ux = U (0), entonces para m suficientemente
grande (en particular, coprimo con car (K)) se tiene que (Ug))m C N, donde,
por la proposicién (1.67),

O\™ _ yvx(m)),
(uR)" = g,
y asi U};"("'» C N, como se queria.

(2): Por (2.5)(1) los grupos U%') son grupos de norma y por lo tanto son

cerrados; claramente, su interseccién es {1} ya que U es Hausdorff compacto

por (1.60). ad
La parte (1) del corolario siguiente mejora al corolario (2.33):

Corolario 2.46. Sea K un campo local. Entonces:

(1)SiGo C Gal(K“b/K) es el grupo deinercia(1.50)(4) de la mdxima extensién
abeliana K de K, entonces el morfismo de reciprocidad restringido a Uk es
un isomorfismo ¥ g |y, : Ux — Go de grupos topoldgicos.

(2) El grupo de Galois Gal(K | K) es una extension de Z por Ug.
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DEMOSTRACION. Pongamos Gg = Gal(K"b/ K). Se tiene entonces un
diagrama conmutativo con renglones exactos:

0—s>Ux —>K* =257 —>0

W W)

0—> Go—>Gx —>7 —=0

donde el rengldn de abajo es exacto ya que setieneun isomorfismo G g /Go ~ yA
i es la inyeccion candnica, ¥k es el morfismo de reciprocidad y su restriccion
aU K-

Observamos ahora que la topologia de Uk esta definida por sus subgrupos
cerrados de indice finito y Ug es compacto en esta topologia y el nicleo del
morfismo de reciprocidad W |y, es la inter eccién de estos grupos, el cual es
{1} por el corolario anterior. Esto prueba (1), y (2) se sigue de (1) y de la
exactitud de la sucesion exacta inferior del diagrama de arriba. O

Resta probar la afirmacion que usamos en la demostracion del teorema de
existencia. Esto lo haremos en la subseccion siguiente.

2.6.1 Simbolos locales

Para comenzar, observemos que la afirmacién para campos locales usada en la
seccion anterior es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 2.47. Sea K un campo local y sea L una extension finita de K que
contiene al grupo de raices p-ésimas de la unidad, para p un primo dado. Si
& € L* ysi € esuna norma de toda extensién ciclica de L de grado p, entonces
E €L

Corolario 2.48 (Afirmacién). Sean K un campo local, p un entero primo y
K, := K(up) el campo obtenido adjuntando el grupo de raices p-ésimas de
la unidad a K. Si L 2 K(w,) es cualquier extension, entonces la aplicacion
x — xP de L* en si mismo tiene niicleo compacto y su imagen contiene al grupo
de normas universales N.

DEMOSTRACION. (Del corolario). Claramente, el nicleo de x +— x? es finito y
por lo tanto compacto. Para la imagen L*? de la aplicacion, observemos que
si £ € N entonces, en particular, es una norma de toda extensién ciclica de L
de grado p y asi, por el teorema anterior, £ € L*?; es decir, N C L*P. O
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Resta entonces probar el teorema anterior. Esto lo haremos considerando
separadamente los casos de cuando p # car (K) y cuando p = car (K). Enel
primer caso usamos teoria de Kummer y en el segundo caso teoria de Artin-
Schreier.

Teoria de Kummmer. Trasladando los resultadosde teoriade Kummer del Anexo
1 al contexto cuando K es un campo local, recordemos primero, de (1.72), que:
si K es un campo local, entonces:

(1)Sin > 1 escoprimo con car (K) (arbitrario sicar (K) = 0), entonces (K*)"
es un subgrupo de indice finito en K*.

(2)Sicar (K) = p > 0, entonces (K*)" es un subgrupo abierto de indice finito
en K* si y solosi p{n.

Observemos ahora que si K es un campo local, n > 1 es un entero coprimo
concar (K)y L = K( v/K*) es la maxima extensién de Kummer de exponente
n del campo K, entonces por teoria de Kummer (Anexo 1, (2.76)) y por la
observacion anterior de que K*/(K*)" es finito, se tiene un isomorfismo

(1) Hom(Gal(L/K), pn) ~ K*/(K*)".

Mads ain, como L/K es abeliana, entonces por la ley de reciprocidad
(2) Gal(L/K)’l" K‘/NL/KL"
y como L/K esdeexponente n, entonces n anula a los elementos de este grupo
y por lo tanto

(K*)" € NpkL*.
De los isomorfismos (1) y (2) se sigue que
|K*/(K*)"| = |Gal(L/K)| = |K* /Ny kL]

y consecuentemente (K*)" y Ny xL* tienen el mismo indice (finito) en K* y
ademds, (K*)" C Ny xL*. Sesigue que
3) (K" = Ny/xL*
y por lo tanto (K*)" es un grupo d e normas y el isomorfismo (2), dado por teoria
de campos de clases local, es

“4) Gal(L/K) ~ K* /(K*)".
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Hemos asi probado que:

Proposicion 2.49. Si K es un campo local, n > 1 es un entero coprimo con
car (K)y L = K(v/K*) es la mdxima extension de Kummer de exponente n del
campo K, entonces

Gal(L/K) ~ K*/(K™)".
a

Antes de proseguir notemos que ya hemos probado el teorema (2.43) en el
caso cuando p # car (K):

Corolario 2.50. Sean K un campo localy p un primo distinto de car (K). Sea
L una extension finita de K que contiene al grupo de raices p-ésimas de la
unidad. Si £ € L* y si € es una norma de toda extension ciclica de L de grado
p, entonces £ € L*P.

DEMOSTRACION. Por (2.73) en el Anexo 1, toda extension ciclica de L de grado
pesdelaforma L' = L({/b) paraalgin b € L y por (3) se tiene entonces que
(L*)P ~ NL//L(L')*, y asi, si £ € L* es una norma de toda extension ciclica de
L, entonces & € (L*)P. a

El simbolo de Hilbert. Continuando con las observaciones anteriores notamos
que de (1), (2) y (4) se sigue que el apareamiento bilineal
Gal(L/K) x Hom(Gal(L/K), n) — Hn

dado por (o, x) — x(o), en vista de los isomorfismos (1) y (4) dados por
teoria de Kummer y teoria de campos de clases, respectivamente, se vuelve el
apareamiento bilineal

K*J(K*)" x K*J(K*)* —> ptn,

al cual se le denota (%’: )’l y se le llama el simbolo de Hilbert. (Enfatizamos el
caracter local del simbolo de Hilbert usando en su notacion al ideal de valuacion
pk). Explicitamente, el simbolo de Hilbert se calcula como sigue: dados
a, b € K*,denotemos laimagende a € K* bajo el isomorfismo de reciprocidad

(. K(WB)/K) : K*/(K*)* ~ Gal(K(V/b)/K)
como o, = (a, K(\"/E)/K).
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Ahora, la imagen de b € K* bajo el isomorfismo de teoria de Kummer
(2.76) en el Anexo 1:

K*/(K*)" ~ Hom(Gal(K (Vb)/K), ttn)
es el caracter y; : Gal(K( \"/l_;)/ K) — u, dado por xp(7) := 'r(\"/E)/ v/b.

Entonces, la definicion del simbolo de Hilbert es
@b\ _ oy = TD) _ @ KWB/KXYB)
Px/, ’ Vb Vb
Hemos asi probado el teorema siguiente, que relaciona al simbolo de Hilbert
con el simbolo de norma residual:

Teorema 2.51. Sean K un campo local, n > 1 un entero coprimo con car (K)
y a,b € K*. Entonces, el simbolo de Hilbert estd dado explicitamente por la

formula
ab\ (a K(/b)/K)(/b)
< Px )n a -ﬁ
donde (a, K(\'/E)/ K) € Gal(K(¥/b)/K) es el simbolo de norma residual.
a

El teorema siguiente lista algunas propiedades basicas del simbolo de
Hilbert:

Teorema 2.52. Sean K uncampolocalyn > 1 unenterocoprimo concar (K).
Supongamos que p, C K. El simbolo de Hilbert satisface:

(1) Es lineal en ambas variables:
. a,bb’\ _ (ab a,b’

(l) ( pfb) - (p,l(, : (plxb)'

(i) (w;)z(p'x '(m} ‘

2 (%’;b = 1si y sélo si a es una norna de la extension K(\"/E)/K.

3 (5 =1= (%)
@ @)=

(5) Si (%Ki’) = 1 paratodo b € K*, entonces a € (K*)".
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

DEMOSTRACION. (1) es consecuencia de la bilinealidad del apareamiento que
define al simbolo de Hilbert.

(2): Siaesunanorma de K({'/E)/K, entonces (a, K({'/E)/K) = 1y por (2.51)
a b\ _ (a K/B)/KYVb) _ 1(Vb) _
P Vb Vb
Reciprocamente, si ("—p;b) = 1, entonces por (2.51) (a, K(V/b)/K)(V/b) =

Vb, i.e., o = (a, K(Vb)/K) fija a Vb, y como K(V/b) esta generado por K y
Vb, entonces o fija a todo K(v/b), ie., o = id, i.e., (a, K(V/b)/K) = 1y asi,
por la ley de reciprocidad, a es una norma de K(/b).

1.

(3): Si L = K(Ib), pongamos b = " € K y factorizando el polinomio x* —b
en L[x] se obtiene

n—1 )
S —-b="-p"= H(x—-w’B),

Jj=0

donde w € u, es una raiz primitiva de la unidad.

Observemos ahora que si 3™ = b € K para algin m < n, entonces por
(2.73) enel Anexo 1, m|n. Sea d el mayor divisor de n tal que B¢ = b € K
y pongamos n = dt; entonces L = K(f) es ciclica de orden t sobre K y los
K-conjugados de x — '3 son los elementos x — w/ 3 tales que j = i méd (d).
Se sigue que

-1 d-1 .
X' —b= H Nk x(x = w'B) = Nk@gy/k (H(X - w'B))
=0 i=0

y por lo tanto x" — b es una norma de K(8)/K. De (2) se sigue que

x*—=bb _q
Pk '

Poniendo x =0,b = —ayx = 1,b =1 — aenlaigualdad anterior se obtiene

3).
(4): Probaremos que (3) = (4). En efecto,
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2.6. El teorema de existeacia

(%) o

T
SRS

GG e

- ()62

y esta ultima igualdad es (4).

(5): Esta propiedad nos dice que el apareamiento de Hilbert es no degenerado
y esto se demuestra observando que si (%K—b) = | paratodo b € K* entonces,

por (2), (%Ki’) = 1 paratodo b € K* y asi, por (2.51), (b, K({/a)/K)({/a) = {/a

paratodo b € K*, i.e., (b, K({/a)/K) fija a {/a para todo b € K*. Pero como

la imagen de K* esdensaen Gal"b(K,/K) sesigue que Gal"b(K,/K) fijaa \/_
y por lo tanto y/a € K* y asi, a € (K*)".

Notese que de las propiedades del simbolo de Hilbert se puede deducir
de nuevo el teorema (2.43) para primos p # car (K), es decir, tenemos otra
demostracion del corolario (2.50):

Corolario 2.53. Sean K un campo local y p un primo distinto de car (K). Sea
L una extension finita de K que contiene al grupo de raices p-ésimas de la
unidad. Si ¢ € L* y si £ es una norma de toda extension ciclica de L de grado
p, entonces € € L*P.

DEMOSTRACION. Si € es unanorma, entonces por la propiedad (2) (‘1£) = ] para

toda a y asi, por (4), (5‘“) = 1 para toda a; de (5) se sigue que £ € (K*)". O

Para terminar la demostracion del teorema (2.43) sdlo falta considerar el
caso cuando el primo p es igual a la caracteristica del campo K. Los métodos
son similares, reemplazando teoria de Kummer con teoria de Artin-Schreier.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Teoria de Artin-Schreier. Trasladando los resultados de teoria de Artin-
Schreier del Anexo 2 al contexto cuando K es un campo local de caracteristica
p # 0y se tiene una extension ciclica L/K de grado n divisible por p,
comenzamos observando que no podemos proceder como en el caso de teoria
de Kummer (2.50), ya que cuando car (K) = p # 0, el grupo (K*)? no tiene
indice finito en K* porque, claramente, (K*)? es cerrado en K* pero no es
abierto:

En efecto, recordemos primero que los campos locales K de caracteristica
p # 0 son de la forma

K = F(()).

i.e., son campos de series formales sobre un campo finito [ de caracteristica p.
La identificacion anterior se hace al elegir un parametro uniformizador 7 de K
y mandando este parametro a ?.

Para mostrar que (K*)? no es abierto, consideremos la siguiente sucesion
de elementos de K*:

Un =112 407 oV P

Claramente, u, & (K*)?; sin embargo su limite

u:= lim {u,} = Zt"l

n—o00
Jj=0

es una potencia p-ésima, i.e., u € (K*)?; porlo tanto el complemento de (K*)?
no es cerrado y asi (K*)? no es abierto y consecuentemente no tiene indice
finito en K*.

Ya que no podemos proceder como en (2.50), la idea es proceder como en
(2.53), donde usamos las propiedades del simbolo de Hilbert (2.52) definido
usando teoria de Kummer, sélo que ahora usaremos la teoria de Artin-Schreier
del Anexo 2 para definir los simbolos correspondientes.

El simbolo de Artin-Schreier. Sea K un campo local de caracteristica p # 0.
Sean K una cerradura separable de K y Gk := Gal(K;/K). El apareamiento
(@) Hom(Gal(K,/K), Z/pZ) x Gal(K;/K) — Z/pZ

dado por (x, o) — x(o), en vista del isomorfismo de la teoria de Artin-Schreier
(Anexo 2, (2.82)):

©) Hom(Gal(K,/K), Z/pZ) ~ K /p(K)
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2.6. El teorema de existencia

y del isomorfismo dado por la ley de reciprocidad

3) Gal®(K,/K) ~ K* /N /(L")

se vuelve el apareamiento:

@ K/p(K) x K* [Ny x(L*) — Z/pZ

al cual se denota [a, b)p, y se llama el simbolo de Artin-Schreier o simbolo
de Hilbert semiaditivo. Explicitamente este simbolo esta definido como sigue:
por teoria de Artin-Schreier (Anexo 2), un elemento a € K define un caracter

Xa:Gg — Z/pL

mediante y,(o) := o(a) — «, donde «a es una solucionde x?» — x —a = 0.
Y para un elemento b € K*, si denotamos su imagen, bajo el morfismo de
reciprocidad, como o} = (b, K,/K), entonces la definicién del simbolo de
Artin-Schreier es

(@ b)px := Xa(0p) = ob(@) — a = (b, K;/K)a) — @,

paraa € K, b € K* y a una solucién de la ecuacion x? — x — a = 0. Hemos
asi probado el teorema siguiente, que relaciona el simbolo de Artin-Schreier
con el simbolo de norma residual:

Teorema 2.54. Sea K un campo local de caracteristica p # 0. Seana € K
y b € K*. Entonces

[a, b)p, = (b, K;/K)(a) — a,

donde a € p~(a) es cualquier solucion de la ecuacion x? — x = a.

Las propiedades basicas del simbolo de Artin-Schreier son:

Teorema 2.55. Sea K un campo local de caracteristica p # 0. El simbolo
de Artin-Schreier satisface las propiedades siguientes:

(1) Es lineal en ambas variables:

i) la, bb’)yx = [aq, b)PK + [a, bl)PX'
(ii) l[a + al' b)Px =la b)Px + [d/' b)PK'
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

(2) la, b)p, =0siy solo sibesunanormade K(a)/K, donde p(a) = a.
(3) la, a)p, =0 paratodoac K*.
4 Si [a,b)p, =0paratodo b € K*, entonces a € p(K).

DEMOSTRACION. (1) es consecuencia de la bilinealidad del apareamiento
(Anexo 2, (2.81)) que define al simbolo de Artin-Schreier.

(2): Si b es una norma de K(a)/K, entonces el simbolo de norma residual
(a, K(a)/K) =1y por (2.54)
l[a, b)p, = (b, K(@)/K)a) —a=1(a) — a=0.

Reciprocamente, si [a, b)p, = 0, entonces por (2.54) el simbolo de norma
residual es (b, K(a)/K)(a) = a, ie, o = (b,K(a)/K) fijaa a y como
K(a) es generado por a y K entonces o fija a todo K(«), i.e., 0 = id, i.e.
(b, K(a)/K) =1y asi, por la ley de reciprocidad, b es una norma de K ().
(3): Observemos primero que si a € p(K), i.e, sia = p(a) con a € K,
entonces por (2.54)

[a' a)Px = (a' K:/K)(a) —a=a-a=0
(la peniiltima igualdad es porque a € K y asi queda fija bajo (a, K;/K) €
Gal(K;/K)).

Supongamos ahora que a ¢ p(K). Entonces la extensién K(a)/K es
ciclica de grado p y como los conjugados de « son los elementos a + j con
j €EZ/pZ =T, sesigue que

p—1

Nk(ay/k (@) = H(a +j)=a,

j=0
i.e., a es una norma de K(a)/K y por lo tanto [a, a)p, = O por la parte (2).
@): Si [a, b)px = 0 para todo b € K*, entonces, para o}, := (b, K,/K), por
(2.54) se tiene que

0 = [a, b)p, = ob(a) — a,

i.e., op(a) = a paratodo b € K* y como los o} son densos en G, entonces a
queda fijo por todo Gk y por lo tanto @ € K, y asi, a = p(a) € p(K). a

Para poder probar el caso restante del teorema (2.43), necesitamos calcular
explicitamente el simbolo de Artin-Schreier. Este resultado es la formula de
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2.6. El teorema de existencia

Schmid (2.59), y para demostrarla recordamos primero los conceptos involu-
crados. Comenzamos recordando que los campos locales K de caracteristica
p # 0 son de la forma

K =F(@)

i.e., son campos de series formales sobre un campo finito [ de caracteristica
p. El campo K = [F(()) se puede ver como la completacion de un campo
valuado F, donde F es una extension de grado de trascendencia 1 de IF, o lo que
es lo mismo, F es el campo de funciones racionales de una curva algebraica
(irreducible, lisa y completa) X definida sobre ei campo finito F. Ahora, si
Q' (Fesel F -espacio vectorial de 1-formas diferenciales meromorfas de F (ver
el Anexo 3), entonces 2! (F) tiene dimensién 1 sobre F y si t es un parametro
uniformizador, la diferencial dt de t es una base de 2!(F). Asfi, si w € Q'(F)
es una forma diferencial meromorfa, podemos escribir @ = fdt con f € F.
Un invariante local importante de la forma diferencial meromorfa w = fdt
es su residuo que se define como sigue (ver el Anexo 3): usando que K = [F((?)),
identifiquemos f € K con suimagen en [F((¢)); entonces podemos escribir

f= %
n>>—00

cona, € Fyn > —oo quiere decir que a, = 0 para casi todo n < 0. En

particular, el coeficiente a_; de #~! en la expansién anterior de f esta definido

y a este coeficiente se le llama el residuo de w = fdt y se denota

Res(w) = a_;.

Se prueba, véase (2.84) en el Anexo 3, que esta definicion es independiente de
la eleccion del parametro local ¢.

Los dos lemas siguientes seran usados en la demostracion de la férmula
de Schmid (2.59) para el simbolo de Artin-Schreier de un campo local de
caracteristica p. El primer lema es un caso particular de la formula de Schmid
cuando la segunda variable es el parametro local del campo K:

Lema 2.56. Sea K = Fy((t)) un campo local de caracteristica p # 0 con
pardmetro local t y campo residual Fy, g = p". Sia € Ky t es el pardmetro
local, entonces

dt
la, t)p, = Try, /v, Res, <a—l )

donde Try, g, es la traza de la extension Fy [F .
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

DEMOSTRACION. Probaremos primero que
[a, t)px = [c. D)px

para ¢ = Res(a - ‘%).
Escribamos al elemento a como una serie de potencias en ¢:

) a=) a" =) a"+ao+ Y an".

n<0 n>0

Por la aditividad en a de las funciones [a, t),, y [Rcs(a?), 1)py» SE sigue que
podemos considerar por separado a cada sumando de a en (1).

(1): El sumando de enmedio ag (constante) es tal que
dt
RCS(GQ T) = qq
y la férmula a probar es la tautologia [ag, t)p, = [ao, t)p,-

(ii): Para el sumando a := Eant" se tiene que Res (E%) = 0, y debemos
n>0
entonces probar que [a, t)p, = 0. Para esto observemos que a € p(K), porque

oo
si ponemos a := Z"a"’j € K entonces p(a) = aP — a = —a, ya que al
j=0
considerar a” se recorren los sumandos de « un lugar y al restar a? — a sélo
sobrevive el sumando —a; se sigue que a € p(K) y asi, por (2.54),

@)y, =0 K;/K)a) —a=a—a =0,

la peniltima igualdad porque o € K y asi queda fija bajo (¢, K;/K), que es lo
que queriamos probar.

(iii): Para el sumando @ := E a,t", como a es meromorfa en la suma sélo

n<0
hay un nimero finito de sumandos y por la aditividad en la variable a podemos

suponer, sin perder generalidad, que sélo hay un sumando, i.e., que @ = ut™"
conu € Fyn > 0. Se sigue que

_dt dt
Res(aT) = Res(ut"'T) = Res(ut™""'dr) =0

ya que —n — 1 < —1, y debemos probar entonces que [a,t)p, 0.
Argumentamos por induccidn sobre n.
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Primero observamos que, por la linealidad (2.55) del simbolo de Artin-
Schreier en la segunda variable,

[wt™, 7" )p = —nlut™, thpx = —n[a, t)p
y por (2.55)(3) se tiene que
0= [ut™", ut™)p, = [ut™" u)p, + [wt™ t7")p, = [ut™", u)p, — nla t)p,;
se sigue que
0 = [ut™, u)p, — nla, t)y,.

Y como [ es finito, y por lo tanto perfecto, entonces u = 6”7 € [F para algin
0 € IF, de tal forma que

(ut™, u)py = [@ u)p, = [a, 6%)p, = pla, 6)p, =0
y por lo tanto en (x) se tiene que
—n[a, t),, =0.
Se tienen entonces dos casos:

Caso 1: Si n es coprimo con p, entonces la igualdad anterior implica que
[a, t)p, = 0, que es lo que queriamos probar.

CaAso 2: Si p|n, digamos n = pm, como antes pongamos ¥ = 6”. Entonces
d=ut™ =01 P" = (0" = p(6r ™)+ 60"
y asi
(@ t)py — [pOT™)+ 6677, 1)y,

— [0 )y, + (677, 1)py
— (67" 1)p,,

ya que por (2.55),
[(6t~™), t)p, = (t, Ks/K)(O™™) —0t~™ = 0t™™ — 61~™ = 0

porque 6t=™ € K.
Si p t m, ya terminamos por el caso 1. Si p|m, repetimos el proceso. El
resultado [6:~", t),, = O se sigue por induccién yaquem < n.

Finalmente, probamos la formula del lema: para esto, consideremos la
extension finita F/ = F,(«) donde p(a) = c y pongamos K' = F'((1)).
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Entonces la extensién K’/K es no ramificada y, por el célculo del simbolo
de norma residual para extensiones no ramificadas (2.32), se tiene que

t K'/K) = Fr'*® = F,

donde Fr es el Frobenius de Gal(K’/K) ~ Gal(F’ /F,) y donde usamos el hecho
de que v(t) = 1 porque es un parametro local. Por el teorema (2.54) se tiene
entonces que

le.)p, = (tK'/K)a)—a=Fr(a)-a
od—a=a" —a donde g = p/ = |F,|
— (@ - -+-(or”!_l - ap’_z) +--+ (@’ —-a)
@ - (" - "+ (- a)
Pl T e
— Trg, ().

= c

O

Para el segundo lema necesitamos antes un resultado que es el analogo
multiplicativo de la expansion en serie de un elemento a € K:

Proposicion 2.57 (Hensel). Sean K un campo discreto completo, Ok su anillo
deenteros, R C Ok un conjunto completo de representantes del campo residual
K de K tal que 0 € R, y 7 un pardmetro local de K. Entonces, para cada
a € K* existenn € Z, 0; € R, i > 0, univocamente determinados, tales que
a tiene la expansidn siguiente, como un producto convergente:

a=m"0 [[(1 + 6ir").
i>1
DEMOSTRACION. Descompongamos a € K* como a = 7"ug, con n = vg(a)
y uo € Ug. Usando el isomorfismo (1.65)(1) UK/UQ) ~K" (dado por u +— u),
podemos escribir up € Ug como up = 6pu; con g € Ry u; € U}g), y asi
a = m0hu,.
Ahora, usando el isomorfismo (1.65)(2) U}P JU 2P ¢ (dado por 1+-&7 —

— . g e 1 . . . .
%), siescribimos uy = 14 em € U;), su imagen bajo el isomorfismo anterior
es £ y escogiendo un representante 6, € R de z, al considerar el elemento

1 + 6,7 € Ul(,(]) notamos que al reducir este elemento y a u; = 1 + &w
estas reducciones son iguales en K, ie, € = 6; € K, y por lo tanto
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(1 4+ 6,m)7"' € U;(z) yasi u; = (1 + 6y7)u; con u; € U}(z). Se sigue
que
a = 17"06(1 + 0,7m)uy con u; € U}?).
Por induccién, supongamos que ya se probd que

a=a"0p(1+6,m) --(1+ 0,'7Ti)u,'f| con uj;] € U}é'H)

Entonces, usando el isomorfismo UgH) /Ug”) ~ K, si escribimos u;; —
| + &7'*! su imagen bajo este isomorfismo es Z y por lo tanto existe un
6;+1 € Rtalque # = 0;4] € K y asi el elemento 1 + 6, 7t! € U;;H)
es tal que ujp (1 + 0; 7)™ € U}?LZ), ie, uir1 = (1 + 0ip 17 Dy, con
Uiyz € U;?Lz) y por lo tanto
a =701+ 6ym)- (1 + )1 + 0 uisr

con u;j4o € U%H).

Para la unicidad de la descomposicion, observamos que n y 6y estan
claramente univocamente deterrinados y para los otros factores, si sucediera
que

[T + 67 =T]a + 6/,

entonces en K se tendria que 6; = '; y por lo tanto 6; = 6! en R. a

El segundo lema que necesitaremos para la formula de Schmid nos dice que
Tr, 7, Res, se comporta como el simbolo de Artin-Schreier para las normas:

Lema 2.58. Sea K = F (1)) un campo local de caracteristica p > 0 con
pardmetro local t y campo residual F,, q = pl. Siae Kyb € K* es
una norma de la extension ciclica L = K(u), donde u es una solucién de la
ecuacion de Artin-Schreier uP — u = a, entonces,

db
Tl’]pq/]FPRCS, (a;) = 0,
donde Trg, v, es la traza de la extension F ,/F .

DEMOSTRACION. Como b = Ny x(z) = []jo0j(z),conz #0enL yojen
Gal(L /K), entonces

db _ d(N7)  doja) _<dz>_ <dz>
b Nz _; ZU’ z = Tru/x z

agiz) 7
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y por lo tanto

b d
Res;, (a%) = Res; (a Try/x d—j) = Res,Try /x <a—:> = Resn (aizz)

donde 7 € L esel primo de L arriba del primo ¢t € K y la tltima igualdad es
por (2.85) en el Anexo 3.
Esto reduce lo que queremos probar a

Tl'u;q/lpp RCS,,— (a %Z ) = 0,

y si recordamos que a = u? — u, entonces lo que debemos probar es que

d d
(*) Trp, /5, Resy (u” —:) = Trp,/r,Resn (u —:) .
Para probar esta ultima igualdad, escribamo u como una serie
u= ZCJ"ITj
y az # 0 en forma de producto usando (2.57)
z=7"00 [[(1 + 6i7').
i>1

Como estamos en caracteristica p, se tiene entonces que
uP = Z PP
j
y la derivada logaritmica de z es

dz _ dwm i0;m " dr dm 0w drw
- z 1+ 0,7 " T + Z

z a - - - 14607 =

Se sigue que

dz ( p_j dm i dm

i

dz ; dm i0;m dm
R ey} I !
E \;C’")("'w*,zlwm'w)

de tal forma que para probar (x) debemos probar las dos igualdades siguientes:

206



2.6. El teorema de existencia

. dir d
(1 Try, /7, Resx (cf‘rr”’;) = Trg, /5, Resx <Cj1r’ —)

m

y

@) . .

) . O dm ) . O dm
i-Trp, r,Resy (c;’w”’l f O ) =i Trp, g, Resy (cpr’l O

parai > 1.
Para probar las igualdades (1) y (2) usaremos el hecho siguiente: si a es
un elemento del campo residual F de L, entonces

) Trg, /v, Tre/r,(af) = Trr, w, Trg/p, ().
y esto ultimo se prueba como sigue (aqui f = [Fq : F,]l ym = [F : F]):

Tegm, (@) — af +aP +- + ()P
_ P+t t+a””
— at+af+a’ -+ o —
— Trur/nrp(a) + o — a
Trgp, (a),
ya que o’ = a.
Abhora, en la formula (1) para j > 1 el residuo es 0 en ambos lados de la

igualdad, y asi no hay nada que probar. Lo mismo sucede si j < —1. En el
caso j = 0 restante, la igualdad (1) se reduce a probar que

dm dm
Try,r,Resy <c5 ;) = Trg, /7, Resy <Co?)

y los residuos en ambos lados de esta dltima igualdad son cf y co respectiva-
mente, de tal forma que lo que debemos probar es que

Trp, /¥, (c§) = Trg,/r,(co0)

lo cual es precisamente lo que probamos en (1).
Finalmente, para la férmula (2) notemos que esta igualdad es cierta para
i = 0 (mdd p) ya que Trg /5, : F; — F, y asi ambos lados de (2) son 0.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Supongamos entonces que mcd(Z, p) = 1. Observamos que para i+ j > 1 los
residuos en ambos lados de (2) son 0; ahora, si i { j entonces j = ir + sy asi

O dm w O

s—1
. =cj . d,
146;m7 = T 1+(9,~'n"7r m

y por lo tanto el cédlculo de los residuos en (2) se reduce al caso cuando i+ j < 0
e i|j. Ahora, escribiendo

donde el coeficiente de 7~ ! se obtiene poniendo ir = —ik,i.e .k = —r = —j/i
y asi el residuo del lado derecho de (2) es
cib" = c;07

similarmente para el lado izquierdo de (2). Por lo tanto, la igualdad (2) se
reduce a

Treys, (c077") P Togpm, (cs07"),

la cual es precisamente (). Esto completa la demostracion del segundo
lema. 0

El resultado principal es:

Teorema 2.59 (H. L. Schmid). Sea K un campo local de caracteristicap # 0,
i.e., K =F, (1)) es un campo de series formales sobre un campo finito F,, con
q=p". Seana € Ky b € K*; entonces

la, b)y, = Tl']}rq/]pp (Res (a%)) .

DEMOSTRACION. Escribamos b € K* de la forma b = bgt" con by € Ug
una unidad de K* y r = vg(b); entonces, por la bilinealidad del simbolo de
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2.6. El teorema de existencia

Artin-Schreier, se tiene que

(a, b>Px = [a, bot") e = la, bO)Px +ra, I)Px
0+ rla, t)p, yaquebg € Uk esuna norma y usamos (2.55)(2).
—_ r[a, t)PK

t
— rTrp 5, Res, <a(—i > por el lema (2.56)

dt
— Trg,r,Res, (ra—t ) .

Ahora, para b = bpt" se tiene que
db _dbo U
b bo t
y mulsplicando por a se tiene que

db dbg dt
a— —a— =ar—,

b bo t
y asi, substituyendo en la igualdad previa, se tiene que

dt
la,b)py = Trg,/r,Res; <ra—t )
db dby
- TrIFq/IF,,RCSI <a;> — Trlpq/FPRcs, (a;o )

db
= Trg,/r,Res (a?) ,

ya que b es una unidad y por lo tanto una norma de K (p~(a)), y asi, por el
lema (2.58), se tiene que Trp_jr,Res, (a ‘%) =0. O
Podemos ahora probar el caso que faltaba del teorema (2.43):

Corolario 2.60. Sea K = [F((t)) un campo de caracteristicap # 0. Sib € K*
es una norna de toda extension ciclica de K de grado p, entonces b € (K*)P.

DEMOSTRACION. Como las extensiones ciclicas de grado p de K son de la
forma K(a), donde p(a) = a € K por (2.79) en el Anexo 2, entonces por
(2.55)(2) se tiene que [a, b),,x = 0 para toda a € K. Ahora, si b no estuviera
en (K*)P entonces la diferencial db/b no se anularia, ya que db = 0 si y sélo
si el desarrollo en serie de b es de la forma ) a;tP™/.
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Entonces, para cada ¢ € F podriamos encontrar algin elemento a € K tal
que Res(a‘%’) = c¢. Pero por la férmula de Schmid,

db
Tru?/]}rp(c) = Tl'[].‘/ur’ <Rcs (a;)) = [a, b)Px =0,

lo cual contradice el hecho de que la traza
Trp/r, - F—-F,
es suprayectiva (1.97). a

La férmula de Schmid (2.59) es un ejemplo de un célculo explicito del
simbolo de Hilbert de un campo local K. En general se desea tener una formula
explicita para el simbolo de Hilbert. Este es un problema todavia abierto en
general, y a continuacion recordamos una de las situaciones donde se tiene una
tal formula en un caso relativamente sencillo, relacionado, para extensiones de
grado 2, con la ley de reciprocidad cuadratica:

Una férmula explicita para el simbolo de Hilbert en el caso manso. Sea K un
campo local con campo residual K tal que p, C K. El problema de encontrar
formulas explicitas para el simbolo de Hilbert (%x—b) en términos de los elementos
a, b de K en general es muy dificil, sin embargo existe una férmula sencilla
en el caso cuando p { n, donde p = car (K). En este caso recordemos que
las extensiones de Kummer K(a’/")/K son mansamente ramificadas, i.e., no
involucran ramificacion superior (véase (1.79) y el ejemplo 16 antes de (1.57)).

Observemos, para comenzar, que si p = car (K) entonces car (K) =06
car (K) = p, y se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.61. Sea K un campo local con campo residual K de caracteristica p.
Sean > 1 un entero tal que p t n. Entonces, K contiene al grupo de raices
n-ésimas de la unidad p, siy solo si K contiene una copia p.,, de este grupo de
raices n-ésimas de la unidad. De hecho, el morfismo canénico A : Uy — K*
induce un isomorfismo de p, C Uk en p,, C K. Nétese entonces que n|qg — 1,
donde q = |K| y ademds se tiene un isomorfismo

Kt/K‘Il N ,J,n

dado por el paso al cociente de x — x(a=D/n,
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2.6. El teorema de existencia

DEMOSTRACION. Supongamos que K contiene a u,. Entonces, los represen-
tantes multiplicativos (1.17) de ., forman un subgrupo u, de Ux que bajo el
morfismo A es isomorfo a u,. Se sigue que K contiene a .
Reciprocamente, si K contienea pu,, los elementos de p,, son representantes
multiplicativos, por (1.16)(2), y su imagen p, C K" bajo A es isomorfa a p,,
de tal forma que K contiene a i,,. O

El teorema siguiente calcula explicitamente el simbolo de Hilbert en el caso
manso:

Teorema 2.62. Sean K un campo local, K su campo residual y p = car (K).
Supongamos que pt n'y que p, C K. Sean a, b € K*; entonces

ab = c(a, b)a~N/n,
Pk

donde q = |K|y c:K* x K* — p,_ es el simbolo manso definido por

c(a, b) := pr ((—l)v‘(a)v"“’)bvx(i)-) ,

aVK(b)

donde pr : Ugx — p,_) es la proyeccion sobre el primer factor de la
descomposicion Ug ~ p,_; x U’ de (1.66).

DEMOSTRACION. Para comenzar, obviamente

(—1)x@vx®) (b""("))

avkx b)

es una unidad de X y la funcién (a, b) := c(a, b)@~"/* es bilineal (en el sentido
multiplicativo); y como también el simbolo de Hilbert ‘—;';b) es bilineal, entonces
podemos suponer que a y b son elementos primos, digamos @ = 7, b = —7ru,
con u una unidad de X.

Ahora, como

entonces



2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

m—mu\ (m—m\[(mu\ (mu
Px Pk )\ Px px )’

lo cual nos reduce al caso cuando a = 7y b = u € Ug. Pongamos entonces
z = {uy K' = K(z). Entonces, considerando la reduccién & € K, sea
a = {/u y la extensién K' = K(a) de K, la cual es ciclica de grado n; ahora,
como el polinomio x* — # tiene la raiz simple x = a en K', entonces (por el
lema de Hensel) el polinomio x* — u tiene una raiz x = v en K que se proyecta
aa.

Sea K'/K la extensién no ramificada correspondiente a K'/K; entonces
K' = K() = K(3/u).

Ahora, por (2.32), como K’/ K es no ramificada, el simbolo (1, K’/K) es
el Frobenius Frx de K'/K. Se sigue que

(w,u) _ (@ K'[K)v) _ Frg(v) v

Pk v v v

y, por otra parte,

y también

— 7L

’

arvk(®)

vi () (g=1)/n
(mow) = e(mu)a VM = pr ((—I)Vx(vr)w(u)“ 34 )

0“1 (g—1)/n it
uls -1)/n
- pr <(—1) ;5) = pr(u)"?

y por lo tanto
U\ _ a1 1 /nyg=1 — (g=1/n — @=-1/n _ 5d
e VITi =™ =u = pr(u) = (m, u) mdd (pg),

ie.,

(M) = (m,u) méd (Pk),
Px

y ambos son elementos de wu,_; (para (m, u) por definicién y para (%) por

el hecho de que (%;") € pn C Hg—1), y como p,_ es isomorfo a K" bajo el

morfismo Uy — K que manda u +— % mdd pg (cuyo nicleo es Us(])), se sigue
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2.6. El teorema de existencia

que

TX = (T u
(22) e

como se queria. 0

Corolario 2.63. Sean K un campo local, K su campo residual, p = car (K)
y 7 un uniformizador de K. Supongamos que p { ny pu, C K. Siu € Uk,

entonces el simbolo
mu — pr(u)(q—l)/"
Pk

es independiente de la eleccion del elemento primo  de K.

Tiene sentido entonces poner, para u € Uk,

oe) = ()

de tal forma que, por lo probado anteriormente, (p';) es una raiz n-ésima de la
unidad determinada por la congruencia

< “ > = 49=D/" ;msd bk.
Px

A (,, ) selellama el simbolo de Legendre o simbolo residual n-ico. Ambos
nombres los justifica la proposicion siguiente:

Proposicion 2.64. Con la notacién e hipdtesis del corolario anterior, si p t n
y u € Uk, entonces

u . .
(p ) =1 < u esunan-potencia madd pg.
K

DEMOSTRACION. Sea { € Ux = py—1 X U,(,{l) una raiz primitiva (g — 1)-ésima
de la unidad y pongamos m = (q — 1)/n. Entonces, {" es una raiz primitiva
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

m-ésima de la unidad y se tiene que

<u ) =prw)" =1 & pr(u) € py
Pk

< pr(u) = (¢ ")" ya que {" es generador de p,,
& u=pr(u) = (&H" méd pg.
O

Para extensiones cuadriticas del campo de nimeros p-adicos K = Q,,
tenemos:

Corolario 2.65. Sean n = 2y p > 2 un primo racional. Si a,b € Q},
pongamos a = p®d yb = pPb cona' b € Ug,- Entonces,

()-com(e) )
p P p
DEMOSTRACION. Por la multiplicatividad del simbolo de Hilbert:
ab a p® b pP
) = (")

d, pP\ (p* ¥ (p* PP
()E0)0)
vl

p
(Y e
P P

7 ~—1

ya que ("""”) =) = (”':’) (la segunda igualdad porque &€ = £~! en uy,

el rango del simbolo de Hilbert), (”,',” ) = (=1)P=1/2 por el teorema previo y

1

/
(@ pbl) = 1 por el mismo teorema ya que @', ¥ son unidades. Se sigue que

/ B G / B a
p p p p p
ya que a’ y b’ son unidades. a
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2.7 El teorema de Kronecker-Weber local

Por el teorema de existencia, todo subgrupo abierto de indice finito N C K* es
un grupo de normas y asi, por el corolario (2.45), contiene a un subgrupo de la
forma Ug,'). Podemos entonces definir:

Definicion 2.66. Si L/K es una extension finita de Galois de campos locales
y f es el menor entero > O tal que U}(D C Ny/kL*, entonces el ideal de O
dado por

= p£
se llama el conductor de la extension L/K

Proposicion 2.67. Una extensién abeliana finita de campos locales L/ K es
no ramificada si 'y sélo st su conductor § — 1.

DEMOSTRACION. Si L. /K es no ramificada entonces U}?) =Uk = NyxUL C
Np/xL* por (2.5) y por lo tanto f =0, ie., = 1.

Reciprocamente, si f = 1 entonces Ux = U;?’ C Ny/kL*. Por otra
parte, el grupo de normas Ny xL* contiene algin U;?) = 1+ 7Ok por
(2.45) y esto, combinado con el hecho de que 1 € Ug C NL/,(L*, implica que
mk = (1+7%)—1 € Ny xL* paraalginn y porlotanto (w%)xUx C Ny /x L*.
Sea M/K la extensién no ramificada de grado n. Entonces, el primo 7 de K
también es primo de M y como M* = (wpm) X Up, se tiene que

NyykM* = Npyyx((mm) x Uy) = (k) x Uy C© Ny g L*

ya que NyyxUpm = Uk porque M/K es no ramificada, y asi, por (2.39)(2),
M D L y por lo tanto L/K es no ramificada. a

Observacion. En la demostracion anterior vimos que si M/ K es una extension
no ramificada de grado f, entonces para M* = Upy X (7 ) (donde recordamos
que como M/K es no ramificada entonces 7 g es primo de M también) se tiene
que

NujkM* = Nayx(Uns  (mx)) = NagyxUnmt x Ny () = Ug x (k)
ya que como M/K es no ramificada, entonces NyxUy = NpyxUg y por
definicion de norma Ny g(mk) = w,{, con f = [M : K]. Se sigue que todo
subgrupo de normas de K* contiene un grupo de la forma Ug x ('rr,,f().
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2. El morfismo de reciprocidad para campos locales

Entonces, por el teorema de existencia, todo subgrupo abierto de indice
finito N C K* contiene un grupo de la forma (/) x Uf,?) que también es de
indice finito. Se sigue entonces que toda extension abeliana finita L /K esta
contenida en el campo de clases de un grupo de normas de la forma (") x U g').
Por esta razén los campos de clases de estos grupos son de interés especial. En
el caso de K = Q,, donde 7 = p, probaremos a continuacién que el campo

de clases del grupo (p) x UJ(;) es precisamente el campo ciclotémico Q (g pn)
obtenido adjuntando las raices p"-ésimas de la unidad a Q,. Comenzamos con
el resultado siguiente:

Lema 2.68. Sea { una raiz primitiva p"-ésima de la unidad. Entonces,
(1) La extension Q,(£)/Q), es totalmente ramificada de grado Plp -1
(2) A :={ — 1 es un primo de Q,({) y su norma es: NQF(!)/Q::(_)‘) = p.
(3) El grupo de Galois

Gal(Q,(0)/Q,) = (Z/p" )"
(el grupo de unidades del anillo Z/p"Z).

DEMOSTRACION. Porel criterio de Eisenstein para@Q,, el polinomio ciclotémico

P N "—
o) =", =T T
xT =1

es irreducible sobre Q, y por lo tanto es el polinomio minimo Irr(¢, Q,) de {

sobre Q,. Se sigue que [Q,() : Q,] = gr(®P) = p"~(p — 1). Pongamos
G = Gal(Q,({)/Qp). Por definicién del polinomio minimo irreducible,

D(x) = [ (x— o).

g€eCG

Poniendo x = 1 en esta factorizacion, se obtiene

p=1+--+1=01)= [[(-a@) = [] o1 =0) = Ng,ipy/g,(1 -0

g€eG geG
y como
v, (1 — () = vo,y(a(1 = {)) = vo,)(1 = ).
entonces
vQ,0(P)=vQ, o ( H o(1-0)= Z vQ, (1 =)=1Q,() : Qplvg,(1-0)

ogeCG oceG
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2.7. El teorema de Kronecker-Weber local

y por lo tanto

0= V@, (P)
[Q,(0) : Q)

Finalmente, como vg,(;)(p) = e es el indice de ramificacién de Q,({ )/Qp, se

sigue que esta extension es totalmente ramificada y A := ¢ — 1 es un primo de

Qp(®). Esto termina la demostracion de (1) y (2).

(3) Ficil. O

€Z

v, (1 =

Teorema 2.69. El grupo de normas de Q,(p)/Q, es el grupo (p) x Ug:.

Equivalentemente, el campo de clases del grupo (p) X U&? es el campo

ciclotémico Qp(ppn).

DEMOSTRACION. Por (1.67), para el campo K = Q, (de caracteristica 0) se

tienen isomorfismos (paran > 1si p # 2 yparan > 2si p=2):
-1

(1) ug) = (U“’) U s p#2

(poniendom = p""(p—l)cn(l.67)yobscrvando entoncesquev,(m) = 1—n,
yasil > (1 —n)+ 1 porque n > l)y

) ug = (U‘z’) si p=2

(poniendo m = 2"~2 en (1.67) de tal forma que vo(m) = 2 — n y asi
2> (2 —-n)+1porquen > 1).
Esto muestra que Ug: C Ng, P,,)/QFQP(/.L,,;-)‘ si p # 2. Ahora, para

p = 2 observemos que como U&) =1+ 2%Z,, entonces
U(Z) U(3) U 5U82) — (U(z))Z U 5(u(2))2

ya que un entero que es congruente con 1 mod 22 = 4 es congruente con 1 6 5
mod 23 = 8. Se sigue que

U(") = (2))2" ! U S(U(Z))Z" !
y como 57 = Ng,(un)/Q,(2 + 1), entonces U ™ c NQ,(uan /@, @2 (12n)*

también en el caso p = 2.
Ahora, en el lema (2.68)(2) mostramos que p = Ng,(u p")/Qw(_A) y asi

P € Ng,um/e,Qo(1p)"s esto, junto con U(n) S NQ,(upr)/ @y QoK)
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muestra que
()
(p) x Ug, S No,(um/Q,Qp(p)*

y claramente este subgrupo tiene indice p”"~!(p — 1), que es igual al indice del
subgrupo NQp(#p") /QpQ p(p)* C Q3 por el isomorfismo

Q,/NQ, (,01/@, Qo1 p)* = Gal(Qp(1pn)/Q))

y porque [Q, (1pn) : Qp1 = p"~'(p—1) por (2.68)(1). Se sigue que la inclusién
(*) debe ser una igualdad:
(n) _ *
(P) x Ug, = Noy(um/@,Qpkp)".

como se queria. O

También necesitaremos el siguiente resultado sobre extensiones no ramifi-
cadas de QQp, que esencialmente es (1.64):

Lema 2.70. La extension no ramificada de grado f de Q, es el campo
de descomposicion del polinomio x?’ — x sobre Qp. es decir, es el campo
ciclotémico Qp(ppr_1)-
DEMOSTRACION. El camporesidual de Q, es [, y asi existe una tinica extension
de grado f de [, a saber I ps que, de hecho, es el campo de descomposicion
de x?’ — x sobre [F,. Asi, la extension no ramificada K de Q, tiene campo
residual [F ol
. . S .

Afhora, para el polinomio f(x) = x?* — x sobre Q,, se tiene que f’'(x) =

pfxP’=1 — 1y asi, para todo a € Ok se tiene que la valuacién

If'@l, =1pfa?’ =" — 1, =1

ya que |pf a'”l"‘| p < 0. Entonces, por el lema de Hensel, para todo
a€F,= Ok /pk existe un @ € a C Ok tal que f(a) = 0. Asi, como
el polinomio f(x) se descompone en I, entonces f(x) se descompone en K.
Ademas, el campo de descomposicién de f(x) sobre Q, no puede ser menor
que K = Q,(p,s_1) ya que su campo residual debe contener al menos pf
elementos. Se sigue que el campo de descomposicién de f(x) sobre Q, es

K= Qp(/“pf—])- a

Como consecuencia de los resultados anteriores, obtenemos la version local
del teorema de Kronecker-Weber:
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Teorema 2.7 (Kronecker-Weber local). Toda extension abeliana finita L de
Q, estd contenida en un campo ciclotomico Qp({), donde { es alguna rafz
primitiva de la unidad. En otras palabras, la extension abeliana mdxima
Q‘,‘,” /Q, se obtiene adjuntando todas las raices de la unidad.

DEMOSTRACION. Sabemos, por la observacién después de (2.67), que (pf) x
UM cCN 1/@,L* para algunos enteros f y n. Por lo tanto, L estd contenido en
Q» /Q

el campo de clases M del grupo (pf) x Ug 3 . Pero como
(P x UG = ((p)) x Ug,) N ((p) x U

ya que ( pf ) (p)y Ug') C Uk, entonces por el teorema (2.39)(3) el campo
de clases M es el campo compuesto M = M, - M, del campo de clases M; de
(pf) x Ug, y €l campo de clases M; del grupo (p) x U&':.

Ahora, por el teorema anterior, M; es el campo ciclotémico Qp(ppr) y si
consideramos la extension no ramificada F/Q,, de grado f, entonces el primo
p de Q, esel primo de F y por lo tanto F* = (p) x UF; asi,

NrQ,(F*) = Ngsg,(P) X Nijg,(UF) = (pf) x Ug,

y por lo tanto M, = F,i.e., M, es la extensién no ramificada M, /Q p de grado
f y asi, por el lema (2.70), M, es el campo ciclotémico M) = Q,,(p.p/_l).
Se sigue entonces que

M=M M= Qp(l‘-pl—l) i Qp(l"p") = Qp(/‘pﬂ(pf—l))-

2.8 Anexo 1: Teoria de Kummer

Sea K un campo arbitrario, no necesariamente local; sea n > 1 un entero
coprimo con car (K) y supongamos que K contiene al grupo u, de raices n-
ésimas de la unidad. El resultado siguiente, conocido como el Teorema 90 de
Hilbert ya que ocurre como el nitnero 90 de los 169 teoremas del reporte sobre
teoria de nimeros de Hilbert (el famoso Zahlbericht de 1893), es importante
para el estudio de extensiones ciclicas, como lo muestra el corolario que le
sigue. Recordemos que una extension L/K se llama ciclica si es de Galois y
su grupo de Galois es ciclico.
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Teorema 2.72 (Teorema 90 de Hilbert). Sean L/K una extensién ciclica fi-
nita'y o un generador de Gal(L/K). Entonces, un elemento a € L* tiene
norma Ny x(a) = 1siy sélo sies de laformaa = b/a(b) para alginb € L*.

DEMOSTRACION. Sia = b/a(b) con b # 0y si |G| = n, entonces

nel n—1
_ k() — P PN A GO I A O
NL/K(a)—kl;[OU (@)= aol@)--- "M@ = T BHy T an)

ya que o" = id.

Supongamos ahora que Ny x(a) = 1. Para ¢ € L definamos

bo — ac
by — (aog(a))o(c)
bi = (ao(a)---