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Prefacio

En este trabajo damos una presentacién de algunos métodos de optimizacién
que se utilizan en inteligencia artificial aplicada. Est4 dirigido para estudian-
tes de ingenieria, fisica y matematicas aplicadas, computacion, asi como para
cualquier drea donde se necesite resolver problemas dificiles de optimizacion.
Las materias a las que se enfeca el presente trabajo son: optimizacién, inves-
tigacion de operaciones, programacion matematica, andlisis de algoritmos e
inteligencia artificial, entre otras. Para la lectura de este texto no se requiere
de conocimientos especiales, hemos tratado de que la obra sea autocontenida.

El material puede cubrirse durante al menos un curso trimestral intensivo.
o en un curso semestral. Como consideramos que la motivacion es muy
importante en el proceso de aprendizaje, hemos planteado problemas que
se resuelven completamente indicando los diferentes pasos que llevan a su
solucién. En cada capitulo van precedidos de una presentacion de sus temas.
Aspiramos con ello a fijar la atencidén de nuestros lectores sobre algunos temas
fundamentales que se abordan para solucionar problemas de optimizacién y
sobre los puntos mas relevantes de las técnicas tratadas.

La finalidad del presente texto es, en ultima instancia, contribuir a que
los lectores tomen conciencia de la problematica de las cuestiones abordadas
y de la necesidad de contar con herramientas que les permitan atacar pre-
blemas dificiles o muy dificiles que se presentan con gran frecuencia en el
ambito de la inteligencia artificial y sus aplicaciones. Nuestro trabajo pre-
tende también, en el campo que le corresponde, ayudar a los alumnos a que
aprendan a distinguir entre soluciones éptimas y soluciones de calidad que
no necesariamente son 6ptimas pero que, en general, son muy buenas si se
aplican las técnicas adecuadamente.

Los capitulos tienen referencias de diverso género: tedrico, experimental o
aplicaciones practicas. Es aqui donde el alumno puede explorar para aumen-
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tar sus conocimientos a fin de que la lectura deje el menor nimero de lagunas
posible y sea, por tanto, mas fructifera. Deseamos, por ultimo, expresar que
entregamos un trabajo del cual esperamos que los lectores compartan con
nosotros la opinion de que es 1til y facil de leer.

El trabajo se agrupa en siete capitulos que tratan sobre métodos de
busqueda y exploracién heuristica para problemas de optimizacién. En el
capitulo uno, damos una introduccién al material tratado por el libro. En
el capitulo dos, se proporciona la notacién que utilizaremos asi como a al-
gunos conceptos bdsicos importantes. En el capitulo tres, nos referimos a
una coleccion de problemas de tipo NP y algunas funciones continuas. En el
capitulo cuatro, se propone el método de recocido simulado y se presentan al-
gunos ejemplos utilizando problemas combinatorios como son el del conjunto
independiente y el de asignacion cuadratica. En el capitulo cinco, se presenta
la busqueda tabu, y se ejemplifica, paso a paso, mediante un problema de
calendarizacion, posteriormente se presenta un problema de aplicacion re-
ferente a la recoleccién de desechos sélidos de plataformas petroleras y por
ultimo, se indica la implementacién de listas tabu de tipo dindmico utilizando
el problema de asignacion cuadratica. En el capitulo seis, introducimos el
tema de optimizacién por enjambre de particulas y se proporcionan dos ejem-
plos de aplicacion: el problema de inventario multiproducto y el problema
de regresién no lineal; ademdas introducimos al tema de optimizacién por
el método hormiga y se implementa para el problema del agente viajero.
En el capitulo siete, hacemos una presentaciéon de los algoritmos genéticos,
revisando mediante ejemplos, incluyendo al problema del agente viajero, dife-
rentes caracteristicas de estos, posteriormente se introduce a las estrategias
evolutivas, la que se ejemplifica con dos ejemplos: uno para la maximizacién
de una funcién y otro ejemplo, de clasificacién mediante una red neuronal
utilizando un programa evolutivo.
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Capitulo 1

Introduccion

Los problemas de optimizacién se dividen de manera natural en dos cate-
gorias: problemas de optimizacion con variables centinuas y problemas de
optimizacion con variables discretas. A estos ultimos se les llama proble-
mas de optimizacion cornbinatoria. En problemas de tipo continuo, se busca
la solucidén sobre un conjunto de numeros reales con ciertas propiedades de
continuidad y generalmente de convexidad; en los problemas de optimizacion
combinatoria, se busca la solucién sobre un conjunto finito o infinito numer-
able de objetos para los que se pueda definir una funcién que evalie la “ca-
lidad” de cada objeto. Estas dos clases de problemas tienen diferentes retos
y los métodos para resolverlos son distintos.

Uno de los problemas computacionales a resolver en optimizacién combi-
natoria es la explosion combinatoria. La explosién combinatoria se encuentra
en situaciones donde las elecciones estan compuestas secuencialmente, es de-
cir, dado un conjunto de elementos se pueden obtener diferentes arreglos
ordenados de éstos, permitiendo una vasta cantidad de posibilidades. Situa-
ciones de este tipo ocurren en problemas de inversion financiera, manejo de
inventarios, diseno de circuitos integrados, manejo de recursos hidrdulicos,
mantenimiento de sistemas, etc.

Una caracteristica recurrente en los problemas de optimizacién combina-
toria es el hecho que son muy “faciles” de entender y enunciar, pero gene-
ralmente son “dificiles” de resolver en tiempo razonable. Podria pensarse
que la solucién de un problema de optimizacién combinatoria se restringe
unicamente a buscar de manera exhaustiva el valor maximo o minimo en
un conjunto finito de posibilidades y que, usando una computadora veloz,
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20 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

el problema careceria de interés matematico, sin pensar por un momento.
en el tamano de este conjunto. En la mayoria de los casos, este conjunto
de posibilidades crece de manera alarmante conforme crece el tamarfo de la
instancia del problema. Es frecuente que los problemas de este tipo tengan
n! (n factorial) o maés soluciones factibles (donde n es el tamano de la ins-
tancia). Ahora, si una computadora pudiera ser programada para examinar
soluciones a razon de un billén de soluciones por segundo, la computadora
terminaria su tarea, para n = 23 en alrededor de 820 anos, para n = 24 en
alrededor de 19,674 anos y asi sucesivamente. Por lo que no tiene sentido
resolver de esa forma un problema si al interesado no le alcanza la vida para
ver la respuesta.

Bajo las consideraciones anteriores, el interés de la optimizacién combi-
natoria pasa a ser el de desarrollar algoritmos para los cuales el nimero de
etapas computacionales elementales sea aceptablemente pequeno. Equiva-
lentemente, que encuentren la solucién en un tiempo razonable o como suele
decirse (en términos formales) en “tiempo polinomial™; esto es, los pasos
computacionales elementales es una funcion polinomial del nimero de datos.

Durante muchos afnios se han hecho esfuerzos para resolver problemas de
optimizacion combinatoria, hay problemas para los que existen algoritmos
rapidos y eficientes; por ejemplo, el problema de programacién lineal, flujo
en redes, acoplamiento, etc. Sin embargo, existen muchos problemas de
optimizacién combinatoria para los que no se conocen algoritmos eficientes
que los resuelvan cuando el tamano del problema es mediano o de gran es-
cala; por ejemplo, el problema del agente viajero, el problema de asignacion
cuadratico, el problema de particionamiento, etc. Estos ultimos problemas
tienen mas de 50 anos de ser atacados, en la mayoria de los casos, por algo-
ritmos desarrollados especialmente para el problema especifico y usando una
diversidad de técnicas tales como planos de corte, ramificacion y acotamiento,
enumeracién implicita, programacién dindmica, relajacion lagrangeana, entre
otras, asi como combinaciones de las técnicas antes mencionadas. Desafor-
tunadamente, no se ha podido dar soluciones eficientes. También existe la
necesidad de producir métodos de aplicabilidad general y flexible para pro-
blemas de optimizacion combinatoria que obtengan soluciones en un tiempo
razonable.

En el estudio de la existencia de algoritmos que permitan encontrar la
solucion buscada en un tiempo polinomial y la construccién de ellos, cuando
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es posible, es muy importante el conocimiento de las propiedades y estructura
matematica del problema. En particular, la teoria de Graficas permite, en
muchos casos, el estudio de esta estructura y al aprovechar sus propiedades
es posible construir los algoritmos buscados, pero para otros problemas, no
siempre resulta facil aprovechar la estructura. Hay problemas lineales, como
los de flujo en redes y acoplamiento, que pueden resolverse de manera muy
eficiente; sin embargo, estos problemas estdn aparentemente muy relaciona-
dos con otros problemas que se consideran “intratables”. Como ejemplo, los
problemas de trayectoria mas corta en una gréafica y de acoplamiento, en
donde se conocen algoritmos O(n?) que los resuelven; en contraste con el
problema del agente viajero, el cual resuelve la trayectoria mas corta para
visitar el conjunto de todos los vértices de una red exactamente una vez,
que como es bien conocido, es un problema en la denominada clase NP-Dura
cuyos problemas son ampliamente considerados irresolubles por algoritmos
polinomiales. Este fino limite entre problemas “faciles” y “dificiles” es un
fenémeno recurrente en los problemas de optimizacién combinatoria.

Para los problemas de optimizacién en la clase NP-Dura, a la fecha, no se
conocen algoritmos que los resuelvan en tiempo polinomial. Es por esto que,
en las ultimas décadas, se han desarrollado algoritmos de tipo heuristico o
estocastico para resolver instancias grandes de problemas que pertenecen a
esta clase. Estos algoritmos, no necesariamente encuentran la mejor solucién
al problema, pero en general se pueden obtener “buenas soluciones” cuando
se aplican, aqui se entiende “buena solucién” en términos de cercania al valor
6ptimo. La ventaja principal de este tipo de algoritmos es que son rapidos y
corren en un tiempo polinomial.






Capitulo 2

Conceptos y Definiciones
Preliminares

Podemos diferenciar basicamente dos tipos de optimizacion: la optimizacién
discreta y la optimizaciéon continua. La optimizacion discreta se tiene cuando
el dominio S de la funcién objetivo es un conjunto discreto, en cambio, se
habla de optimizacién continua cuando el dominio S de la funcién objetivo
es un conjunto continuo.

La busqueda local constituye una clase interesante de los algoritmos es-
tocasticos y esta basada en el mejoramiento paso a paso de la funcion de costo
al explorar las vecindades de soluciones cercanas. El uso del algoritmo de
busqueda local presupone la definicién de una solucién, una funcién de costo
y una estructura de vecindades. A continuacion, se dan algunas definiciones
y ejemplos de las mismas.

2.1 El Problema de Optimizacién
Definicién 2.1. A la funcion f : S — R, donde S C R™, la denominaremos

funcion costo/beneficio o funcion objetivo y al conjunto S lo llamaremos
conjunto factible o conjunto de soluciones posibles.

El problema general de optimizacién consiste en:

Optimizar (minimizar o maximizar) una funcién objetivo, y en el
caso de minimizacién, por ejemplo, utilizamos la notacion:

23
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Minimizar f(z)
TE S

2.2 Optimizacion Continua

Para el caso de minimizacién en optimizacidon continua, el problema es en-
contrar T, € S que satisfaga:

f(zopt) < f(z) paratoda z € S, (2.1)

en el caso de maximizacidn, la zox € S que satisfaga:

f(zopt) > f(z) paratoda x € S. (2.2)

A la solucién z,,; se le llama una solucion globalmente dptima y fop =
f(zopt) denota el costo 6ptimo, mientras que S,,; denota el conjunto de solu-
ciones Optimas.

Ejemplo: Funciéon de Shubert

La funcién de Shubert estd definida por:

f(z) = cos(2x+ 1)+ 2cos(3x +2) + 3cos(4z + 3) + 4cos(5x + 4) + Hcos(6z + 5)

donde —10 < z < 10.

Se muestra la funcién en la Figura 2.1 donde se aprecian tres minimos y
tres maximos globales en el intervalo.

Definicién 2.2. Dado un problema de optimizacion continua definimos una
vecindad para x € S con radio r € Rt como:

B,(z)={y € S| |lz —yll <7}

donde || - || es alguna norma definida en S.
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Figura 2.1: Funcién de Shubert.

Definicién 2.3. Sea un problema de optimizacion continua y Sz una vecin-
dad de T, entonces T se llama una solucion optima local o simplemente un
optimo local con respecto a Sz si T es mejor que o igual a, todas sus solu-
ciones vecinas con respecto a la funcion costo. Especificamente, en el caso de
minimizacion, T se llama solucion minima local o simplemente un minimo
local s7

f(Z) < f(y), paratoday € Sz (2.3)

y en el caso de mazimizacion, T se llama una solucion mdzrima local o sim-
plemente un mdzimo local st

f(Z) > f(y), paratoday € Sz (2.4)
2.3 Optimizacion Combinatoria

Definiciéon 2.4. Una instancia de un problema de optimizacion combinatoria
puede formalizarse como una pareja (S, f), donde S denota el conjunto finito
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de todas las soluciones posibles y f es una funcion real, la funcion de costo
o funcion objetivo, mapeo definido por

f:S—>R (2.5)
Para el caso de minimizacién, el problema es encontrar 7., € S que satisfaga:

fliopt) < f(2) paratodai e S (2.6)

en el caso de maximizacion, la i, € S que satisfaga

f(iopt) > f(i) paratodaie S (2.7)

A la solucién i,y se le llama una solucidn globalmente optima vy fo =
f(iopt) denota el costo 6ptimo, mientras que S, denota el conjunto de solu-
ciones 6ptimas. Un problema de optimizacion combinatoria es un conjunto
I de instancias.

Ejemplo: El Problema del Agente Viajero. Considere n
ciudades y una matriz dp, de orden n x n, cuyos elementos de-
notan la distancia entre cada par (p,q) de ciudades. Se define
un recorrido como una trayectoria cerrada que visita cada ciudad
exactamente una vez. El problema es encontrar el recorrido con
longitud minima.

En este problema, una solucién estd dada por una permutacién ciclica
m = (7(1),7(2),...,7(n)), donde 7(k) denota la ciudad a visitar después
de la ciudad k, con 7'(k) # k,l = 1,2,...,n — 1y n"(k) = k, para toda k.
Aqui 7!(k) se entiende por la aplicacién de [ veces la permutacién w. Cada
solucién corresponde a un recorrido. El espacio de soluciones esta dado por:

S = {todas las permutaciones 7 ciclicas de las n ciudades}

y la funcién de costo se define por:

f(m) = dia
i=1

es decir, f(m) da la longitud del recorrido correspondiente a m. Ademads. se
tiene que la cardinalidad de S es |S| = (n — 1)\
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En la Definicién 2.4 se ha distinguido entre un problema y una instancia
del problema. De manera informal, una instancia est4 dada por los “datos
de entrada” y la informacién suficiente para obtener una solucién mientras
que un problema es una coleccién de instancias del mismo tipo.

Eu general, un algoritmo ezacto es un procedimiento paso a paso que
resuelve un problema. Se dice que un algoritmo resuelve un problema, si
puede aplicarse a cualquier instancia y siempre garantiza una solucién. Para
este caso un algoritmo exacto es aquel que al aplicarse a una instancia (S, f)
obtienc iy € Syp.

Definicion 2.5. Sea (S. f) una instancia de un problema de optimizacion
combinatoria. Entonces una estructura de vecindades es un mapeo:

N:S—2% (2.8)

que define para cada solucion i € S un conjunto S; C S de soluciones que
son “cercanas” a t en algin sentido. El conjunto S; se llama vecindad de
la solucion i y cada j € S; se llama un vecino de i. Ademds se supone que
JES & i1€S5;.

En el problema del agente viajero una estructura de vecindades Ny, lla-
mada k-cambios, define para cada solucion i una vecindad S; que consiste
del conjunto de soluciones que pueden obtenerse a partir de la solucién ¢
cambiando k aristas del recorrido correspondiente a la solucién i y rem-
plazandolos por otras k aristas de tal manera que nuevamente se obtenga un
recorrido.

Si k = 2, entonces N, es la estructura de vecindades de 2-cambios. El
2-cambios N,(p, q) puede verse como invertir el orden en el que las ciudades
p y ¢ se visitan en el recorrido. Si el mecanismo 2-cambios N;(p,q) cambia
una solucién ¢ en una solucién j, entonces las permutaciones ciclicas m; y ;
estan relacionadas de la siguiente manera. Sea k denote el entero tal que
7¥(p) = q, 1 < k < n, entonces se tiene:
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m;i(s) = mi(s), en otro caso. (2.9)
asi,
S; = {j € S| m; se obtiene de m; por 2-cambios} (2.10)
Y
|S;| =60 =(n—-1)(n—2) para toda i. (2.11)

Ademas, cada solucién j puede obtenerse a partir de cualquier solucién 7
por n-2, 2-cambios, es decir, para toda i, j € S existe una sucesién lg, [y, .. ..
ln—2 € S tal que:

Ty =T Y M, o = T (212)
y m,,, se obtiene desde m;,,k =0,...,n— 3, por un N,(p, q) cambios, donde
p=m;(1) y ¢=m(m;(1)) (2.13)

Definicién 2.6. Sea (S, f) una instancia de un problema de optimizacion
combinatoria, N una estructura de vecindades. Entonces un mecanismo de
generacion es un medio para seleccionar una solucion j de la vecindad S; de
la solucion 1.

Dada una instancia de un problema de optimizacién combinatoria y una
estructura de vecindades, el algoritmo de busqueda local es un algoritmo
que itera sobre un nimero de soluciones. Comienza con una solucién inicial,
que a menudo se genera aleatoriamente, después se aplica un mecanismo
de generacién que continuamente trata de encontrar una mejor soluciéon en
la vecindad de la solucién actual, esto es, una solucién con menor costo.
Si se encuentra una solucién con estas caracteristicas, la solucién actual se
reemplaza por esta solucién. De otra manera, el algoritmo continia con la
solucién actual. El algoritmo termina cuando el mecanismo de generacién
no puede encontrar una mejor soluciéon a partir de la soluciéon actual. El
algoritmo de busqueda local en pseudo-cédigo se muestra en la Figura 2.2.

Un concepto importante en el andlisis de algoritmos de biisqueda local es
el de optimalidad local.
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Comienza
INICIALIZA (iiniciat)
U= linicial
Repite
GENERA (j € S))
si f(j) < f(i) entonces i := j
hasta f(j) > f(i), para toda j € S;
fin

Figura 2.2: Algoritino de Biisqueda Local en pseudo-codigo

Definicion 2.7. Sea (S, f) una instancia de un problema de optimizacion
combinatoria y N una estructura de vecindades, entonces i se llama una
solucion optima local o simplemente un dptimo local con respecto a N si i
es mejor que o igual a, todas sus soluciones vecinas con respecto al costo.
Especificamente, en el caso de minimizacion, i se llama solucién minima
local o simplemente un minimo local st

f(i) < f(j), paratoda j € S; (2.14)

y en el caso de mazximizacion, t se llama una solucion mdxima local o sim-
plemente un mdzximo local st

f(@) > f(j), paratoda j € S; (2.15)

Definicién 2.8. Sea (S, f) una instancia de un problema de optimizacion
combinatoria y sea N una estructura de vecindades. Entonces N se llama
exacta si para cada i € S que es localmente dptimo con respecto a N. i
también es globalmente optimo.
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De aqui se observa que, los algoritmos de busqueda local terminan con un
optimo local a menos que la estructura de vecindades sea exacta. General-
mente es dificil definir estructuras de vecindades exactas. ya que la definicion
de una estructura de vecindades exacta frecuentemente involucra hacer una
busqueda exhaustiva en todo el conjunto S.

La calidad del 6ptimo local obtenido por el algoritmo de busqueda local.
depende fuertemente de la solucion inicial y para muchos problemas de opti-
mizacion combinatoria no se tiene una solucién inicial apropiada a la mano.
Ademas la complejidad del problema, en el peor de los casos, no se conoce
para muclios problemas.

Entre las ventajas de usar ¢l algoritmo de busqueda local es que se puede
aplicar de manera general a diferentes problemas especificos de optimizacion
combinatoria, sin alterar su estructura, ya que unicamente se requiere de
especificar la funcion de costo y la estructura de vecindades.

Algunas formas de relajar las desventajas del algoritmo de busqueda local
son las siguientes:

1. Ejecutar el algoritmo de busqueda local para un nimero grande de
diferentes soluciones iniciales. Es claro que de manera asintética (ga-
rantizando que todas las soluciones han sido usadas como inicial) el
algoritmo encontrara el 6ptimo global con probabilidad uno.

2. Introducir estructuras de vecindades complejas, de tal forma que se
explore una parte grande del conjunto de soluciones. A menudo encon-
trar una estructura de este tipo requiere de un conocimiento experto
del problema de optimizacion combinatoria tratado.

3. Aceptar con ciertos limites las transiciones correspondientes a un in-
cremento del valor de la funcién de costo; note que en el algoritmo de
busqueda local solamente se aceptan transiciones que correspondan a
soluciones que decrementen el costo.

2.4 Heuristicas y Metaheuristicas

La palabra lheuristica proviene del griego euriskein. al igual que la famosa
O
palabra eureka y quiere decir encontrar. Esta palabra se volvié muy popular
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debido al libro Como resolverlo (How to solve it) de George Pélya, en el cual
se proporcionan muchas recetas para tratar de encontrar solucién a problemas
complejos.

En optimizacién, la palabra heuristica, se utiliza para caracterizar a las
técnicas por las cuales se encuentra o se mejora la solucién de un problema in-
tratable. Se utilizan algoritmos heuristicos para obtener “buenas soluciones”
(soluciones subdptimas, o cercanas a la 6ptima global) de problemas cuyos
algoritmos exactos de solucion no son factibles en tiempos polinomiales como,
por ejemplo. el problema del agente viajero.

En computacion, es fundamental encontrar algoritmos con buenos tiem-
pos e ejecucion y que proporcionen “buenas soluciones”, una heuristica es un
algoritmo que trata de satisfacer al menos uno de estos requerimientos, si no
es que ambos. Muchos algoritmos en la inteligencia artificial son heuristicos
por naturaleza o usan reglas heuristicas, como ejemplo estan los algoritmos
que se veran en este libro. los cuales utilizan una amplia variedad de reglas
heuristicas.

La palabra metaheuristica, combina el prefijo meta del griego (que sig-
nifica “mds alld”, “a un nivel mas alto™) con la palabra heuristica, en otras
palabras, se puede decir que metaheuristica se refiere a una estrategia de
nivel superior que guia a otras heuristicas para buscar soluciones factibles
para problemas complejos.

En general, las palabras heuristica y metaheuristica las consideraremos
equivalentes cuando se trate de algoritmos de solucién para problemas de
optimizacién combinatoria.






Capitulo 3

Problemas de Optimizacion

En este capitulo se proporcionan varios ejemplos de problemas clasicos que
sc¢ utilizan para probar la eficiencia, robustes y rapidez computacional de
algoritmos. En la primera parte se proporcionan problemas de optimizacion
combinatoria que en su mayoria son del tipo NP dificiles: en la segunda parte
se presentan problemas de optimizacion continua, asi como algunas graficas
de éstos.

3.1 Ejemplos de Problemas NP

En esta seccion se presentan ejemplos de problemas NP. Algunos de los cuales
seran retomados posteriormente.

3.1.1 Problemas P y NP

Un algoritmo es un procedimiento paso a paso para resolver un problema
computacional. Para una entrada dada, genera la salida correcta después
de un nimero finito de pasos. La complejidad de tiempo o tiempo de eje-
cucién del algoritmo, expresa el niumero total de operaciones, como adiciones
o comparaciones, como una funcién del tamano de la entrada. Se dice que un
algoritmo es polinomial o un algoritmo es de tiempo polinomial, si su tiempo
de ejecucién esta acotado por un polinomio con variable en el tamaro de
entrada. Se dice que un algoritmo es eficiente si su tiempo de ejecucion es
polinomial. Los problemas resolubles en tiempo polinomial forman la clase
P v estan considerados como problemas factibles a resolver, por ejemplo, un

33
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algoritmo muy conocido es el de ordenamiento por seleccion. que ordena una
lista de enteros de la siguiente manera:

1. Encontrar el valor minimo en la lista.
2. Intercambiarlo con el primer elemento.

3. Repetir los pasos para el resto de la lista.

Para ordenar la lista, (3 1 6 8 2), con el método de seleccion tenemos los
siguientes pasos:

1. (31682),
2. (13682),
3. (1268 3).
4. (12386),
5. (1236 8).

Podemos determinar el nimero de comparaciones requeridos por el algo-
ritmo de la siguiente forma. Dada una lista con n elementos, para localizar
el valor minimo, tenemos que revisar todos los n elementos, haciendo (n — 1)
comparaciones, y después intercambiandolo con la primera posicién. Luego.
para encontrar el valor minimo con el resto de la lista, se revisa los n — 1
elementos restantes, haciendo n — 2 comparaciones. De esta forma. hacemos
entotal(n—1)+(n—-2)+..+2+1= "—("2—_—1) comparaciones.

La manera matematica de describir este comportamiento es con la no-
tacion “O grande”, donde para dos funciones f(n), g(n) definidas sobre el
mismo dominio de enteros positivos, escribimos f(n) = O(g(n)) si existe
una constante C tal que f(n) < Cg(n). Esto significa que un algoritmo
es polinomial si su tiempo de ejecucion, con una entrada de tamano n, es
O(n*) para algiin k. En el caso de ordenamiento por seleccién. podemos
tomar f(n) = 3(7‘2;1) y luego escoger g(n) = n? y C = 1. Decimos que
ordenamiento por seleccion tiene complejidad de tiempo de “orden” n? o,
sencillamente, complejidad O(n?), y por lo tanto es un algoritmo de tiempo
polinomial.
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En la Tabla 3.1 vemos el comportamiento aproximado de varias funciones
importantes en el andlisis de algoritmos. La primera columna indica los
valores de la entrada, las demads columnas tienen valores aproximados (en
algunos casos) para las funciones que vienen en la primera fila. Las filas
2-6 representan funciones usadas para complejidad polinomial, mientras las
ultimas dos son de complejidad exponencial y factorial. Aunque los pro-
blemas en P con complejidad O(n*) son considerados como “factibles” a
resolver, esto también depende de la constante, la potencia k& y el tamano de
entrada n involucrados, como el lector puede apreciar de la Tabla 3.1.

| Tamafion [logon | n | nlogon | n* | n3 | 20 | ! |
10 33 | 10 | (3.3)10 | 10% | 103 10° (3.6)108
10? 6.6 |10% ] (6.6)10% | 10* | 10° | (1.3)10°° | > 10"
10° 10 [10% | (1.0)10% | 10° [ 10° | > 10°™
10* 13 [ 107 | (1.3)10% | 10% | 10™
105 17 [ 105 ] (1.7)10° [ 1010 | 1075
10¢ 20 | 10° | (2.0)10° | 10'? | 10'®

Tabla 3.1: Valores aproximados de algunas funciones.

Otra clase de problemas, como el agente viajero, son conocidos como
problemas NP, donde NP significa “polinomial no-determinista”. Para estos
problemas, no se conocen algoritmos con tiempo polinomial que los resuelvan,
y generalmente se cree que tampoco existen, aunque la pregunta: ;P = NP?
es decir, si las dos clases de problemas coinciden, es considerada como una
de las mas importantes en la ciencias computacionales tedricas.

También hay una subclase importante de problemas NP conocida como
NP-Completa, de los cuales, si se puede demostrar que uno de ellos es
resoluble en tiempo polinomial, entonces también cualquier problema en
NP-Completa seria resoluble en tiempo polinomial. Ademads la clase NP-
Completa tiene interés practico porque contiene muchos problemas comunes,
como el Problema del Agente Viajero. El lector puede encontrar mas infor-
macién en [103].

3.1.2 Resolviendo Problemas NP.

Por lo que hemos dicho en la seccién 3.1, todavia no podemos resolver los
problemas NP-completos con algoritmos eficientes, es decir, de tiempo poli-



36 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

nomial; sin embargo, estos problemas ocurren con frecuencia. ;Qué podemos
hacer?

En parte, depende si quisieramos una soluciéon exacta o aproximada al
problema. Por ejemplo, si el tamano de entrada del problema no es grande.
puede ser factible encontrar la solucion exacta con algiin método directo. En
el caso del Problema del Agente Viajero, la solucién mas directa es la de in-
tentar todas las permutaciones de las n ciudades y encontrar la mas barata.
dando una complejidad de O(n!). Desafortunadamente. con menos de 100
ciudades vemos, en la Tabla 3.1 que rapidamente encontramos problemas.
pero puede haber otros enfoques especializados, por ejemplo con progra-
macion dindmica, que reduce la complejidad y permite resolver exactamente
para un numero mayor de ciudades; en el problema del agente viajero, se
ha ido resolviendo desde 49 ciudades en 1954, al record actual de 85,900
ciudades en 2006 [11], el dltimo tomando 136 anos de tiempo CPU.

Otra posibilidad es utilizar un método heuristico. ¢ue no garantiza encon-
trar la solucion exacta, pero puede encontrar “buenas soluciones” en tiempos
razonables. Los temas tratados en los siguientes capitulos del libro introducen
algunos de ellos y se aplican a diversos problemas.

A continuacién, se presentan algunos ejemplos de problemas NP. El lector
puede encontrar una coleccién amplia de éstos en [30].

3.1.3 Problema de Asignaciéon Cuadratica

Una formulacion matematica de esta problematica fue inicialmente planteada
por Koopmans y Beckmann ([68]) y consiste en minimizar:

n n
F(m) =" aibriynm
i=1 k=1
donde 7 es una permutacién del conjunto N = {1,...n} v au. by para i
k = 1....,n, son nimeros reales. Equivalentemente, se desea encontrar una
permutacion 7 del conjunto N que minimice el valor de f(m).

Una forma sencilla de interpretar el problema planteado es suponer que
existen n sitios disponibles y se van a construir n edificios en estos lugares.
Sea a; la distancia entre el sitio i y el sitio k y suponga que las cantidades b,
denoten el niimero de personas por semana que viajardn entre el edificio j y L.
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El problema es asignar los sitios de construccién de manera que la distancia
recorrida se minimice. Cada asignaciéon puede describirse matematicamente
como una permutacién 7 del conjunto N = {1,2,...,n}, mientras que el
producto aby(i)x(x) describe la distancia semanal recorrida por la gente que
viaja entre los edificios j = m(i) y | = 7(k), si la construccién j se realiza en
el sitio 7 y la construccion [ se realiza en el sitio k.

Considere un ejemplo numérico donde se desea localizar cuatro edificios
A, B, C y D en cuatro sitios a, b, ¢, d. Suponga que las distancias (en metros)
entre los cuatro edificios estan dadas por la matriz de distancias (a;):

0 340 320 400

(ay) = | 340 0 360 200
‘ 320 360 0 180
400 200 180 0

El edificio A es la biblioteca. el edificio B son aulas y cubiculos, el edificio
C son oficinas administrativas y el edificio D son dormitorios. Las “cone-
xiones” entre estos edificios se describen por medio de la matriz de conexion
(bji), donde bj; es una medida para el niimero de personas y la frecuencia con
la que viajan del edificio j al edificio

0 80 40 30

(st} = 80 0 30 20
4 40 30 0 10
30 20 10 O

Observe que si se construye el edificio A en el sitio a, el edificio B en
el sitio b, el edificio C en el sitio ¢ y el edificio D en el sitio d, entonces se
obtendria el siguiente valor de la funcién objetivo:

Z = i zn:aikbik = 137, 200.

=1 k=1

que corresponde a la permutacién 7 (i) = ¢ para i = 1,2,3,4. Por otro lado,
suponga que A se construye en el sitio d, Ben b, C en ¢ y D en a, se tiene la
permutacioén 7(1) =4, 7(2) = 2, 7(3) = 3, m(4) = 1 y el valor de la funcién
objetivo es ahora.
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Zz = likb,r(i)ﬂ-(k) =112, 000.

Otra interpretacion del problema planteado consiste en suponer que 7
modulos se han colocado en un tablero y se han conectado por medio de
“alambres”. Los modulos deben colocarse de manera que la longitud total
del alambre que los conecta sea minima.

Denote la distancia entre las posiciones 7 y k en ¢l tablero por a;.. Sea
b;; el nimero de conexiones entre el médulo j y el médulo I Entonces, una
permutacién 7 del conjunto N = {1, 2, ...,n} asigna una posicién en el tablero
a todo modulo. Si j se sitiia en la posicion i y [ estd situado en la posicion k.
el producto a;kbx(ir(x) €s la longitud del alambre entre los médulos j = (i)
y | = w(k). Por lo tanto la longitud total del alambrado es:

n n
Z Z aikbn(i)w(k)v

=1 k=1

y el problema se reduce a:

n n
mﬂin z= Z Z Qikbr(iym (k)

=1 k=1

El problema anterior, se conoce cominmente en la literatura como el
Problema de Asignacion Cuadrdtica (por sus siglas en inglés, QAP). Una
formulacion similar del QAP es aplicable para el disefio de paneles de control
y teclados de maquinas. Existen muchas otras aplicaciones del QAP por
ejemplo:

1. Problemas de ubicacién de edificios, planeacion de hospitales.

2. En deportes, se aplica en problemas de calendarizacion.

3. En sistemas de informacion, un orden 6ptimo para interrelacionar datos
en una cinta magnética.

4. En quimica, para analizar reacciones quimicas para componentes orga-
nicas.
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5. En balancear turbinas para autos de carreras.

6. En arqueologia, modelos para ordenar datos arqueoldgicos.

3.1.4 Problema de Conjunto Independiente

Considere una grafica G = (V, F) no dirigida, donde V es el conjunto de
vértices y E es el conjunto de aristas. Un subconjunto I de V' se dice que
es un conjunto independiente de vértices, también conocido como conjunto
cstable, de G si no existen dos vértices en I que sean adyacentes; es decir,
no existen dos vértices que estén ligados por una arista. Para la Figura 3.1,
por ejemplo, los conjuntos de vértices {1,5,7}, {2,6}, {2,4,6}, son cenjuntos
independientes.

Un conjunto independiente se llama maximal si no existe otro conjunto
que sea independiente en el que esté contenido propiamente. Esto es, un con-
junto independiente I es maximal si para todo conjunto H tal que I C H con
I # H, se tiene que H no es independiente. Por ejemplo, para la Figura 3.1,
los conjuntos {1,5,7}, {2,4,6}, {3,6} v {1,8}, son conjuntos independientes
maximales y los conjuntos {1}, {2,6}, {1,5} no son maximales.

En general, existe mas de un conjunto independiente maximal para una
grafica dada. También, como se vio en los ejemplos anteriores, el niimero de
vértices en los conjuntos independientes maximales no es necesariamente el
mismo.

Si @ es la familia de conjuntos independientes asociados a una grafica G,
entonces el numero:

a |G| = max|I]

se llama el numero independiente o de estabilidad de una grafica G, y el con-
junto I* para el que se obtiene este numero se llama un conjunto indepen-
diente mdrimo. El Problema de Conjunto Independiente consiste en encon-
trar dentro de todos los conjuntos independientes / en @, un conjunto inde-
pendiente [* cuya cardinalidad sea méxima; es decir, que tenga el nimero
maximo de elementos. En la Figura 3.1, la familia de conjuntos maximales
esta compuesta por:

{{1,5,7},{1,6}, {1,8}, {2, 4,6}, {2,4,8)}, {3,5}.{3,6}. (3,8}, {4,5}}
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el mas grande de estos conjuntos tiene 3 elementos v por lo tanto a |G| = 3.
Cualquier conjunto de la familia maximal con 3 elementos es un conjunto
independiente maximo, por lo tanto, los conjuntos independientes maximos
para la grafica de la Figura 3.1 son: {1,5,7}. {2.4.6} v {2.4.8}.

Figura 3.1: Gréfica con 8 vértices y 14 aristas.

3.1.5 Problema de Coloracion Minima

Considere una grafica G = (V, F) no dirigida, donde V es el conjunto de
vértices y F es el conjunto de aristas. Se define una coloracion de G como
una aplicacién C : V — {1,2,...,n} que identifica a C(i) como el color del
vértice ¢, de forma tal que dos vértices adyacentes no tengan el mismo color.
es decir, {i,j} € E = C(z) # C(j).

Una coloracion de una grafica G con k colores define una particion del con-
junto de vértices en subconjuntos V;, Va. . ... Vi, donde V; denota los vértices
que tienen asignado el color j. Claramente, cada V; es un conjunto indepen-
diente, al cual se le llama clase de color j o clase cromdtica j. Se dice que
una k-coloracion de G es una coloracién que no utiliza mas de & colores, y

una grafica es k-coloreable si admite una k-coloracién. Al minimo valor k tal
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que G es k-coloreable se le llama numero cromdtico de la gréfica y se denota
por x(G).

En una grafica G, el Problema de Coloracion Minima busca una coloracién
de G que no utilice mas de x(G) colores.

Por ejemplo la Figura 3.1 es k-coloreable para k = 3,4.5,...s1 selec-
cionamos kA = 3 se puede colorear los vértices 1, 5 v 7 con el color 1, los
vértices 2. 4 v 6 con el color 2 v los vértices 3 y 8 con el color 3. Es decir,
Vi = {1.5,7}.V5 = {2,4,6} v V3 = {3,8}. También se puede observar que
v\ (G) = 3. va que para colorear, por ejemplo. los vértices 1, 2 y 3 se requieren
colores distintos.

3.1.6 Problema de Empaquetamiento

El Problema de Empaquetamiento (Bin Packing Problem) consiste en aco-
modar el mayor niimero de objetos (cada uno con determinado peso o valor)
en el menor nimero de contenedores (cajas, huecos, camiones, etc.). En el
problema de empaquetamiento se tienen n objetos ay,as,...,a,, los cuales
tienen un peso w(a;) € (0, 1] que seran empaquetados en un nimero minimo
de contenedores By, B, ..., B,, tal que Za‘lij w(a;)) <1, 1<j<m.

Por ejemplo, si se tienen 5 objetos aq,as,as, ay,as, con pesos w(a,) =
0.8, w(az) = 0.6, w(az) = 0.5, w(ay) = 0.2, w(as) = 0.3. Para este ejemplo, el
minimo nimero de contenedores que se requieren es 3 y una posible solucién
es: B] = {al}, Bg = {az,a5},Bg = {(Lg,a4}.

3.1.7 Problema de Cubrimiento de Vértices

Dada una grafica no dirigida G = (V, E), donde V es el conjunto de vértices
y E es el conjunto de aristas, un cubrimiento por vértices es un conjunto
C de vértices tal que cada arista de G tiene al menos uno de sus vértices
adyacentes en C. El Problema de Cubrimiento de Vértices (The Vertex Cover
Problem) consiste en encontrar un cubrimiento por vértices mas pequeno.

Por ejemplo, para la Figura 3.1, un cubrimiento por vértices esta dado por
los conjuntos: C; = {1,2,3,6,7,8}, Cy = {1,3.5,6,7}, Cs = {2,3,4,6,8},
Cy ={1.2.3.4,5,6,7.8}. Los conjuntos Cy vy Cj son dos posibles soluciones
al problema. No existe ningin cubrimiento que tenga 4 o menos elementos.
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3.1.8 Problema del Agente Viajero

El Problema del Agente Viajero consiste, como se vié anteriormente, en dado
un entero n > 0 y la distancia entre cada par de las n ciudades se da por
medio de la matriz (d;;) de dimension n x n, donde d,; es un entero mayor
o igual a cero. Un recorrido es una trayectoria que visita todas las ciudades
exactamente una vez. El problema consiste en encontrar un recorrido con
longitud total minima.

Una permutacién 7 ciclica representa un recorrido, si se interpreta ()
como la ciudad después de la ciudad j,j = 1,2,...,n. Asi, el costo del
recorrido es:

n
> djngs)
j=1

3.1.9 Problema de Clan Maximo.

Considere una grafica G = (V, E) no dirigida, donde V es el conjunto de
vértices y E es el conjunto de aristas. Un subconjunto S C V'se dice que es
un clan si para cada par de vértices vi,v, en S con v; # vy existe la arista
(v1,v2) en E. El Problema de Clan Mdzimo (Mazimum Clique) consiste en
encontrar un subconjunto S de vértices tal que para cada par de vértices en
S existe una arista en G y tal que |S| sea maximo.

En la Figura 3.1, los conjuntos S; = {1,2,3},S, = {5,6,8} v S3 = {6,8)
son clanes de tamano 3, 3 y 2 respectivamente. Los conjuntos S; y S, son
dos posibles soluciones al problema. No existe ningin clan de cardinalidad
mayor.

3.1.10 Problema de Corte Maximo.

Considere una grafica G = (V, E) no dirigida, donde V es el conjunto de
vértices y F es el conjunto de aristas. El Problema de Corte Mdzimo (Ma-
ximum Cut) se refiere a encontrar un subconjunto C' C Vque maximiza el
numero de aristas que tienen un vértice en C y el otro fuera de C.

En la Figura 3.1, el conjunto C; = {3, 5, 6,8} hace que el conjunto de aris-
tas A; = {(1,3),(2,5),(2,3),(3,4),(3,7),(6,7).(7,8)}. Tengan un vértice en
C y el otro fuera de C;.
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3.1.11 Problema de Satisfacibilidad

Una variable booleana x es una variable que toma solamente valores de cierto
o falso. Las variables booleanas pueden combinarse usando los conectores
16gicos ‘0’ (denotado aqui por +), 'y’ (denotado como multiplicacién), y ‘no’
(denotado por —) para formar una expresiéon booleana, se hace lo mismo que
con variables reales, se combinan con operaciones algebraicas. Por ejemplo,

-3 - (r] + Ty + x3)

es una formula booleana. Dados los valores de cierto o falso para cada vari-
able, se puede evaluar la férmula booleana, justo como una expresion alge-
braica. Por ejemplo, para la formula booleana anterior tomando z; = cierto,
ry = cierto, y r3 = falso, la expresion da el valor cierto.

La formula anterior puede hacerse cierta para algunas asignaciones. Tal
formula booleana se dice que es satisfacible. No todas las férmulas son satis-
facibles; hay algunas que no se pueden hacer ciertas para ninguna asignacién,
esencialmente porque tienen alguna “contradiccion”. Por ejemplo, considere

(.’El + o +- Ig) . (;1‘1 + —ll‘z) - (.TQ =+ ﬁ.’lfg) . (.’L‘3 + _'Il) . (ﬂiE] + Ty + _';Eg)

Para que la férmula anterior sea cierta, todas las subférmulas dentro de
paréntesis (llamadas cldusulas) que contienen literales (esto es, variables o
negaciones) deben ser ciertas. La primera cldusula dice que al menos una de
las variables debe ser cierta. Las siguientes tres clausulas forzan a todas las
variables a tener el mismo valor y como al menos una debe ser cierta (de la
primera cldusula), entonces todas deben ser ciertas. A pesar de esto, lailtima
clausula requiere que no todas sean ciertas, y asi la formula contiene una
contradiccién, por lo tanto es no satisfacible. El problema de satisfacibilidad
se puede enunciar como:

Dadas m clausulas Cy, ..., C},, que contienen las variables ry, ..., z,, {Es la
formula C, - Cy--- C,, satisfacible?
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3.1.12 Problema de la Mochila

Dado un conjunto U = {ay,as, ...,a,}, de n elementos con pesos p;, i =
1,2,...,n y un parametro B > 0. El objetivo es encontrar un subconjunto
U’ C U tal que ZjeU' p; < B sea maxima. A este problema se le llama el
Problema de la Mochila (Knapsack Problem)

3.1.13 Cuadrados Magicos

Dada una matriz de 4 x 4 como:

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

Esta matriz no es un arreglo al azar. Todos los enteros del 1 al 16 se usaun,
la suma de cada renglén, columna y las dos diagonales son iguales a 34.
Este tipo de matrices se conocen como cuadrados magicos. Hay cuadrados
magicos de cualquier tamano, excepto de 2 x 2. Claramente la suma comun
de los renglones columnas y diagonales estd en funcién de n. Para n = 3, la
suma es 15.

Para valores de n = 3, 4 y 5 aqui hay unos cuadrados maégicos:

17 24 1 8 15
8 1 6 156 130 121 183 23 5 7 14 16
3857 8w 7 i 4 6 13 20 22
49 2 L 1B 45 1 10 12 19 21 3
|11 18 25 2 9 |

Asi, el problema de Cuadrados Mdgicos (Magic Squares) es a partir de
un valor entero n > 2 se debe construir una matriz cuadrada de n x n con
entradas del 1 al n x n tal que la suma de cada renglén, columna y las dos
diagonales son iguales a una constante que depende del valor n.
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3.1.14 El Problema del Sudoku

El Sudoku es un pasatiempo muy popular a nivel mundial. El nombre, Su-
doku, viene de japones donde 'Su’ significa nimero y 'Doku’ significa indi-
vidualmente.

En el caso general, el objetivo del Sudoku es llenar una cuadricula de
n? x n? celdas, dividida en n? subcuadriculas de n x n en donde se deben
colocar los enteros del 1 a n? de acuerdo a los siguientes tres reglas:

1. Las celdas de cada uno de los renglones deben contener los enteros de
1 a n? exactamente una vez.

2. Las celdas de cada una de las columnas deben contener los enteros de
1 a n? exactamente una vez.

3. Cada una de las subcuadriculas deben contener los enteros de 1 a n?

exactamente una vez.

Al entero n se le denomina el orden del Sudoku.

En la Figura 3.2 se da un ejemplo de un Sudoku de orden 3, donde se
puede observar que existen algunas celdas prellenadas con los enteros del
1 al 32 y el jugador debe completar la cuadricula siguiendo las tres reglas
descritas anteriormente. En la Figura 3.3 se presenta una solucién valida de
la Figura 3.2.

1 713
2(5
8
4 1
5 6

2

4 3
2|4
1 5

Figura 3.2: Sudoku.

En 2002, [115] mostré que el Sudoku es un problema NP-Completo. La
prueba usa una reduccién simple para el problema de cuadrados latinos, el
cual ha sido probado que es NP-Completo.
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1({5[2|7]3|8]9|6]4
713(9)4|6|1(2|5|8
B|16(42|5[9)|1([7(3
618|7(9]4|5]3|2]|1
3(14|5(1]2|6(8|9|7
9121873645
49 (8|61 ]|7|5]3]|2
57163 [8[2]4(1]9
211(3(5[9(4|7|8]|6

Figura 3.3: Solucién valida al Sudoku de la Figura 3.2.

3.1.15 Problema de Asignacion Tridimensional Axial

El Problema de Asignacion Tridimensienal Axial ( Three Dimensional A.vial
Assigment Problem) consiste en: dados tres conjuntos I, J, K. todos de igual
cardinalidad n, y un costo c;j asociado a cada terna ordenada (i, j, k)
perteneciente a I x J x K, hallar n ternas disjuntas con menor suma de
costos. Este problema es NP-Duro. El problema se representa a través del
siguiente modelo matematico:

. - n n
min Zi:l Zj:l Zk:] CijkTijk
Sujeto a :
Z’ll n Cis 1' _1 1—1 -
jzl k=1 1]’(' 'l]k — 1, ¢t — 1,.... 7t
n n 1 i—1
Zi:l k=1 CijkZTijk = 1, J=1,..n
n n
Zi=1 ijl Ciaptyn = 1, k=1,...,n
Gk € 10,1}, 45 8=1, .0

3.1.16 Problema de Aprendizaje en Perceptrones Mul-
ticapa

Los perceptrones multicapa (PMC) ocupan un lugar importante en el area
del aprendizaje maquinal, donde han sido aplicados, por ejemplo, a distintas
tareas de clasificacion, como el reconocimiento de caracteres manuscritos.
Los PMC estan biolégicamente motivados por la organizacién del cerebro
humano, donde intentan imitar el procesamiento en paralelo que realiza el
cerebro.
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Podemos definir un PMC en términos de una coleccién de capas orde-
nadas, empezando con una capa de entrada y terminando con una capa de
salida; las capas intermedias se llaman “capas ocultas”, debido a que las
entradas a la red son externas, asi como las salidas que el PMC produce.
Cada capa contiene un cierto nimero de nodos (a veces llamados unidades
de procesamiento o neuronas), y cada nodo tiene conexiones con cada nodo
en la siguiente capa. La Figura 3.4 muestra un PMC con una capa oculta
con tres nodos. dos nodos en la capa de entrada y dos en la capa de salida.
En la Figura 3.4, las flechas representan las conexiones entre los nodos.

En cada conexién hay un valor numérico asociado, llamado peso. El
PMC recibe un valor numérico externo en cada nodo de entrada, y estos
valores son pasados directamente a los nodos en la siguiente capa, sin ningin
procesamiento. En los nodos de las siguientes capas, se calcula un valor de
salida dado por:

k.
y=9 E a;u; + b
i=1
donde wuy, ..., ux son las salidas de los nodos en la capa anterior, los coefi-

cientes a; son los pesos, b es un umbral, y la funcién g se llama funcion de
activacién. Es comun usar la misma funcién de activacion en los nodos de
las capas ocultas y de salida, y con frecuencia estd tomada como un sigmoide
definida por: ¢ : R — [0, 1], g(u) =

s,
1+exp—¥

Capa de entrada Capa oculta Capa de salida

Figura 3.4: Un perceptrén multicapa.
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u; di
ai
u y
ag
Uy

Figura 3.5: Procesamiento realizado en un nodo en una capa oculta o de
salida.

La Figura 3.5 ilustra este procesamiento realizado por un nodo. Este
proceso procede por capas, de tal forma que, los valores de las salidas en una
capa son calculadas y después pasadas a la siguiente capa. Finalmente los
valores de salida de los nodos en la capa de salida se encuentran de acuerdo a
los valores de entrada y este vector de valores representa la salida del PMC.
Conforme a esta descripcién, un PMC con n nodos en la capa de entrada y
m en la capa de salida define una funcién F' : R" — R™.

Dado un conjunto de vectores X = {(x1,d;),. ... (xn.dy)}conz;en R y
d; en R™ parai =1,..., N, podemos preguntar: ;Existen pesos y umbrales
tales que: F(r;) =d;, paracadai=1,...,N? Este se llama el Problema de
Entrenamiento o Aprendizaje (a veces llamado en inglés el Loading Problem)
de un PMC, y a X se le llama un conjunto de entrenamiento.

Se han desarrollado varios algoritmos, principalmente el algoritmo de
retropropagacion (en inglés, back-propagation de Rumelhart [96]). para re-
solver el problema de aprendizaje. Este algoritmo estd basado en el método
de gradiente descendente para minimizar la funcién objetivo, Ey, formada
por el error cuadratico con respecto al conjunto de entrenamiento X, que
viena dada por:

N
Ex(w) = |lye — dil[?
k=1

donde y; son los vectores de salida del PMC para cada vector de entrena-

miento, ., w son los pesos y umbrales, y || - || es la norma usual euclideana
en R™.

Hay que tomar en cuenta que en estudios empiricos se ha visto que el
tiempo de aprendizaje con el algoritmo de retropropagacion parece escalar ex-



Problemas de Optimizacion 49

ponencialmente con el tamano de los conjuntos de entrenamiento, sugiriendo
que hay un problema inherente con el entrenamiento de PMC. Judd [62] es-
tudid el problema de aprendizaje y mostrd que bajo condiciones “razonables”
es NP-Completo. Desde entonces se han encontrado varios resultados simi-
lares, de los cuales mencionamos el siguiente que es sorprendente, dado por
Sima [98], que no requiere una clasificacién exacta de todos los datos de
entrenamiento, sino mas bien una que puede tener pequenos errores en las
salidas y muestra que el problema de entrenamiento es NP-Duro ain para el
caso de un sélo nodo. Més especificamente, considerar un PMC con n nodos
de entrada, un nodo de salida, y sin capas ocultas, y con una funcién de ac-
tivacion sigmoide (en realidad, Sima consideré funciones ain més generales).
Dado un conjunto de entrenamiento X y un niimero positivo € > 0 ; Existe
un vector w de los pesos y del umbral tal que Ex(w) < €? Sima muestra que
éste es un problema NP-Duro.

3.2 Problemas Continuos

Para la comparacién de diferentes algoritmos disenados para resolver pro-
blemas de optimizacion continua, a lo largo de los anos se ha propuesto una
coleccion de funciones de prueba. Las funciones estdan escogidas para reflejar
diferentes facetas que podrian resultar dificiles para un algoritmo. Estas
propiedades de una funcién son: unimodalidad, multimodalidad, dimensio-
nalidad, continuidad, diferenciabilidad, convexidad, el nimero de 6ptimos
locales y su distribucién, el nimero de 6ptimos globales y su distribucién.

A continuacidon, definimos algunas de las funciones que se han utilizadas
([83], [80]), formulando todos los problemas para minimizacién.

3.2.1 La funcién de Ackley
La funcién de Ackley es una funciéon multimodal. Estd definida por:
f(zy,x9,...,2,) = —20exp 2V Ziet/N _ exp(Zf\;1 cos (2v2:))/N 190 + exp’

-32.768 < z; < 32.768, ¢=1,2,...,N

Tiene un minimo global de f(z,,z2,...,2y) =0enz; =0,i=1,2,... N.
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Ackley

i
"N

Figura 3.6: La funcién de Ackley en dos dimensiones.

3.2.2 La funcion RCOS de Branin

La funcién rcos de Branin tiene un minimo global en tres diferentes puntos.
Esta definida por:
flz,y) =aly—br*+cr—d)®+e(1— f)eos(r)+e, =5<r<10. 1<y <15
donde usualmente se toma:

a=1, b=51/(4r?), c=5/m, d=6, e=10, f=1/(8n).

Tiene el minimo global de f(x,y) =0.397887 en los puntos: = —mw. y =
12275, enx =m, y=2.275, yen x = 9.42478, y = 2.475.
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Branin

o
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200 -
150 -
100 -
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Figura 3.7: La funcion rcos de Branin.

3.2.3 La funcion de Easom

La funcion de Easom es una funcion unimodal, doude el minimo global se
enclentra en un area pequeno comparado con el resto del dominio.

f(r.y) = —cos (r)cos (y) exp’(“”)t(y"”)z_

—100 < 2,y < 100.

[iene un minimo global de f(r,y) = -lenx =y ==

3.c.4 La funcion de la esfera

Enel contexto de optimizacion, esta funcion también esta conocida como la
prinera de De Jong. Es una funcién continua, convexa, y unimodal definida
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Easom

Figura 3.8: La funciéon Easom.

por:
5,29, loitin] = Xz,

t=1

=0 S8 0 £ AT LT 8. .. N.

Tiene un minimo global de f(z;, x5, ..., zy)=0enz;, =0, i=1,....N.

3.2.5 La funcion de Goldstein-Price

La funcion de Goldstein-Price estd definida en dos dimensiones por:

flz,y) = (1 + (x+y +1)2(19 — 14z + 32° — 14y + 6y + 3y?))

(30 + (2x — 3y)?(18 — 32r + 12z2 4 48y — 36y + 27



Problemas de Optimizacion 93

Esfera

Figura 3.9: La funcién de De Jong en dos dimensiones.

para valores —2 < z,y < 2. Tiene un minimo global de f(z,y) = 3 en

= 0 ===,

3.2.6 La funcion de Griewangk

La funcién de Griewangk es multimodal con muchas minimas locales que
estan distribuidas de manera regular. Esta definida por:

N
. 1 : T;
f(.'l‘l.;l.'tz‘.....l m E 1”;2 II:_II(-Q:,'(-%)%_L

f=1

—600 < x; <600,s =1,2,...,N,

Tiene un minimo global de f(xy,zs,...,2y) =0enxz; =0,i=1,...,N.
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Goldstein-Price

x 10

Figura 3.10: La funcién Goldstein-Price.

Como se puede apreciar en la figura 3.11, conforme vamos acercando al
minimo global, la funcién cambia de lo que aparece una tuncion convexa, a
una funcion con muchas minimos locales.

3.2.7 La funcién de Langermann

La funcion de Langermann es una funcion multimodal, donde sus minimos
locales estan distribuidos de manera no pareja. Esta definida por:

N N

l N

. 2 9

Dl b o TSR Sl E Ci€Xp | —— E (.r_, — @) | cos |7 g (T3 — @i5)”
o=y

=1 j=1

= v 10, (S3.548, +1=1,2 N.

‘e O
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Griewangk

o " (e ey = ";\ =3 100
9 e 200 0

Figura 3.11: La funcién de Griewangk en dos dimensiones.

Donde ¢;, a 1=1,....m,7 =1, ..., N) son constantes. Con frecuencia
1y Wijg ;
se toma m = 5. En la figura se tomo:

(z,y) = Y ciexp |—=(z — a;)® — =(y — b;)?| cos [r(z — a;)? —b;)?
Ha,y) Z( tYD{ F(’ a;) (y )7 | cos [7’(1 a;)* + m(y )]

: T
=1

donde a = [3,5,2,1,7],b = [5,2,1,4,9],¢ =[1,2,5, 2, 3].

La figura 3.12, muestra la misma funcion pero en diferentes escalas.
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Langermann

Figura 3.12: La funciéon de Langermann en dos dimensiones con m = 5.

3.2.8 La funcion de Michalewicz

La funcion de Michalewicz es multimodal con un parametro m, que deteririina
la pendiente de los valles. Se define por:

N ir‘g 2m
{(zryms, - BN )= — ZSin(Ii) [sill(—;i-)]

1=

Oty < mpd=ell,2,. . V.

Se ha aproximado el minimo global por f(z;,zo,...,z5) = -4.687, y
f(l'l, JCRI 1‘10) ="-9.66.

La figura 3.13, muestra la funciéon con diferentes valores de m.
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e
=1

Figura 3.13: La funcién de Michalewicz en dos dimensiones para m = 1, 5,
10. )

3.2.9 La funcion de Rastrigin

La funcion de Rastrigin es multimodal con muchos minimos locales que
estdin distribuidos de manera regular. Es una funcién similar a la funcién
de Griewangk. Esta definida por:
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N
f(z1,x2,...,z5) = 10N + Y [z? — 10cos(27z;)],

=1
-512<2,<512,i=1,2,...,N.

Tiene un minimo global de f(z,,z2,...,zy) =0enz; =0,i=1,...,N.

Rastrigin

Figura 3.14: La funcién de Rastrigin en dos dimensiones.

3.2.10 La funcion de Rosenbrock

Conocida como el valle de Rosenbrock. o la funcién platano. El minimo
global esta dentro de una valle largo y angosto, v es dificil de encontrar. La
definicion esta dada por:
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N-1

f(.l']..l"z ...... I'N) = Z [(1 = J,I_)‘Z Bl 1()()(11‘1+1 - _1?;72)2]

t=1

- 2.048 < z; < 2.048.

Tiene minimo global de f(z;,z2,...,2xy) =0enz; =1,i=1,...,N.

Rosenbrock

3000 |
2500
2000 |
1500 |
1000 |

500

Figura 3.15: El valle de Rosenbrock en dos dimensiones.

3.2.11 La funcion de Schaffer F6

La funcion F6 de Schaffer es una funcion multimodal definida en dos dimen-
siones con un solo minimo global. Esta definida por:

(sin(+/22 + ¢2))% - 0.5
B

(14 0.001(x2 + y2)):

f(z,y) =05+
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—100 < z,y < 100.
Tiene un minimo global de f(z,y) =0enx =y = 0.

La figura 3.16, muestra la misma funcién pero en diferentes escalas.

Schaffer F6

100 :
100

X y 50 -50 X

<0

Figura 3.16: La funcion de Schaffer.

3.2.12 La funcion de Schwefel

La funcién de Schwefel es multimodal con un minimo global. Es una funcién
dificil para algoritmos de busqueda, porque el siguiente minimo local mas
pequeno no esta cerca al global. Esta definida por:
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N
f(z1, 22, . . ., ry = 418.9829N — > [z; sin(v/|zi])]
i=1
—500 < 2; < 500,i =1,2,...,N.
Tiene un minimo global de f(zy,x9,...,: rn) = 0 en x; = 420.9687, 1 =

Ky iy N

Schwefel

1500 -

1000

-500  _500

Figura 3.17: La funcién de Schwefel.

3.2.13 Las seis jorobas del camello

La funcion conocida como las seis jorobas del camello tiene un minimo global
en dos puntos diferentes, y cuatro otros minimos locales. Esta definida por:
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fz,y) = (4 — 2122 + zY3)2? + zy + (—4 + 492)y?,
—aSrxsd, —25yYs2

Tiene un minimo global de f(z,y) = -1.0316 en los dos puntos: = =
-0.0898, y = 0.7126 y = = 0.0898, y = -0.7126.

Seis jorobas del camello

O

Figura 3.18: La funcion de las seis jorobas del camello.



Capitulo 4

El Algoritmo de Recocido
Simulado

El proposito de este capitulo es presentar un algoritmo general para la soluc-
ion de problemas de optimizacién combinatoria denominado recocido simu-
lado (en inglés simulated annealing). Este algoritmo tiene la propiedad de
que, en el limite, converge al conjunto de soluciones 6ptimas del problema
de optimizacién combinatoria y en un tiempo polinomial produce buenas
soluciones.

La técnica de recocido simulado fue propuesta por Kirkpatrick, Gellat y
Vecchi en 1983 [67] y originalmente se basd en una analogia entre la simu-
lacion de recocido de sdlidos y el reto de resolver problemas de optimizacién
combinatoria de gran escala. Por esta razon el algoritmo se conoce como re-
cocido simulado. Aqui se da esta analogia con el fin de introducir el algoritmo
de recocido simulado desde un punto de vista intuitivo.

4.1 Recocido Simulado

La caracteristica sobresaliente de la técnica es su aplicacién general y la
habilidad para obtener soluciones arbitrariamente cercanas a la 6ptima; sin
embargo, el obtener soluciones de alta calidad puede requerir de mucho es-
fuerzo computacional. Una comparaciéon importante que puede hacerse con
respecto a si una técnica es general o no lo es, es la que se presenta en la
programacion lineal y la programacion dinamica. La programacion lineal es
un modelo muy especifico para solucionar problemas en donde la funcién ob-

63
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jetivo y las restricciones deben ser lineales; si el problema no cae dentro de
este esquema restringido, la programacion lineal no puede aplicarse. Por otro
lado, la programacién dinamica se puede usar para resolver muchos proble-
mas de optimizacion y su aplicabilidad depende de la habilidad que se tenga
para definir las etapas del problema, las ecuaciones recursivas, las variables
de estado y las variables de decisién para un problema especifico. En este
sentido, recocido simulado resulta ser andlogo a la programaciéon dindmica.
El uso y la calidad de sus resultados dependen del arte y la habilidad con
que se definan sus diferentes componentes como son: las evaluaciones de la
funcion objetivo de la nueva solucion con respecto a la anterior, la estructura
de vecindades y el programa de enfriamiento; asi como también. el grado de
refinamiento de la implantacion en la computadora.

4.1.1 El Proceso de Recocido de un Sdélido

Recocido denota un proceso de calentamiento de un sélido a una temperatura
en la que sus granos deformados recristalizan para producir nuevos granos.
La temperatura de recocido o de recristalizaciéon, depende del tipo de mate-
rial, del grado de deformacién del mismo, ademés de su uso futuro. Seguida
a la fase de calentamiento, viene un proceso de enfriamiento en donde la
temperatura se baja poco a poco. De esta manera, cada vez que se baja la
temperatura, las particulas se reacomodan en estados de mas baja energia
hasta que se obtiene un sélido con sus particulas acomodadas conforme a
una estructura de cristal. Si se comienza con un valor maximo de la tem-
peratura, en la fase de enfriamiento del proceso de recocido, para cada valor
de la temperatura T debe permitirse que se alcance su equilibrio térmico:
si el proceso de enfriamiento es demasiado rdpido y no se alcanza en cada
etapa el equilibrio térmico, el sélido congelard en un estado cuya estructura
serd amorfa en lugar de la estructura cristalina de mas baja energia, esta
estructura esta caracterizada por una imperfecta cristalizacion del sélido.

El equilibrio térmico esta caracterizado por la distribucién de Boltzmann
[101]. De acuerdo a esta distribucidn, la probabilidad de que el sélido esté
en un estado ¢ con energia E; a la temperatura T, viene dada por

1 —E;
Pr{X =i} = 4.1
X =)= e () -y
donde X es una variable aleatoria que denota el estado actual del sélido.
Z(T) es una constante de normalizacion llamada la funcidn particion, que
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esta definida como

—E;
Z(T)= JZexp (Ik‘BT> (4.2)
donde la sumatoria se extiende sobre todos los posibles estados y kg es

una constante fisica conocida como la constante de Boltzmann. El factor
exp —f-i se conoce como el factor de Boltzmann. Obviamente Pr{X = i}

es una funcién de densidad de probabilidad ya que siempre es mayor o igual
a cero y la suma sobre todos los valores es igual a la unidad. Se puede ob-
servar en Pr{X =i} que cuando el valor de T disminuye, la distribucién de
Boltzmann se concentra en los estados de menor energia, mientras que si la
temperatura se aproxima a cero, unicamente los estados con minima energia
tienen una probabilidad de ocurrencia diferente de cero.

Por lo dicho anteriormente, el proceso de recocido consta de dos pasos
fundameuntales que son:

1. Incrementar la temperatura del bano térmico a un valor maximo.

2. Decrementar cuidadosamente la temperatura del bano térmico hasta
que las particulas se reacomoden por si mismas en un estado de minima
energia, denominado el estado fundamental del solido.

En el proceso de elevar la temperatura del sélido, todas las particulas
se reacomodan aleatoriamente. En el estado fundamental, las particulas se
acomodan en una reticula altamente estructurada y la energia del sistema
es minima. El estado fundamental del sélido se obtiene solamente si la tem-
peratura maxima es suficientemente elevada y el proceso de enfriamiento es
suficientemente bajo. De otra manera se obtendria un estado amorfo deno-
minado meta-estado.

El proceso fisico de recocido puede modelarse exitosamente usando méto-
dos de simulacién (vea [79]), el algoritmo introducido para tal propdsito se
basa en técnicas Monte Carlo y genera una sucesion de estados del sélido de
la siguiente manera: Dado un estado 7 del sélido con energia E;, se genera el
estado siguiente j aplicando un mecanismo de perturbacién que transforma
el estado actual en el siguiente estado por medio de una pequena distorsion,
por ejemplo, por el desplazamiento de una particula. La energia del siguiente
estado es E;. Sila diferencia de energia, E; — E;, es menor o igual a cero, el
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estado 7 se acepta como el estado actual. Si la diferencia de energia es mayor
que cero, el estado 7 se acepta con una probabilidad que esta dada por:

E; — E; .
exp <A—BT_—7) ; (4.3)

donde T denote la temperatura del bano térmico y kg es la constante de
Boltzmann. La regla de decision descrita arriba se conoce como el criterio
de Metropolis y al algoritmo se le conoce como algoritmo de Metropolis.

Si la temperatura se baja poco a poco, el sélido puede alcanzar su equi-
librio térmico en cada temperatura. En el algoritmo de Metropolis esto se
lleva a cabo generando un niimero grande de transiciones para un valor dado
de la temperatura.

4.1.2 El Algoritmo de Recocido Simulado

La simulacion del proceso de recocido puede usarse para describir un
proceso de generacion de sucesiones de soluciones de un problema de op-
timizaciéon combinatoria en donde se vaya obteniendo, conforme el proceso
avanza, mejores soluciones al mismo. Para este proposito, se puede observar
una analogia entre el sistema fisico y un problema de optimizaciéon combi-
natoria en donde cada solucién del problema puede verse como un estado
del sélido y los valores de la funcién objetivo para cada solucién como los
niveles de energia del sélido. En resumen, se puede pensar en las siguientes
equivalencias:

1. Las soluciones de un problema de optimizaciéon combinatoria son equi-
valentes a los estados de un sistema fisico.

2. El costo de una solucion es equivalente a la energia de un estado.

Ademas, se introduce un parametro que juega el papel equivalente de
la temperatura. Este parametro se llama el pardmetro de control. El algo-
ritmo de recocido simulado puede verse como una iteracion del algoritmo de
Metropolis, evaluado en valores decrecientes del parametro de control.

A continuacién se introducen las siguientes definiciones.
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Definicién 4.1. Sea (S, F) denote una instancia de un problema de opti-
mizacion combinatoria y denote por i y j dos soluciones con costo f(i) y f(j),
respectivamente. Entonces, el criterio de aceptacion determina si j se acepta
a partir de i al aplicar la siguiente probabilidad de aceptacion:

= N 1 st f(j) < f(7)
«{aceptar j} = exp(f(i);f(j)) % F) > 7160, (4.4)

donde ¢ € R* denota el pardmetro de contrel.

Claramente, el mecanismo de generacién corresponde al mecanismo de
perturbacion en el algoritmo de Metropolis, mientras que el criterio de acepta-
cion corresponde al denominado criterio de Metropolis dado por la ecuacion
1.4.

Definicion 4.2. Una transicion es una accion combinada que transforma la
solucion actual en una subsecuente. Esta accion consiste de los siguientes
dos pasos: (i) aplicacion del mecanismo de generacion, (ii) aplicacion del
criterto de aceptacion.

Sea c¢; denote el valor del parametro de control y L, el numero de transi-
ciones generadas en la k-ésima iteracion del algoritmo de Metropolis. De este
modo, el algoritmo de recocido simulado puede describirse en pseudocédigo
como se muestra en la Figura 4.1.

El algoritmo de Recocido Simulado comienza llamando a un procedimiento
de inicializacién donde se definen la solucién inicial, parametro de control ini-
cial y el nimero inicial de generaciones necesarias para alcanzar el equilibrio
térmico para la temperatura inicial. La parte medular del algoritmo consta
de dos ciclos. El externo Repite...hasta y el interno Para...finpara. El
ciclo interno mantiene fijo el pardmetro de control hasta que se generan L
soluciones y se acepta o se rechaza la solucién generada conforme los cri-
terios de aceptacion ya discutidos. El ciclo externo disminuye el valor de
la temperatura mediante el procedimiento CALCULA-CONTROL y calcula
el nuimero de soluciones a generar para alcanzar equilibrio térmico medi-
ante el procedimiento CALCULA-LONGITUD. Este ciclo finaliza cuando la
condicién de paro se cumple.
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Comienza
INICIALIZA ((iiniciats €0, Lo)
k=0
i1 = linicial
Repite
Para | := a L, hacer

Comienza

GENERA (j de S;)
si f(j) < f(i) entonces i := j

sino
si exp (%kf(])) >numero aleatorio en [0,1) entonces
§ =7
finpara
k:=Fk+1

CALCULA-LONGITUD (Ly)
CALCULA-CONTROL (cx)

hasta criterio de paro

fin

Figura 4.1: Algoritmo de Recocido Simulado en pseudocddigo
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Un rasgo caracteristico del algoritmo de recocido simulado es que, ademas
de aceptar soluciones donde se disminuye el costo, también acepta donde
el costo aumenta. Inicialmente, para valores grandes de ¢, puede aceptar
soluciones deterioradas donde el costo estd muy por encima del valor de la
solucién actual; cuando ¢ decrece, inicamente pequenas desviaciones seran
aceptadas y finalmente, cuando el valor de ¢ se aproxima a cero, no se acep-
taran desviaciones. Este hecho significa que el algoritmo de recocido simulado
tiene la capacidad de escapar de minimos locales.

Note que la probabilidad de aceptar desviaciones estd implementada al
comparar el valor de exp((f(¢) — f(j))/c¢ con un mimero aleatorio generado
de una distribucién uniforme en el intervalo [0,1). Ademaés, debe ser obvio
que la velocidad de convergencia del algoritmo estd determinada al escoger
los parametros Ly v ¢, £k = 0,1,.... Si los valores ¢, decrecen de manera
acelerada o los valores de L, no son tan grandes, se tendra una convergencia

mas rapida que cuando los valores de ¢, decrecen lentamente o los valores de
Ly son grandes.

Comparando el algoritmo de recocido simulado con el algoritmo de biis-
queda local, resulta evidente que recocido simulado puede verse como una
generalizacion de busqueda local y viene a ser idéntico a bisqueda local, en
el caso de que el parametro de control ¢ se tome igual a cero. En lo que
respecta a la ejecucién de ambos algoritmos, generalmente, el algoritmo de
recocido simulado obtiene soluciones de mejor calidad que el algoritmo de
bisqueda local.

4.1.3 Aspectos Generales del Algoritmo

En las aplicaciones del algoritmo de recocido simulado, cominmente se
desea implementar éste, de manera que la sucesién de soluciones estén gene-
radas a partir de valores decrecientes del parametro de control. Las soluciones
se generan continuamente tratando de transformar la solucién actual en una
subsecuente por medio de la aplicacion del mecanismo de generacién y el
criterio de aceptacidon. Las aplicaciones del algoritmo de recocido simulado
requieren de la especificacion de los siguientes puntos: (a) Una representacion
concisa del problema, (b) un mecanismo de transicién y (c) un programa de
enfriamiento. Cada uno de estos puntos se pueden enumerar con mas detalle.
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1. Una descripcion concisa de la representacion del problema consiste de
una representacion del espacio de soluciones y una expresion de la
funcién de costo. La funcién de costo debe escogerse de manera que
represente la efectividad de las soluciones con respecto al objetivo de
optimizacién. La representacién del problema y la funciéon de costo
deben darse por medio de expresiones simples que permitan una facil
manipulacion.

2. La generacion de ensayos para transformar la solucion actual en una
subsecuente consiste de tres pasos. Primero, se debe generar una nueva
solucion aplicando un mecanismo de generacion; enseguida, se debe cal-
cular la diferencia de costo de las dos soluciones; por ultimo, se hace
una decision de aceptar o no, la nueva solucién. La evaluacion de la
nueva solucion es lo que mas tiempo consume en el algoritmo de reco-
cido simulado y por lo tanto debe hacerse lo mas eficientemente posible.
El mecanismo de generacion usualmente se escoge de tal manera que
se obtengan modificaciones simples para que puedan ser ejecutadas
rapidamente, por ejemplo permutaciones, cambios o inversiones. El
calculo de la diferencia de costo se hace tomando en cuenta las dife-
rencias entre ambas soluciones. Para muchas aplicaciones éste es el
camino mas rdapido para calcular las diferencias en el costo. La de-
cision de aceptar la nueva solucion se basa en un criterio de aceptacién
(vea Definicién 4.1).

3. Ejecutar el proceso de recocido, requiere de la especificacién de los
parametros que determinan el programa de enfriamiento. Se debe dar
un valor inicial del parametro de control, una funcién que especifique
su decremento, la longitud de cada bloque donde permanece constante
el parametro de control y el criterio de paro.

En [2] se muestra que si se selecciona el mecanismo de generacidn, el
criterio de aceptacion como en la Definicion 4.1, una estructura de vecindades
y un programa de enfriamiento adecuado; el algoritmo de recocido simulado
converge con probabilidad 1 al conjunto de soluciones 6ptimas.
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4.2 Ejemplo: El Problema de Conjunto Inde-
pendiente

El objetivo fundamental de esta seccion es presentar la bondad de la técnica
de recocido simulado para el problema de conjunto independiente dado en
la Seccion 3.1.4, asi como los lineamientos a seguir para implantarlo en la
computadora.

4.2.1 Algoritmo de Recocido Simulado

El algoritmo de recocido simulado puede usarse para atacar este problema y
obtener soluciones que no necesariamente son optimas, pero se puede mostrar
un comportamiento muy favorable del método con respecto a instancias en
las que se conoce la solucion. Para aplicar el algoritmo de recocido simulado
se necesitan definir ciertos puntos que mas adelante se describen.

Para el caso del problema de conjunto independiente, se tiene que agre-
gar adicionalmente a la funcién objetivo, un costo para cuando se tengan
soluciones infactibles; esto es, subconjuntos de V' que no necesariamente son
conjuntos independientes. Para este problema es apropiado partir la familia
de conjuntos de todos los subconjuntos de V' en dos subfamilias; la familia de
soluciones factibles, es decir, la familia de conjuntos que son independientes
y la familia de subconjuntos que no son independientes. La infactibilidad de
algunas soluciones puede usarse ventajosamente por el algoritmo de recocido
simulado para evitar quedar atrapado en un conjunto independiente maximal
de menor cardinalidad a la del maximo.

4.2.2 Descripcion del Algoritmo

El algoritmo de recocido simulado puede aplicarse de la siguiente manera:

1. El espacio de soluciones S consiste en todas las posibles particiones del
conjunto V en subconjuntos V' y V — V'. El conjunto V' consiste en
todas las particiones donde Vu,v € V' : (u,v) ¢ E.

2. La funcién de costo, que debe ser maximizada, se escoge como
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1(v)=lv
donde E’ denota el conjunto de arcos (u,v) € E con u,v € V'y X denota el
factor de peso que debe ser mayor que 1 y juega el papel de penalizacion en
el algoritmo. Las soluciones factibles, tinicamente contribuyen en el primer
término de la funcion de costo. Soluciones infactibles contribuyen en el se-
gundo término y por lo tanto bajan el costo de la particion para puntos con

igual cardinalidad. Asi, el segundo término puede verse como una funcion de
penalizacion que castiga la presencia de arcos entre nodos de la particion.

i ‘E‘ (4.5)

La generacion de nuevas soluciones se hace de manera aleatoria, esco-
9 / 5o ’ /) . ’ / .
giendo un nodo u € V y cambidndolode V- aV —V siu € V' o viceversa.
La diferencia en costo viene dada por la funcién:

Af:(X(V_V’)(u')~X(v/)(u')) 1-x Y 1), @6

(u' . v)eEvel’

donde la funcién x(v)(u) = 1si u € V y vale cero en otro caso.

Claramente, el espacio de soluciones para el conjunto independiente puede
hacerse restrictivo solamente al conjunto de soluciones factibles. Ademas.
la presencia de soluciones infactibles permite que se defina la funcién de
costo de manera suave haciendo que el algoritmo de recocido simulado escape
facilmente de optimos locales ya que existen mas soluciones con diferencias
pequenas en costo en la vecindad de un 6ptimo local y asi se incrementa la
probabilidad de escape. Agrandar el conjunto de soluciones factibles con el
conjunto de soluciones infactibles en este caso (como en muchos) hace posible
el uso de un mecanismo de generacion simple que a menudo permite una
convergencia rdapida. El algoritmo que describe el procedimiento de recocido
simulado puede enunciarse de la manera siguiente, dado en la Figura 4.2.

4.2.3 Experiencia Computacional

La prueba del algoritmo se llevd a cabo generando de manera aleatoria
graficas conectadas. Para valores preestablecidos del nimero n de nodos
y el nimero m de arcos, se generaron 100 gréficas aleatorias. La Tabla
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Propdsito: Obtiene un conjunto independiente maximal de la mayor
cardinalidad posible de la gréfica G = (V, E) dada.

Descripcion:
1. Tome ¢ un valor grande apropiado.

2. Tome V' C {1,2,.... n} arbitrario.

Obtenga el valor correspondiente de la funcién objetivo f (V)
3. Asigne el valor verdadero a la variable l6gica CAMBIO.
4. Si la variable CAMBIO tiene valor falso, entonces pare.
5. Haga CAMBIO igual a falso.
6. Repita los puntos (a)-(i) L. veces.

. ’ . ! . . ., .
(a) Seleccione un nimero aleatorio u con distribucién uniforme
en {1,2,...,n}.

(b) Evalué el valor Af de la expresién 4.6.

d) Sea P(Af) =exp(—Af/c).

(e) Genere un nimero aleatorio z, uniformemente distribuido en
(0,1).

(f) Siz > P(Af) entonces vaya a (i).

(g) Haga V' — V' U{u'}siv ¢V oV « V' —{u}siv eV
(h) Af # 0 entonces CAMBIO « verdadero.

(i) Fin del paso 6.

)
(¢) Si Af < 0 entonces vaya a (g).
(d)

)

7. Reduzca ¢ e incremente 7.

8. Vaya al paso 4.

Figura 4.2: Algoritmo de Recocido Simulado para el Problema de Conjunto
Independiente Maximo.
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Num. RECOCIDO SIMULADO
Vértices | Num. Aristas / Tiempo(seg.)

15 20 | 30 40
10 2.05 | 2.64 | 3.20 4.48
30 30 70 90

15 2.16 | 3.15 | 447 9.50
40 80 | 120 160
20 3.22 | 4.83 | 5.69 6.96
60 | 120 | 240 350
30 3.97 | 5.78 | 6.17 7.26
80 | 240 | 320 600
40 4.24 | 5.89 | 6.69 7.94

100 | 200 | 400 800
50 6.13 | 6.78 | 7.17 8.31

Tabla 4.1: Tiempos promedio de ejecucion de recocido simulado para el pro-
blema de conjunto independiente.

4.1 reporta el tiempo promedio (en segundos) y los valores del nimero de
vértices y de aristas considerados. Para cada valor del nimero de vértices, se
consideraron cuatro casos (en cuanto a numero de aristas): gréfica con pocas
aristas, grafica con un nimero normal de aristas, grafica medianamente densa
y grafica densa.

Cabe mencionar que el tiempo de solucién del algoritmo de recocido si-
mulado es muy variable, ya que depende en gran medida del valor inicial
del parametro de control ¢, del nimero r de veces que se ejecuta el paso 6
(del algoritmo) y de la forma en que se reduzca c¢ y se incremente r. Para
el andlisis realizado aqui, se tomé un valor inicial de ¢ de tal manera que la
tasa de aceptacion de las permutaciones propuestas fuera mayor o igual a 0.8
y los decrementos fueran del 0.1 (paso 7 del algoritmo). El mimero r inicial
que se tomé en cada caso fue r = n y los incrementos fueron de 0.05 (paso
7 del algoritmo).

4.2.4 Analisis Comparativo con un Método Exacto

Con el fin de hacer una comparacién del algoritmo de recocido simulado
con respecto a un algoritmo exacto, se tomé un algoritmo enumerativo re-
portado por Christofides [25] que, segun estudios de Syslo [100], es uno de
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Num. EXACTO
Vértices Num. Aristas / Tiempo(seg.)
15 20 30 40
10 0.01 0.01 0.01 0.01
30 50 70 90
15 0.01 0.04 0.05 0.03
40 80 120 160
20 0.05 0.14 0.33 0.29
60 120 240 350
30 0.53 3.02 21.13 8.20
80 240 320 600
40 2.597 | 336.82 125.00 | 4648.49
100 200 400 800
50 40.18 | 1354.57 | 7326.73 —

Tabla 4.2: Tiempos promedio de ejecucion del algoritmo exacto para el pro-
blema de conjunto independiente.

los mnétodos exactos mas “eficientes” con que se cuenta en la actualidad para
resolver el problema. Los tiempos obtenidos por este algoritmo, tomando
exactamente las mismas graficas que se usaron con el algoritmo de recocido
simulado se reportan en la Tabla 4.2.

En la Tabla 4.2 se puede observar el crecimiento dramatico del tiempo
en cuanto aumentan el nimero de vértices y aristas en la grafica. Para 50
vértices y 800 aristas el algoritmo no obtuvo la solucién después de 24 horas.
También se calculd la eficiencia del algoritmo de recocido simulado en cuanto
a la calidad de solucion o cercania al 6ptimo, por medio de la ecuacién

Z_zopt

eficiencia = 1 —

(4.7)

Zopt

donde z denota el valor de la funcién objetivo en la solucién obtenida y zp
es el valor 6ptimo de la instancia del problema. Los calculos que aparecen
en la Tabla 4.3 son con base en los promedios obtenidos en las 100 instancias
resueltas para cada valor del nimero de arcos m y del nimero de nodos n de
los valores en la funcién objetivo de la solucién correspondiente. En la Tabla
4.3, puede observarse que las eficiencias del algoritmo de recocido simulado
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ALGORITMO
(eficiencia)
n m | EXACTO | REC. SIM.
10 15 1.00 0.9954
20 1.00 0.9944
30 1.00 0.9256
40 1.00 0.9903
15 30 1.00 0.9830
30 1.00 0.9886
70 1.00 0.9871
90 1.00 0.9827
20 40 1.00 0.9865
80 1.00 0.9813
120 1.00 0.9818
160 1.00 0.9771
30 60 1.00 0.9892
120 1.00 0.9867
240 1.00 0.9810
350 1.00 0.9754
40 80 1.00 0.9834
240 1.00 0.9823
320 1.00 0.9942
600 1.00 0.9725
50 100 1.00 0.9791
200 1.00 0.9821
400 1.00 0.9802

Tabla 4.3: Comparacion de los algoritmos que resuelven el problema de con-
junto independiente con respecto a su eficiencia.
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son cercanas a 1, una ventaja que tiene, es que cada vez que se ejecutado da
una solucién diferente y por lo tanto cuando se ejecuta varias veces se tiene
una probabilidad de 1.0 de obtener la solucién 6ptima del problema.

Las pruebas computacionales con el problema de conjunto independiente,
revelan un buen comportamiento del algoritmo. Las soluciones subéptimas
difieren en 1-2% de la solucién éptima. Ademds si se ejecuta el procedimiento
varias veces con diferentes valores iniciales, se obtiene en todos los casos
la solucion optima. Ademas de que la implantacion del algoritmo en la
computadora, no requiere de gran capacidad de memoria y permite un tiempo
razonable para obtener buenas soluciones en las computadoras personales.

4.3 Ejemplo: Problema de Asignacion Cua-
dratico

El Problema de Asignacién Cuadratica, vea la Seccién 3.1.3, es una variante
importante del problema de localizacién clasico cuando el costo asociado por
colocar una planta en un determinado lugar depende no unicamente de las
distancias entre plantas y de las demandas respectivas, sino también de la
interaccién con otras plantas.

4.3.1 Algoritmo de Recocido Simulado

El algoritmo de recocido simulado puede usarse para atacar este problema y
obtener soluciones que no necesariamente son éptimas pero se puede mostrar
un comportamiento muy favorable del método con respecto a instancias que
se conoce la solucion, asi como para aquellas instancias que no se conoce la
solucién 6ptima pero se conoce una mejor solucion.

Para aplicar el algoritmo de recocido simulado se necesitan definir ciertos
puntos que a continuacion se describen.

Como ya se ha mencionado, el espacio de soluciones consiste de todas las
permutaciones de n elementos. Para cada permutacion «, se define la funcién
de costo como:

n n

= Z @ipbr(iyn(p) (4.8)

i=1 i=1
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La generacion de nuevas soluciones se hace a partir de tomar permuta-
ciones que difieran de la actual en unicamente dos cambios. Se comienza
con una permutacion 7 y se seleccionan dos indices i y k y a partir de estos
indices se define la nueva permutacién 7 por:

7(2) = w(k), 7T(k)=mn() (4.9)
T)==nl), 1=12,....n, l#1ik.

La diferencia en la funcién de costo entre la solucion actual y la nueva
soluciéon generada a partir del cambio ¢ k puede calcularse de la siguiente
expresion:

Af =" [(au = ar)(Briey — brciiry) + (@i = ai) bryecr) — brioymi))]
=11k

(4.10)
+(aii — ark) (brryr(k) = br(iy(i))

+(aik — ki) (br(eyr(i) — br(iym(r))

donde Af denota la diferencia en el costo entre la solucién propuesta menos
la solucién actual al hacer el intercambio. Si Af < 0, entonces 7 tiene
un valor en la funcién objetivo menor que 7. Usando estas observaciones
se puede establecer el algoritmo de recocido simulado para el problema de
asignacion cuadratica como aparece en la Figura 4.3.

Experiencia Computacional

La prueba del algoritmo de recocido simulado se llevé a cabo generando
instancias del problema de asignacién cuadratica de manera aleatoria. Para
la matriz A se generaron nimeros aleatorios en el intervalo (1, 100] y para la
matriz B se generaron niimeros aleatorios en el intervalo [1,50]. Para cada
valorde n =5, 6, 7, 8, 10, 12, 15, 20, 25 y 30 se generaron 100 instancias de
manera aleatoria. La Tabla 4.4 reporta el tiempo promedio (en segundos).

Adicionalmente, para n = 5, 6, 7, 8 12, 15, 20 y 30 se corrieron los
problemas de prueba de Nugent (vea [89]). Los resultados de estas corridas
aparecen en la Tabla 4.5.
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Propésito: Obtener una permutaciéon m que minimice el valor de la
funcion de la ecuacién 4.8.

Descripcion:
1. Tome ¢ un valor grande apropiado.

2. Obtenga una permutacién aleatoria m del conjunto {1,2,...,n}

Obtenga el valor correspondiente de la funcién objetivo f(7).
3. Asigne el valor verdadero a la variable l6gica CAMBIO.
4. Si la variable CAMBIO tiene valor falso, entonces pare.

Haga CAMBIO igual a falso.

ot

6. Repita los puntos (a)-(i) r veces.

(a) Tome una permutacién arbitraria de dos cambios 7.

(b) Evalué el valor Af de la expresién 4.10

d) Sea P(Af) = exp(—Af/c).

(e) Genere un numero aleatorio z, con distribucién uniforme (0,1).
(f) Siz > P(Af) entonces vaya a (i).

(g) Acepte la nueva permutacién m — 7, f(7) — f(7) + Af.

(h) Si Af # 0 entonces CAMBIO « verdadero.

(i) Fin del paso 6.

)

)
(¢) Si Af < 0 entonces vaya a (g).
(d)

)

7. Reduzca c e incremente 7.

8. Vaya al paso 4.

Figura 4.3: Algoritmo de Recocido Simulado para el Problema de Asignacién
Cuadratica.
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ALGORITMO
REC. SIM.
n | tiempo (seg.)
3 1.73
6 2.25
7 2.98
8 3.79
10 6.40
12 12.73
15 15.21
20 20.04
25 28.62
30 43.65

Tabla 4.4: Tiempos de ejecucion del algoritmo de recocido simulado para el
problema de asignacién cuadrética.

ALGORITMO RECOCIDO SIMULADO
Mejor Solucién Tiempo
n Conocida Valor (seg.)
5 | 50 (6ptima) 50 0.27
6 86 (6ptima) 86 1.27
7 | 148 (6ptima) 148 1.58
8 214 (6ptima) 214 1.76
12 | 578 (6ptima) 578 2.86
15 | 1150 (6ptima) | 1150 14.17
20 2570 2570 36.80
30 6124 6150 76.13

Tabla 4.5: Resultados obtenidos para los problemas de Nugent por el algo-
ritmo de recocido simulado.
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4.3.2 Algoritmo de Busqueda Local

Uno de los puntos importantes del algoritmo de recocido simulado es el
hecho de que cada que se ejecuta el paso 6 del mismo, no solamente acepta
permutaciones 7 para las que se tenga un mejor valor objetivo, sino que
también se aceptan con cierta probabilidad permutaciones cuyo valor obje-
tivo es peor. Con el objeto de poder comparar los resultados del algoritmo
de recocido simulado con el algoritmo de bisqueda local correspondiente,
también se implanté este ultimo en la computadora.

Siguiendo la misma notacién que la ya dada para el algoritmo de recocido
simulado, se puede describir el algoritmo de biisqueda local como aparece en
la Figura 4.4.

Experiencia Computacional

La prueba del algoritmo se llevé a tomando las mismas instancias que para
el algoritmo de recocido simulado. La Tabla 4.6 reporta el tiempo promedio
(en segundos).

Adicionalmente, para n = 5, 6, 7, 8, 12, 15, 20 y 30 se corrieron los problemas
de prueba de Nugent. Los resultados de estas corridas aparecen en la Tabla
4.7.

4.3.3 Analisis Comparativo de los Métodos

Como ya se mencioné, se generaron en forma aleatoria instancias del
problema de asignacién cuadréatica. Para cada una de estas instancias gen-
eradas, se corrieron los cuatro algoritmos, un exacto, un heuristico hecho es-
pecificamente para el problema de asignacién cuadratica y los anteriormente
mencionados. Los resultados aparecen en la Tabla 4.8.

Cabe mencionar que el tiempo de solucién del algoritmo de recocido si-
mulado es muy variable, ya que depende en gran medida del valor inicial
del parametro de control ¢, del nimero r de veces que se ejecuta el paso 6,
la forma en que se reduzca el pardmetro ¢ y se incremente el parametro r.
Para el analisis realizado en este documento, se tomé un valor inicial de ¢, de
tal manera que la tasa de aceptacion de las permutaciones propuestas fuera
mayor o igual a 0.8 y los decrementos fueran del 0.1 (paso 7 del algoritmo).
El nimero 7 inicial que se tomé en cada caso fue 7 = 2 x n y los incrementos



82 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

Propésito: Obtener una permutacion 7 que minimice el valor de la
funcién de la expresion 4.8.

Descripcion:
1. Obtenga una permutacién aleatoria 7 del conjunto {1,2,...,n}.
Obtenga el valor correspondiente de la funcién objetivo f(m).
2. Asigne el valor verdadero a la variable l6gica CAMBIO.
3. Si la variable variable CAMBIO tiene valor falso, entonces pare.
4. Haga CAMBIO igual a falso.
5. Repita los puntos (a)-(f) n x (n — 1) veces.

a) Tome una permutacién arbitraria de dos cambios 7.
Evalué el valor Af de la expresién 4.10

c) Si Af > 0 entonces vaya a (f).

d

(e

f

(
(b
(
(

CAMBIO « verdadero.
(

)
)
) Acepte la nueva permutacién m — T, f(7) — f(7) + Af.
)
) Fin del paso 5.

6. Vaya al paso 3.

Figura 4.4: Algoritmo de Busqueda Local para el Problema de Asignacion
Cuadratica.
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ALGORITMO
BUS. LOC.
n | tiempo (seg.)
) 0.13
6 0.21
7 0.29
8 0.43
10 0.79
12 1.07
15 2.40
20 9.64
25 11.11
30 20.96

Tabla 4.6: Tiempos de ejecucién del algoritmo de bisqueda local para el
problema de asignacion cuadratica.

ALGORITMO BUSQUEDA LOCAL

Mejor Solucién Tiempo
Conocida Valor | (seg.)
50 (6ptima) 50 0.11
86 (6ptima) | 86 | 0.22
148 (6ptima) 148 0.28
214 (6ptima) | 214 0.33
12 | 578 (6ptima) 592 182
15 | 1150 (6ptima) | 1178 2.41
20 2570 2644 5.27
30 6124 6354 15.81

0N | 3

Tabla 4.7: Resultados obtenidos para los problemas de Nugent por el algo-
ritmo de biisqueda local.



84 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

fueron de 0.05 (paso 7 del algoritmo). También se calculd la eficiencia de
cada uno de los algoritmos por medio de la ecuacién 4.7. Esta ecuacién se
us6 para los valores de n = 5, 6, 7, 8, 10 y 12. Para valores mayores de n.
al no ser posible calcular la solucién éptima, la eficiencia se calculé tomando
como base el valor z.., esto es, el valor objetivo que da el algoritmo de
recocido simulado, para el cual se uso la ecuacién equivalente:

y o, 2—2z
eficiencia = 1 - ———
ZTEC
Los célculos que aparecen en la Tabla 4.8 son con base en los promedios
obtenidos en las 100 instancias resultas para cada valor de n de los valores
en la funcién objetivo de la solucién correspondiente.

En la Tabla 4.8, puede observarse que las eficiencias del algoritmo de reco-
cido simulado son las mas elevadas y los tiempos de ejecucion del algoritmo
de recocido simulado, crece de manera razonable; incluso, para instancias
pequenas, se obtienen tiempos de ejecucion mas grandes que para el algo-
ritmo estocastico. Esta situacién cambia para valores de n mayores.

Otra caracteristica importante del algoritmo de recocido simulado es que
las variaciones en las soluciones obtenidas al resolver una misma instancia
con soluciones iniciales diferentes, es mucho menor que las variaciones en
las soluciones que dan los otros dos algoritmos, esto es, la soluciéon del al-
goritmo de recocido simulado es menos dependiente de la solucién inicial
proporcionada. En cambio, para el algoritmo estocdstico y, mas aun, para
el algoritmo de busqueda local, las soluciones dependen en gran medida de
la solucién con que se inicie. Este comportamiento se puede observar en la
Tabla 4.9 en donde se muestran los resultados al ejecutar cada uno de los
algoritmos 100 veces con soluciones iniciales generadas de manera aleatoria
para cada uno de los problemas de Nugent.

Las pruebas computacionales con el problema de asignaciéon cuadritica
revelan un excelente comportamiento del algoritmo. Las soluciones subdpti-
mas difieren en 1-2% de la mejor solucién conocida. De hecho, si se ejecuta
el procedimiento varias veces con diferentes valores iniciales, se obtienen en
todos los casos la solucién 6ptima o las mejores soluciones que se conocen
(segtn sea el caso). Ademas de que la implantacién del algoritmo, no requiere
de gran capacidad de memoria y permite un tiempo razonable para obtener
buenas soluciones en las computadoras personales.



El Algoritmo de Recocido Simulado

85

ALGORITMO
I EXACTO HEURISTICO REC. SIM. BUS. LOC.
tiempo tiempo tiempo tiempo
n | efic. | (seg.) efic. (seg.) efic. (seg.) efic. (seg.)
5 | 1.00 | 0.08 09891 | 0.08 |09999 | 1.73 | 09747 | 0.13
6 [ 1.00| 025 |0.9803| 0.16 |0.9982 | 2.25 |0.9666 | 0.21
7 | 1.00 1.03 0.9767 | 0.28 | 0.9936 | 2.98 | 0.9676 | 0.29
8 [ 1.00| 398 |09737| 0.44 |0.9899 | 3.79 | 0.9630 | 0.43
10 | 1.00 73.45 | 0.9684 1.01 0.9905 6.40 0.9629 0.79
12 | 1.00 | 1713.99 | 0.9674 | 2.03 | 0.9940 | 12.73 | 0.9512 | 1.07
15 — | — [09693] 475 |1.0000 | 15.21 | 0.9640 | 2.40
20 | — = 0.9512 | 14.55 | 1.0000 | 20.04 | 0.9518 5.64
25 | — — 0.9527 | 35.02 | 1.0000 | 28.62 | 0.9551 11.11
30| — 0.9543 | 71.80 | 1.0000 | 43.65 | 0.9580 | 20.96

Tabla 4.8: Comparacion de los algoritmos para resolver el QAP con respecto
al tiempo de ejecucién y a su eficiencia.

HEURISTICO REC. SIM. BUS. LOC.

n | Mejor | Media | Peor | Mejor | Media | Peor | Mejor | Media | Peor

7] 50 51.6 58 50 50.4 58 50 55.2 62

6 86 88.5 94 86 86.3 92 86 90.2 94
7] 148 [ 1539 | 164 148 | 148.7 | 156 | 148 | 154.5 | 172
8 | 214 228 252 | 214 | 2153 | 222 | 214 | 2245 | 248
12| 578 | 620.3 | 662 | 578 | 600.2 | 640 | 578 | 610.8 | 650

15| 1188 | 1231 | 1294 | 1150 | 1172 | 1214 | 1150 | 1204 | 1290

20 | 2692 | 2749 | 2794 | 2570 | 2657 | 2728 | 2604 | 2680 | 2742

30 | 6488 | 6636 | 6766 | 6124 | 6333 | 6442 | 6242 | 6364 | 6496

Tabla 4.9: Comparacién entre los algoritmos heuristico, recocido simulado y
busqueda local con respecto a la dependencia de la solucién inicial.
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4.4 Ejemplo: Sudoku

El Sudoku es un pasatiempo que en los ultimos anos se ha popularizado y para
algunas personas se ha vuelto adictivo, quiza porque las reglas para resolverlo
son muy simples. En esta seccion se propone la solucion al pasatiempo del
Sudoku como un problema de optimizaciéon combinatoria y se resuelve uti-
lizando el algoritmo de Recocido Simulado. Se presenta experiencia computa-
cional en la solucién de Sudokus que aparecen en periddicos de circulacion
nacional y algunas paginas de Internet con diferentes grados de dificultad
que van desde facil, media, dificil y muy dificil. Vea Seccién 3.1.14

El objetivo del Sudoku es llenar una cuadricula generalmente de 9 x 9 cel-
das (81 celdas en total) dividida en subcuadriculas de 3 x 3 con los nimeros
del 1 al 9, partiendo de algunas celdas previamente asignadas y siguiendo tres
reglas muy sencillas. El pasatiempo aparece por primera vez alrededor de
1970 en Nueva York, Estados Unidos, en la revista de juegos v pasatiempos
Dell con el nombre de “colocar el nimero”. Posteriormente, en 1984, aparece
este pasatiempo en Japon con el nombre que actualmente se conoce de Su-
doku, donde “Su” significa nimero y “Doku” significa individualmente. en
japonés. A partir de ahi, se populariza hacia todo el mundo. El juego tiene
sus origenes en la idea de cuadrados latinos que introduce el matemaético
Euler en 1783. En México hay muchas revistas de pasatiempos y periédicos
de circulacion nacional tales como El Universal, Reforma, etc., que incluyen
Sudokus dentro de sus paginas.

4.4.1 El Problema del Sudoku

El objetivo del Sudoku es llenar una cuadricula de n? x n? celdas, dividida
en n? subcuadriculas de n x n en donde se deben colocar los enteros del 1
a n? de acuerdo a las tres reglas, ya mencionadas Seccién 3.1.14 pero por
comodidad las repetimos aqui:

1. Las celdas de cada uno de los renglones deben contener los enteros de
1 a n? exactamente una vez.

2. Las celdas de cada una de las columnas deben contener los enteros de
1 a n? exactamente una vez.
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i | 713
215
8
4 1
5 6

2

4 3
24
1 5

Figura 4.5: Sudoku.

3. Cada una de las subcuadriculas debe contener los enteros de 1 a n?
exactamente una vez.

Estas reglas tan simples son quiza lo que ha hecho que el juego se popu-
larice y se haya hecho adictivo para algunas personas. Al entero n se le llama
el orden del Sudoku. En la Figura 4.5 se da un ejemplo de un Sudoku de or-
den 3, donde se puede observar que existen algunas celdas prellenadas con los
enteros del 1 al 32 y el jugador debe completar la cuadricula siguiendo las tres
reglas descritas anteriormente. Cada Sudoku, bien planteado, tiene solucién
valida unica y no requiere usar técnicas de ensayo y error o adivinar sino que
se resuelve empleando las tres reglas y por medio del “razonamiento”.

El Sudoku de la Figura 4.5 tiene solucién valida tnica y esta catalogado
entre los muy dificiles de resolver. Generalmente en los diarios de circulacion
nacional o internacional, asi como, en revistas y otros medios impresos apare-
cen Sudokus de orden 3 y en algunos casos de orden 4 en donde aparece
alguna clasificacion que va desde facil hasta muy dificil y tiene que ver con el
numero de celdas prellenadas y su colocacién dentro de la cuadricula. En el
caso del Sudoku de la Figura 4.5, el nimero de celdas prellenadas es de 17,
y aparentemente, es el nimero minimo de celdas prellenadas que se pueden
dar para Sudokus de orden 3, ya que con menos el Sudoku podria tener mas
de una solucién valida.

Para ilustrar cémo se resuelve un Sudoku, considere la celda en donde se
colocé el simbolo « en la Figura 4.6. Las celdas donde aparecen los 1 (en
negritas) hacen que las celdas marcadas con x de la subcuadricula donde
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1 713

25
8
% | X | X 4 1
X | x| 5 6
x| 2
4 3

21 4
1 5

Figura 4.6: Resolviendo el Sudoku.

aparece la letra a no pueda colocarse el entero 1, ya que violarian las reglas 1
y 2 anteriores, como las X invalidan todas las celdas, excepto donde aparece la
letra a, es claro que en esta celda debe colocarse el simbolo 1. Por otro lado.
considere la celda en donde se coloco el simbolo 3, en la Figura 4.7. Las celdas
donde aparecen los simbolos 4 (en negritas) hacen que las celdas marcadas
con x de la subcuadricula donde aparece la letra 3 no pueda colocarse el
simbolo 4, ya que nuevamente violarian las reglas 1 y 2, como las x invalidan
todas las celdas, excepto donde aparece la letra (3, es claro que en esta celda
debe colocarse el simbolo 4. Se sigue de la misma forma hasta completar
todas las celdas vacias. En la Figura 4.8 se da la solucion valida del Sudoku
que aparece en la Figura 4.5.

Finalmente, Yato y Seta (2002)[115] muestran que el Sudoku es un pro-
blema NP-Completo, la prueba usa una reduccion simple para el problema de

cuadrados latinos, el cual ha sido probado que es NP-Completo por Colbourn
(1984)(27].

4.4.2 Implementacion de la Técnica de Recocido Si-
mulado al Sudoku

En esta subseccion se explica cémo se implementa el algoritmo de Recocido
Simulado para resolver el problema del Sudoku. Se utilizard un Sudoku de
9 x 9 celdas con 9 subcuadriculas de 3 x 3, pero el procedimiento puede usarse
para implementar cualquier Sudoku de orden n. Se representard el Sudoku
con un arreglo de 9 x 9 en donde existen celdas previamente llenadas. A las
celdas previamente llenadas se les llamaran celdas fijas. Por ejemplo en la
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1 713
213
8
4 1
5 6
2
4 X | x| % 3
X | x|2] 4
1 5| x| 8

Figura 4.7: Resolviendo el Sudoku (continuacion).

1(5(2(|7(3|8|9|6]4
713(9(4(6|1|2(5]|8
816|142 |5{9|1|7]|3
6|8|71(9(4(5(3]2]1
3145|126 8(9]|7
912|187 |3|6|4]|5
41981617 |5]|3]2
5|76 3[8|2(4(1|9
2113|5947 8|6

Figura 4.8: Solucién valida al Sudoku de la Figura 4.5.



90 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

Figura 4.5, la celda (4,5) tiene el valor fijo igual a 4, o la celda (7.8) tiene
el valor fijo de 3. A través del procedimiento, a las celdas fijas nunca se les
cambiard el valor asignado.

Solucién inicial

El objetivo del algoritmo que se desarrollard es obtener una solucién valida
al Sudoku, en donde solucién valida significa un llenado del Sudoku donde
se respeten los valores iniciales de las celdas fijas y se satisfagan las tres
reglas ya mencionadas. En lo que sigue, definiremos una solucion factible
o simplemente solucion de un Sudoku a cualquier llenado del Sudoku que
cumpla con dos condiciones:

1. Respete los valores de las celdas fijas.

2. Cumpla con la regla 3.

Observe que esta definicion de solucién no implica que sea una solucion
vélida del Sudoku porque no necesariamente cumple con las reglas 1 y 2.

La solucidn inicial se generara al azar, es decir, se genera una permutacion
aleatoria de los niimeros del 1 al 9 no fijos en cada una de las subcuadriculas.
Por ejemplo en la Figura 4.5, la primera subcuadricula tiene dos celdas fi-
jas la (1,1) y la (3,1) con los valores 1 y 8 respectivamente, por lo tanto,
quedan libres los numeros 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 9. Con estos niimeros se genera
una permutacion aleatoria y se rellenan las celdas faltantes. Asi que, si la
permutacion aleatoria de los numeros anteriores fuera 9, 5, 7, 6, 2, 3, 4, se
llenaria la primera subcuadricula como en la Figura 4.9.

Procediendo de la misma forma con las siguientes 8 subcuadriculas ob-
tendriamos el llenado dado en la Figura 4.10 (en donde aparecen numeradas
las filas y las columnas). La solucién inicial dada en la Figura 4.10 respeta
las celdas fijas dadas originalmente (en negritas) y la regla 3, pero no necesa-
riamente respeta las reglas 1 y 2. Para esta solucion inicial obtenida se puede
observar que en la fila 1 no aparecen los valores 2 y 6 y se repiten los valores
5y 7; por otro lado, en la columna 5, aparecen los valores 3 (tres veces), 4 y
8 (dos veces), y no aparecen los valores 1, 2, 5, 6. Lo mismo podemos decir
del resto de las filas y columnas. Obviamente esta “solucién inicial” no es
una solucién valida para el Sudoku ya que las reglas 1 y 2 no se cumplen.
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Figura 4.9: Llenado inicial de la primera subcuadricula.

1 23 456 7 89
1195|735 8|4]|7
2171612 2|8(6(2|5(9
3834194 3|6|1
4161 (3)|1(4(2|5|4]|1
58|14 [5|5[7]6]9|3|2
6(19(2|7|8|3[9|7|8|6
71458186937
812713942416
919|11|6|5|3|7|5]|2]|8

Figura 4.10: Solucién inicial obtenida por el procedimiento.

91
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Costo asociado a una solucion

Vamos a asociar un costo (o una penalizacion) a cada solucion factible que
refleje que tan cerca o lejos esté de resolver el Sudoku. Entre mads violaciones
tengamos de las reglas 1 y 2, la penalizacion serd mayor. Se asocia una
penalizacidn a cada una de las filas y columnas. Definiremos la penalizacion
asociada a una fila como el nimero de enteros faltantes en la fila de entre los
enteros 1, 2,..., 9 y de la misma manera la penalizacién asociada a la columna
es el nimero de enteros faltantes de entre los enteros 1, 2...., 9 en la columna.
Por ejemplo para la solucion factible de la Figura 4.10 la penalizacion de la
fila 1 es igual a 2 ya que no aparecen el 2 y el 6, la penalizacion asociada a la
columna 5 es 4 ya que no aparecen los enteros 1, 2, 5 y 6. Las penalizaciones
asociadas a la solucién factible de la Figura 4.10 se dan en la Tabla 4.10.

El costo total de una solucién factible la definiremos como la suma de
las penalizaciones asociadas a las filas y columnas; para la solucién factible
de la Figura 4.10 su costo total es de 41 unidades. Es facil observar que si
obtenemos una solucién factible con costo total igual a cero, esta solucién
factible debe ser una solucion valida para el Sudoku. Por lo tanto, el objetivo
es ir mejorando las soluciones factibles hasta encontrar una solucién cuyo
costo total sea igual a cero.

Fila 11213(4(5/6|7]8
Penalizacién |2 (33 (3|13 |1([2]1

Columna 112134516789
Penalizacién | 2|1 (23143223

Tabla 4.10: Penalizaciones asociadas a la solucién inicial.

Observe que hemos definido un problema de optimizacién combinatoria
donde se tiene un espacio de soluciones (las soluciones factibles dadas por las
condiciones 1 y 2) y cada solucién tiene un costo total asociado. La solucién
valida del Sudoku se obtiene cuando se descubre una solucién con costo total
igual a cero. Si el Sudoku estd bien planteado, debe de existir exactamente
una solucién con costo total igual a cero.
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1 23 45 6 7 8 9
L1957 |3 ([5|8[4]|7
2171612 2|8|6(2[5]|9
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8127131942416
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Figura 4.11: Solucién vecina de la inicial.

Soluciones vecinas

Dada una solucién factible actual, se desea generar otra solucion factible,
a partir de la primera, que cambie marginalmente. Para esto definimos las
soluciones vecinas como todas aquellas que difieren de la actual al hacer un
intercambio de los valores de dos celdas no fijas en la misma subcuadricula.
Observe que con esta definicion se sigue cumpliendo que la nueva solucién es
factible ya que al hacer este cambio se cumplen las condiciones 1 y 2 de la
subseccién 3.1. Por ejemplo, si se seleccionan las celdas (5,4) y (6,5), de la
solucion inicial de la Figura 4.10 y se intercambian sus valores, se obtiene la
solucién vecina dada en la Figura 4.11.

Actualizacion de la funcién de costo

Si tenemos una solucién factible y a partir de ésta se genera una solucién
factible vecina, el costo total de esta nueva solucién se puede cambiar, pero
no es necesario recalcular las penalizaciones en todas las filas y columnas
para obtener el costo total de la nueva solucién. Existen dos casos, tanto por
fila como por columna. Para el cdlculo de las penalizaciones por fila: si las
celdas que intercambian valores aparecen en la misma fila, la penalizacién
por fila queda exactamente igual ya que el intercambio afecta a una sola fila
y este intercambio no agrega ni elimina ningin entero de esa fila, los enteros
faltantes, si es que los hay, seguirian siendo los mismos. Por otro lado, si
se intercambian valores en dos filas diferentes, entonces la actualizacién de
la penalizacién en la fila se puede hacer en dos pasos: primero, si el entero
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que se elimina (se cambia por el otro) ya aparece en otra posicion en la
fila, quitarlo no hace que falte y por lo tanto no afecta a la penalizacion.
en caso contrario, se aumenta en uno la penalizacion; segundo, si el entero
que se agrega ya existe en otra posicion en la fila, agregarlo no afecta la
penalizacién de la fila, en caso contrario, la penalizacion disminuye en uno.
La actualizacion por columna es exactamente igual que para la fila.

Por ejemplo para la actualizacion del costo de la solucion factible vecina
dada en la Figura 4.11. En la fila 5 primero se elimina el entero 5, pero como
ya aparece este entero en la celda (5,3), no afecta su eliminacion, por otro
lado se agrega el entero 3 que ya aparece en la celda (5,8) y por lo tanto no
afecta el valor de la penalizacién al agregarlo, en suma la penalizacién de la
fila 5 en la nueva solucion es igual a la de la solucién inicial y su valor es 1.
Para la fila 6, se hace el intercambio contrario, se elimina el valor 3 que no
aparece en otro sitio de la fila y por lo tanto la penalizaciéon se aumenta en
1, por otro lado se agrega el entero 5 que no aparece en ningtn otro lado de
la fila y la penalizacion se disminuye en 1, finalmente la suma algebraica de
ambas operaciones es +1 — 1 = 0 y la penalizacién de la fila 6 es igual a 3.
Para el caso de las columnas: comencemos con la columna 4, se elimina el
entero 5, como también aparece en la celda (9,4), esta eliminacién no afecta
la penalizacion, por otro lado, se agrega el entero 3 que no aparece en el resto
de la columna asi que la penalizacién disminuye en 1 y por lo tanto la suma
algebraica de ambas operaciones es 0 — 1 = —1, asi que, la penalizacion de la
columna 4 cambia a 3—1 = 2. Para la columna 5, primero se elimina el entero
3 que aparece en las celdas (1,5) y (9,5) y por lo tanto la penalizacién queda
igual al eliminar el entero 3, al agregar el entero 5 se observa que no existe en
dicha columna y por lo tanto la penalizaciéon de la columna baja en 1, asi que
el efecto total es 0 — 1 = —1 y por lo tanto la penalizacion de la columna 5,
queda como 4 — 1 = 3. Finalmente el costo total de la nueva solucion vecina
propuesta es 39. La nueva solucion factible se considera mejor que la inicial,

dado que tiene un costo menor, es decir, tiene menos violaciones a las reglas
ly2.

Mecanismo de generacién

El niimero de soluciones vecinas depende del nimero de celdas fijas, entre
mas celdas fijas haya se tendrdn menos soluciones vecinas y viceversa. Se
requiere crear un mecanismo de generacion de una solucién vecina a par-
tir de la solucién actual. La forma de hacerlo es: primero se selecciona al



El Algoritmo de Recocido Simulado 95

azar una celda no fija dentro de todas las celdas no fijas de la cuadricula
de 9 x 9; enseguida se selecciona al azar una celda no fija perteneciente a la
subcuadricula a la que pertenece la primera celda no fija seleccionada. Pos-
teriormente se intercambian los valores enteros asignados a estas dos celdas
seleccionadas.

Para crear una solucién vecina de la solucion actual dada en la Figura
4.10, se selecciona al azar una celda, es decir, seleccionamos al azar dos
valores con distribucién uniforme discreta entre 1 y 9, el primer valor se
lo asignamos al ntumero de fila y el segundo al nimero de columna. Por
ejemplo, si obtenemos los valores 5 y 2 corresponden a la celda (5,2) que es
una celda no fija (en caso que fuera una celda fija se intentaria nuevamente
hasta obtener una celda no fija) esta celda corresponde a la subcuadricula 4
por lo que la siguiente seleccion se haria seleccionando un nimero al azar con
distribucion uniforme entre 4, 5y 6 y otro un namero al azar con distribucién
uniforme entre 1, 2 y 3, nuevamente si esta seleccion corresponde a una celda
fija 0 a la celda ya seleccionada (la (5,2)), en este caso se seleccionaria otra
pareja hasta obtener una celda no fija diferente a la (5,2); suponga que la
celda seleccionada sea la (6,3), por lo que la solucién vecina generada al
azar seria aquella que resulta de intercambiar los enteros 4 y 7 en las celdas
seleccionadas.

El parametro de control

El valor inicial del parametro de control ¢y se obtuvo realizando varias i-
teraciones con soluciones vecinas generadas a partir de una solucién inicial
aleatoria zo. Se hicieron NOFIJA?, iteraciones, donde el valor NOFIJA
es el nimero de celdas no fijas del Sudoku que se va a resolver. Sea f(x) el
costo asociado a la solucién z, para este conjunto de soluciones se calculo el
costo promedio f y la desviacién estdndar 0% Se tomo el valor inicial del
parametro de control como: ¢y = 07.

Los valores sucesivos del parametro de control se obtuvieron mediante la
ecuacién geométrica cxy; = ack = a**tlcy con un valor de o = 0.95, 0.97 y
0.99 de acuerdo a la dificultad del Sudoku. Para cada valor fijo del parametro
de control se realizaron NOF1J A? iteraciones.
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4.4.3 Algoritmo de Recocido Simulado para el Sudoku

El pseudocddigo del algoritmo de Recocido Simulado desarrollado para el
juego del Sudoku se da en la Figura 4.12. En las lineas 2-4 se toman los valores
iniciales del parametro de control ¢g, k, equilibrio, transiciones, el valor a que
se toma igual a 0.95, 0.97 o 0.99 segtn sea el grado de dificultad del Sudoku
y la solucién actual zy. El ciclo interior (lineas 6-15) se ejecuta tantas veces
como el nimero NOFIJA?2, donde se mantiene constante el parametro de
control. Si se alcanza una solucién z; que tenga un costo f(z;) = 0, entonces
se habra obtenido la solucién valida del Sudoku y el algoritmo termina (linea
8), en caso contrario se ejecuta totalmente el ciclo interior hasta obtener
el equilibrio para el valor fijo ¢,. El ciclo exterior (lineas 5-17) cambia el
parametro de control mediante la ecuacién (2) en la linea 16 y controla el
nimero de iteraciones hasta el punto de congelamiento (¢finu) que se estd
definiendo como aquel en el que después de ejecutar un ciclo interior completo
no hay cambios en la solucién. Si el algoritmo termina con esta condicion de
congelamiento (linea 17) entonces no se habra encontrado ninguna solucién
valida al Sudoku. En este caso se puede nuevamente “calentar” o recalentar.
es decir, tomar nuevamente el valor inicial ¢y y la solucién inicial igual a la
solucién actual y regresar a la linea 4 del algoritmo. Si después de seguir el
procedimiento anterior, en reiteradas ocasiones, no se encuentra una solucion
valida al Sudoku se podria sospechar que el Sudoku que se estd tratando de
resolver no tiene solucion vilida.

4.4.4 Resultados

Se tomaron Sudokus que aparecen en periddicos de circulacién nacional
tales como Reforma, El Universal, etc., y en portales de Internet como en
http://www.gamehouse.com/onlinegames/, http://www.sudoweb.com/, ht-
tp://Sudoku.-zeit.de/, etc., en donde se catalogan en niveles de dificultad
como fécil, medio, dificil y muy dificil. Se corrieron 100 Sudokus de cada
nivel. Los resultados obtenidos aparecen en la Tabla 4.11 en donde se ob-
serva que el costo promedio para sukokus de nivel facil es mucho menor (en
diez unidades) que Sudokus de nivel medio hacia arriba ya que el nimero de
celdas fijas es mucho mayor que los demaés y por lo tanto el nimero de errores
al asignar valores aleatoriamente al resto de las celdas no crece mucho como
en el caso de los otros niveles que no varia mucho el nimero de celdas fijas
(en promedio entre 22 y 25). También se puede observar que la variacién
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Inicio

Ty < <L

equilibrio «— NOFJJA? o « 0.95,0.97 0 0.99

transiciones — 0, co « 07, k20

Hacer

Hacer hasta transiciones = equilibrio
Seleccione al azar z; € V(x;)

Si f(x;) =0 entonces SALIR (solucion valida del sudoku)
Si f(z;) < f(z:) entonces

10 T =g

11 Otro case

12 Si exp (f—(zllc':&'—)) > random [0, 1) entonces

I8 I; — I

14 transiciones = transiciones + 1

15 Continua

16 ¢y «— a X ¢, kK — k+ 1, transiciones + 0

17 Hasta (No haya cambio de solucion)
18 Fin

w N =

0o N O Ok

=}

Figura 4.12: Algoritmo de Recocido Simulado para el Sudoku.
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del nimero de celdas fijas entre los niveles medio, dificil y muy dificil no es
mucho. Las desviaciones estdandar promedio de los costos entre los diferentes
niveles de dificultad no es muy significativa ya que va de alrededor de 9 a
10 unidades de manera creciente con respecto al grado de dificultad. Para
todas las corridas primero se calcula la desviacion estandar de los costos de
cada Sudoku y este valor se le asigné al valor inicial del parametro de con-
trol. Los tiempos promedio de solucién entre los diferentes niveles si varia
significativamente: de un tiempo promedio de 0.011 segundos, para el nivel
facil; se duplica en el nivel medio (.024 segundos), y se vuelve a duplicar el
tiempo entre el nivel medio y dificil. La diferencia ya es mas significativa
entre el nivel dificil y muy dificil que se triplica. También se probaron varios
valores para el pardmetro a para los diferentes niveles obteniéndose valores
de « idéneos para cada grado de dificultad. Para facil y medio fue suficiente
tomar el valor de &« = 0.95. Para el caso de nivel de dificultad dificil se tomé
a = 0.97 y para el nivel de dificultad muy dificil se tomé a = 0.99. Con estos
valores se garantizd la obtencién de una solucién valida a todos los Sudokus
resueltos.

Celdas Tiempo
Costo Desv. Fijas Prom. No. Iter.
Nivel Prom. Estan. Prom. (seg) cx fijo e
Facil 36.14 895  40.85 .01125 1612 0.95
Medio 45.78  9.51 25.05  .02465 3130 0.95
Dificil 46.55 9.70  22.65  .04445 3404 0.97
Muy Dificil 46.46 9.96  22.85  .13350 3381 0.99

Tabla 4.11: Estadisticas obtenidas en la solucién de los Sudokus.

4.4.5 Conclusiones

En esta secciéon se da una descripcion del Sudoku y se plantea como un
problema de optimizacion combinatoria en donde se define un espacio de
soluciones factibles y a cada solucion se le asocia un costo. Se desarrolla un
algoritmo de Recocido Simulado para resolver el Sudoku, la solucién valida
al Sudoku es aquella cuyo valor objetivo es igual a cero. Se implementé el
algoritmo y se corrieron instancias obtenidas de periddicos, revistas y algu-
nas paginas de Internet cuyo grado de dificultad iba de facil a muy dificil,
obteniéndose siempre la solucidn valida en un tiempo muy pequerio.
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4.5 Ejercicios

1. Suponga que la funcién objetivo es el nimero de unos en una cadena
de longitud 4 de ceros y unos; se desea obtener el valor minimo de esta
funcién por medio de recocido simulado, defina para este problema:

(a) La estructura de vecindades.
(b) Un mecanismo de generacion.

(¢c) Haga cuatro iteraciones del algoritmo, tomando el valor de ¢y =
0.5 vy solucién inicial igual a (1,0,0,1).

Para cada uno de los ejercicios del 2-10, realice las siguientes actividades:

(a) Defina una estructura de vecindades y especifique un programa de
enfriamiento.

(b) Modifique los pardmetros en el inciso (a) para optimizar sus re-
sultados.

(¢) De los analisis hechos en los incisos (a) y (b). ;Cuéles son los
parametros que usaria para resolver el problema? Justifique su
respuesta.

(d) Haga un reporte con todos sus andlisis y resultados.

2. El problema de conjunto independiente, visto en la seccion 3.1.4.
3. El problema de coloracién minima, visto en la seccién 3.1.5.

4. El problema de empaquetamiento, visto en la seccién 3.1.6.

5. El problema de cubrimiento por vértices, visto en la seccién 3.1.7.
6. El problema del agente viajero visto en la seccion 3.1.8.

7. El problema de clan méaximo, visto en la seccién 3.1.9.

8. El problema de corte maximo, visto en la seccién 3.1.10.

9. El problema de satisfacibilidad, visto en la seccién 3.1.11.
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10. El problema de la mochila, visto en la seccién 3.1.12.

11. Considere el problema de programacién entera:

Max z = 6x; + 8z
Sujetoa : 3xr; + 4z < 12
5z + 2z, < 10
1 20, 29 20 y enteros

(a) Resuelva el problema graficamente.

(b) Use recocido simulado para encontrar la solucién éptima.

12. Un aserradero recibe troncos con una longitud de 20 pies cada uno y se
cortan en longitudes mas pequenas para su venta a algunas companias
manufactureras. El aserradero tiene 6rdenes de compra para las si-
guientes longitudes: [, = 3 pies, I, = 7 pies, I3 = 11 pies y [{ = 16 pies.
La compania actualmente tiene un inventario de 2,000 troncos, cada
uno, de 20 pies de longitud. Suponga que el aserradero actualmente
tiene suficientes érdenes, de modo que su problema es determinar el
patron de corte que maximice sus beneficios. El beneficio que obtiene
por cada uno de los cortes en longitud mas pequena es la siguiente:

Longitud (pies) [ 3 7 11 16
Beneficio (§) [1 3 5 8

cualquier patrén de corte es permisible con tal que la longitud no exceda
20 pies, es decir,

3d;, + 7dy + 11d3 + 16d4 < 20

donde d; es el nimero de piezas cortadas a la longitud /;,¢ = 1,2, 3, 4.
Resuelva este problema usando el algoritmo de recocido simulado.

13. Una cadena de tiendas de deportes tiene tres tiendas en una ciudad.
Un fabricante de pelotas de tenis le ofrece al director de la cadena de
tiendas, 500 docenas de pelotas de tenis a un precio muy bajo. Las tres
tiendas tienen una muy buena venta de articulos para tenis, por lo que
el director decide comprar las pelotas. Asi, el director ahora tiene el
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14.

15

problema de determinar que cantidad de pelotas asignard a cada una
de las tiendas. La siguiente tabla muestra el beneficio esperado por
asignar 100, 200, 300, 400 o 500 docenas de pelotas a cada tienda

Nimero de docenas de pelotas de tenis

Tienda 100 200 300 400 500
1 $600 $1100 $1550 $1700 $1800

2 500 1200 1700 2000 2100

3 550 1100 1500 1850 1950

Suponga que los lotes no pueden ser separados en tamanos menores a
100 docenas.

Use recocido simulado para determinar la asignacién optima de las
docenas de pelotas a las tres tiendas de deportes.

Una compania contrata ocho nuevos empleados y debe determinar
donde colocarlos. Existen cuatro actividades. La compania ha prepara-
do la siguiente tabla, que da el beneficio estimado para cada actividad
en funcion del nimero de nuevos empleados que le sean asignados

Nimero de nuevos empleados
Actividades 0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 22 30 37 44 49 54 58 60 61
2 30 40 48 35 39 62 64 66 67
3 46 52 56 59 62 65 67 68 69
4 5 22 36 48 52 55 58 60 61

(a) Use recocido simulado para determinar la asignacién éptima de
los nuevos empleados a las actividades.

(b) Suponga que tinicamente seis nuevos empleados fueron contrata-
dos. ;A qué actividades deben asignarse estos empleados?

Una empresa tiene a su disposicién cinco proyectos para los proximos
tres anos. El valor presente de: los ingresos esperados, los gastos a-
nuales y la disponibilidad de recursos disponibles durante estos anos,
de cada proyecto, se describen en la siguiente tabla:
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Gastos anuales (millones) | Ingresos
Proyecto Anol | Ano2 | Ano3 | (millones)
1 ) 1 8 20
2 4 7 10 40
3 3 9 2 20
4 7 4 1 15
5 8 6 10 30
Recursos disponibles: 25 25 25

El gerente desea seleccionar los proyectos que maximicen el valor pre-
sente neto de los ingresos de la empresa. Formule el modelo como
un modelo de optimizaciéon combinatoria y resuélvalo usando recocido
simulado.

Use el algoritmo de recocido simulado para resolver el problema del
agente viajero con la matriz de costos no simétrica que aparece abajo.

aj=| 1 2 3 4 5 6 7
dei=1| x 13 9 19 22 3 7
2! 6 x 7 8 39 4 8
3/18 3 x 5 18 4 3
41 4 16 6 x 5 13 16
5|14 22 99 17 x 8 10
6| 3 21 7 3 10 x 9
7111 19 8 19 8 3 x

En una fabrica textil hay un telar especial que fabrica una gran variedad
de tejidos de un tipo especial. El primer dia del mes la fabrica tiene
ordenes de 7 trabajos que pueden procesarse en éste, parai = 1, ...,7, p;,
d;, r; son respectivamente el tiempo de proceso en dias, dia de entrega
y el beneficio del trabajo i. Estos datos se dan en la siguiente tabla:

| 1 2 3 4 5 6 7
pi| 9 10 12 5 11 8 13
d| 4 13 15 8 20 30 30
r; 190 130 8 35 77 68 100

Si el trabajo ¢ se acepta, éste se tiene que entregar en el dia de entrega
para ese trabajo (donde d; es el nimero de dias contados a partir del
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primer dia del mes). Los trabajos son independientes y el telar puede
procesar solamente un trabajo a la vez.

(a) Formular el problema de seleccionar los trabajos que seran acep-
tados maximizando el beneficio total sujeto a la restriccién que
todos los trabajos aceptados deben completarse en su respectiva
fecha de entrega.

(b) Desarrolle un algoritmo de recocido simulado para obtener una
buena solucién a este problema.






Capitulo 5

Busqueda Tabu

Muchos métodos para problemas combinatorios consisten de dos fases: cons-
trucciéon y mejoramiento. A continuacion, se da una introduccién sobre el
método de la busqueda tabu basada en [47], [48], [49] entre otros, y su im-
plantacion en computadora mediante ejemplos numéricos.

5.1 Introduccion

Los intentos por tratar con el problema de la explosién combinatoria han
encontrado muchos obstdculos. Por ejemplo, no es suficiente contar con un
conocimiento experto para manejarlos de manera efectiva, de igual manera
no es suficiente confiar en el poder computacional de alta velocidad de las
super computadoras. Algunos problemas clasicos donde la explosiéon combi-
natoria prevalece, muestran que un intento por generar todas las alternativas
relevantes por computadora no es una tarea factibie.

Al respecto Glover (1989) expone: “la clave para tratar con tales pro-
blemas es ir un paso mas alld de la aplicacion directa de la destreza y del
conocimiento del experto, y generar recursos para un procedimiento especial
(o marco) el cual monitorea y dirige el uso de esta habilidad y conocimiento.
Careciendo de tal procedimiento, las reglas expertas se pueden empantanar,
permitiendo un punto donde ninguna mejora puede percibirse, a menos de
que existan alternativas superiores”.

Algunos problemas de optimizacién combinatoria como por ejemplo, el
problema de programacién lineal, el problema de transporte, el problema

105



106 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

de asignacion; existen algoritmos rapidos y eficientes, pero en la mayoria de
problemas de optimizacion combinatoria, no los hay. Como por ejemplo el
problema de asignacién cuadratico, el problema de localizacién de plantas.
el problema del agente viajero, etc.

Desde hace varias décadas han sido atacados por algoritmos desarrol-
lados especialmente para el problema especifico y usando una diversidad de
técnicas tales como planos de corte, ramificacion y acotamiento, enumeracion
implicita, relajacion Lagrangeana, particion de Benders, etcétera, o por com-
binaciones de las técnicas antes mencionadas; sin embargo, no pueden resol-
verse de manera exacta usando tiempo y espacio de computadora razonable.
ain cuando se tenga sélo un nimero moderado de variables. En la actuali-
dad, la investigacion se ha dirigido hacia el disenio de buenas heuristicas, es
decir, algoritmos eficientes con respecto al tiempo de computo y al espacio de
memoria, y con cierta verosimilitud de entregar una solucién buena esto es.
relativamente cercana a la 6ptima mediante el examen de s6lo un pequero
subconjunto de soluciones del nimero total.

El principal problema de algunos algoritmos estocasticos es la dificultad
de escapar de la optimalidad local y en algunas otras veces conocido como
agujero-negro o valle profundo (ver Figuras 5.1 y 5.7); es decir, donde se
mantienen una serie de soluciones suboptimales y en muchas ocasiones se
llega a un ciclado dentro de este conjunto subotimal de la regién factible,
estando la solucién optimal en otra region de factibilidad. Lo anterior, ha
propiciado que el enfoque de la inteligencia artificial haya revivido como
solucién de problemas que requieren de la busqueda heuristica. Reciente-
mente varias aproximaciones han surgido del manejo de problemas de de-
cision complejos, como son: algoritmos genéticos, redes neuronales, recocido
sitmulado, bisqueda tabiu, andlisis de objetivos y busqueda dispersa, entre
otros. Cabe mencionar que estas heuristicas y metaheuristicas siguen te-
niendo gran aceptaciéon para proporcionar metodologias en lo que ahora se
denomina inteligencia artificial.

El propdsito de este capitulo es presentar un algoritmo altamente efi-
ciente en la solucién de problemas de optimizacion combinatoria denominado
Bisqueda Tabu. Algunos elementos de La Busqueda Tabu son discutidos
en un problema de calendarizacién. Otro ejemplo que se tratara es el de
“recoleccion de basura sélida en plataformas petroleras”. La Busqueda Tabu
(BT) es un procedimiento estocéstico utilizado para resolver problemas de
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Figura 5.1: Grafica del ejemplo de calendarizacion.

optimizacion de gran escala, dicho procedimiento estocastico esta disenado
para guiar a otros métodos (o a procesos componentes) para escapar de la
optimalidad local. La BT ha obtenido soluciones optimales o cercanas de la
Optima en una amplia variedad de problemas clasicos.

La BT, junto con la técnica del recocido simulado y los algoritmos genéti-
cos, han sido singularmente calificados ya desde hace tiempo por el Com-
mittee on Next Decade of Operations Research (Condor [1988]) como “extre-
madamente promisorios” para el tratamiento futuro de aplicaciones practicas,
aunque han aparecido otras técnicas como: el Grasp, PSO (particle swam
optimization, en espafnol optimizacion por enjambre de particulas), Scatter
Search (biisqueda dispersa), método hormiga, etcétera.

La BT tiene como antecedentes a varios métodos disenados para cruzar
fronteras de factibilidad o de optimalidad local; sistemdticamente impone y
relaja restricciones para permitir la exploracion de regiones de otra manera
prohibidas. Ejemplos iniciales de tales procedimientos incluyen heuristicas
basadas sobre métodos de restricciones subrogadas y aproximaciones de pla-
nos de corte que violan de manera sistematica las condiciones de factibilidad.

En general, se puede decir que la filosofia de la BT est4 basada en manejar
y explotar una coleccion de principios para resolver problemas de manera
inteligente y tiene como elemento principal el uso de memoria flexible. Desde
cierto punto de vista, el uso de memoria flexible involucra el proceso dual de
crear y explotar estructuras para tomar ventaja de la historia, por lo que, se
combinan las actividades de adquisicién y mejoramiento de la informacién.

La BT se cimenta en tres puntos principales (c.f. [47], [48], [49]):
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1. El uso de estructuras de memoria basadas en atributos diseniados para
permitir criterios de evaluacion e informacién de busqueda histérica.
la cual se explota mds a fondo que las estructuras de memoria rigida
(como en ramificacién y acotamiento) o por sistemas de pérdida de
memoria (como recocido simulado y otros métodos aleatorizados).

2. Un mecanismo asociado de control, mediante el empleo de estructuras
de memoria, basado en el interjuego entre las condiciones que restringen
y liberan al proceso de buisqueda (envuelto en las restricciones tabu v
el criterio de aspiracién).

3. La incorporacién de funciones de memoria de diferentes lapsos, desde
término corto hasta de término largo, para implantar estrategias que re-
fuercen la combinacion de movimientos y las caracteristicas de solucién
que histéricamente se han encontrado buenas, mientras que las estrate-
gias de diversificacién manejan la bisqueda dentro de nuevas regiones.

Las estructuras de memoria de la BT operan bajo cuatro dimensiones
principales: pertenencia, frecuencia, calidad e influencia. El papel de estos
elementos en la creacién de procesos efectivos para resolver problemas es uno
de los focos de atencién de este trabajo. En este apartado, se desarrollan los
elementos descritos para la elaboracion de algoritmos originales altamente
eficientes para atacar problemas clasicos considerados en la literatura como
dificiles.

5.2 Algoritmo de Biisqueda Tabii

La BT es un procedimiento estocastico de “alto nivel” introducido y desarro-
llado en su forma actual por Fred Glover [47] y [48], el cual se utiliza con gran
éxito para resolver problemas de optimizacién cuya caracteristica principal
es la de escapar de la optimalidad local.

“La filosofia de la BT es la de manejar y explotar una coleccion
de principios para resolver problemas de manera inteligente. Uno
de los elementos fundamentales de la BT es el uso de la memoria
flexible, desde el punto de vista de la BT, la memoria flexible en-
vuelve el proceso dual de crear y explotar estructuras para tomar
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ventaja mediante la combinacién de actividades de adquisicién,
evaluacion y mejoramiento de la informacién de manera histdrica”
(Glover y Laguna [49]).

En términos, generales el método de BT puede esbozarse de la siguiente
manera:

Se desea mover paso a paso desde una solucién factible inicial de un
problema de optimizacién combinatoria hacia una soluciéon que proporcione el
valor minimo de la funcién objetivo C. Para esto, se puede representar a cada
solucién por medio de un punto s (en algin espacio se define una vecindad
N(s) (ver Figura 5.2 para cada punto s como un conjunto de soluciones
adyacentes a la solucion s.

El paso bésico del procedimiento consiste en empezar desde un punto
factible s y generar un conjunto de soluciones en N(s), de éstas se elige la
mejor s* y se posiciona en este nmievo punto va sea que C(s*) tenga o no
mejor valor que C(s).

Hasta este punto se estd cercano a las técnicas de mejoramiento local a
excepcion del hecho de que se puede mover a una solucién peor s* desde s.

La caracteristica importante de la BT es, precisamente, la construccion
de una lista tabi T de movimientos: aquellos movimientos que no son per-
mitidos (movimientos tabu, véase Figura 5.2) en la presente iteracién. La
razon de esta lista es la de excluir los movimientos que nos pueden regresar
a algun punto de una iteracién anterior. Ahora bien, un movimiento per-
manece como tabu, sélo durante un cierto mimero de iteraciones, de forma
que se tiene que T es una lista ciclica donde para cada movimiento s — s*
el movimiento opuesto s* — s se adiciona al final de T donde el movimiento
mas viejo en T se elimina.

Las condiciones tabi tienen la meta de prevenir ciclos e inducir la ex-
ploracion de nuevas regiones. La necesidad del significado de eliminar ciclos
se debe a que, al moverse desde un éptimo local, una eleccidn irrestricta de
movimientos (persiguiendo aquellos con evaluaciones altas) permite igual-
mente regresarse al mismo optimo local (véase Figura 5.3).

Hay que apuntar; sin embargo, que la eliminacion de ciclos no es la tiltima
meta en el proceso de biusqueda. En algunos casos, una buena trayectoria de
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FACTIBLES

ESTRUCTURA DE

Figura 5.2: Estructura basica de vecindad.

busqueda resultara al revisitar una solucién encontrada anteriormente. El ob-
jetivo es el de continuar estimulando el descubrimiento de nuevas soluciones
de alta calidad como se vera mas adelante.

Ahora bien, las restricciones tabui no son inviolables bajo toda circuns-
tancia. Cuando un movimiento tabui proporciona una solucién mejor que
cualquier otra previamente encontrada, su clasificacién tabi puede elimi-
narse. La condicion que permite dicha eliminacion se llama criterio de as-
piracion.

Es asi como las restricciones tabu y el criterio de aspiracion de la BT,
juegan un papel dual en la restriccion y guia del proceso de busqueda. Las
restricciones tabi, permiten que un movimiento sea admisible si no esta
clasificado como tabi, mientras que si el criterio de aspiracién se satisface.
permite que un movimiento sea admisible aunque este clasificado como tabni.

La BT en una forma simple descubre dos de sus elementos claves: La de
restringir la buisqueda mediante la clasificacion de ciertos movimientos comao
prohibidos (es decir, tabii) y el de liberar la bisqueda mediante una funcién
de memoria de término corto que proporciona una estrategia de olvido. Tres
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Figura 5.3: Representacion grafica de un punto tabu.

aspectos merecen énfasis:

1. El uso de T proporciona la “bisqueda restringida” de elementos de la
aproximacion y por lo tanto las soluciones generadas dependen critica-
mente de la composiciéon de T y de la manera como se actualiza.

2. El método no hace referencia a la condicion de optimalidad local, ex-
cepto implicitamente cuando un 6ptimo local mejora sobre la mejor
solucién encontrada previamente.

3. En cada paso se elige al mejor movimiento.

Para problemas grandes, donde las vecindades pueden tener muchos ele-
mentos, o para problemas donde esos elementos son muy costosos para exa-
minar, es de importancia el aislar a un subconjunto de la vecindad y examinar
este conjunto en vez de la vecindad completa. Esto puede realizarse en eta-
pas, permitiendo al subconjunto de candidatos expandirse si los niveles de
aspiracion no se encuentran.
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Figura 5.4: Proceso de intensificacién regional.

Muchos problemas de optimizacion combinatoria tienen como soluciones
factibles, las permutaciones 7 de un conjunto de objetos. Para explicar al-
gunos conceptos de la BT, en lo que sigue, vamos a suponer que se csta
manejando como soluciones factibles permutaciones m de un conjunto de ob-
jetos y un movimiento de s a s* consiste en obtener la permutacién 7* a
partir de la permutacion .

La seleccion preliminar de la clase de movimientos a tomarse dentro de
la BT consiste en el cambio comuin por pares; es decir, se intercambia la
posicién de dos articulos para transformar una permutacién a otra. Suponga
que dada una permutacion el objeto 7 (i) precede, pero no necesariamente
es adyacente al objeto 7 (j). Un movimiento de intercambio es un rearreglo
de los objetos m(i) y m(j) de forma tal que el objeto m(i) se mueve a la
posicién j y el objeto m(j) se mueve a la posicion i. El valor del movimiento
es la diferencia entre el valor de la funcién objetivo después del movimiento,
F(m*), y el valor de la funcién objetivo antes del movimiento, F(r ), es decir:

T vty — F(?l’*) - F(W)
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El valor de movimiento por lo general proporciona una base fundamental
para evaluar la calidad de un movimiento, aunque otros criterios también son
importantes como se vera mas adelante.

Dada la solucién inicial, el método realiza movimientos hasta que un
tiempo de computadora (tiempo_limite) especifico transcurra. El movimiente
que se realiza en cierta iteracion se encuentra revisando el valor de todos los
movimientos candidatos para la solucién actual. Un movimiento se considera
que es un candidato si los trabajos a intercambiarse estan dentro de una
distancia especifica (numero de posiciones). Dado que se esta minimizando,
el mejor movimiento candidato es aquel que posee el menor valor algebraico.
De manera mas precisa, el mejor movimiento se selecciona del conjunto de
movimientos admisibles. Un movimiento es admisible si es no tabu o si su
estatus tabi puede eliminarse por medio del criterio de aspiracion. El mejor
movimiento entonces se realiza y la estructura de datos tabu se actualiza.

El proceso fundamental mediante el que BT busca trascender la optima-
lidad local es el de introducir un mecanismo para hacer ciertos movimientos
prohibidos. En la solucién del problema, la preocupacion principal es la de
crear un estatus tabi que prevenga que algiin movimiento se invierta bajo
la jurisdiccién de la memoria de término corto, la cual se escoge para que
el problema tenga un nimero especifico de movimientos futuros; es decir,
la memoria de término corto de la BT constituye una forma de exploracién
agresiva que busca realizar el mejor movimiento posible (vea Esquema 1),
sujeto a requerir elecciones posibles para satisfacer ciertas restricciones (vea
Esquema 2, de la Figura 5.6). Esas restricciones estan disefiadas para pre-
venir el regreso o repetir ciertos movimientos.

El Esquema 1, dado en la tabla 5.5, nos presenta la forma de eleccién del
mejor movimiento admisible, esto es, dado un movimiento que es candidato,
se elige al mejor de todos ellos considerando que, si es tabi, debe de satisfacer
el criterio de aspiracion. En el Esquema 2 de la Figura 5.6, se continta con el
proceso de busqueda hasta que un criterio de paro se satisface; por lo general,
consiste de un niimero predeterminado de iteraciones.

Existen varias formas para crear las restricciones tabu, la Tabla 5.1 (La-
guna et.al. (1990)) muestra una lista de posibles atributos de un intercambio
de los objetos 7 (i) y 7(j) donde j > i, y que corresponden a restricciones que
pueden imponerse para prevenir movimientos inversos.
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1. | (7 (i),7(j),i,3) | Impide cualquier movimiento que resulte en una
permutacién donde el objeto 7 (i) ocupe la posicion i
y el objeto m(j) ocupe la posicion j.

2. | (m(i).i,7(3).7) | Impide cualquier movimiento que resulte en una
permutaciéon donde cualquiera de los objetos va sea
7 (1) ocupe la posicién i o el objeto w(j) ocupe

la posicion j.

3. | (w(i)) Impide a 7 (i) regresarse a la posicion i.

4. | (7 (i),1) Impide a 7 (i) regresarse a una posicién k con & < i.
5. | w(i) Impide a 7 (i) moverse.

6. | (m(i),7(j)) Impide a 7 (i) y 7(j) moverse.

Tabla 5.1: Restricciones tabu y atributos para movimientos de intercambio

Otra manera de identificar atributos de un movimiento de intercambio
es el de introducir informacién adicional, mediante no sélo hacer referencia
de los elementos intercambiados, sino también de las posiciones ocupadas
por esos elementos en el momento de su cambio. Se puede observar que las
primeras restricciones van de menor a mayor en cuanto a que son restrictivas.
pero esto no se puede afirmar de manera uniforme. Ahora bien, no existe
una forma que se pueda decir que es la mejor, esto sdlo se puede realizar
mediante pruebas. En ocasiones es importante asegurar que las condiciones
puedan manejar los procesos de solucion de manera eficaz desde la vecindad
actual.

La meta principal de las restricciones tabu es el permitir al método ir a
puntos mas alla de la optimalidad local mientras se permita la realizacion de
movimientos de alta calidad en cada paso al mismo tiempo de que exista una
negociacién balanceada con respecto al esfuerzo computacional al examinar
muestras muy grandes, por lo que, en ocasiones es deseable incrementar el
porcentaje de movimientos posibles para que reciban una clasificacion tabu.
Esto se puede lograr ya sea mediante el aumento en la pertenencia tabi o
mediante el cambio de la restriccion tabu.

Ademas, se requiere de una estructura de datos para guardar el seguimien-
to de los movimientos que son clasificados como tabu y para liberar aquellos
movimientos de su condicion tabi cuando su pertenencia a la memoria de
término corto expire. El acompanamiento de la memoria basada en la perte-
nencia junto con la memoria basada en la frecuencia adicionan un compo-
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Sea m* la permutacién que proporciona el mejor valor de la funcién
objetivo hasta el momento, entonces:

Para (todos los movimientos candidatos)

Si (estatus del movimiento # de tabi o
F(m)+valor_movimiento < F(m*)

Si (valor_movimiento < mejor_valor_movimiento)
mejor_valor_movimiento «— valor_movimiento:

mejor_-movimiento «— movimiento_actual;

Ejecute mejor_movimiento;

Figura 5.5: Esquema 1 Seleccion del mejor candidato admisible.

nente que tipicamente opera sobre un horizonte. El efecto de tal memoria
se puede estipular por medio de que la BT mantenga una historia selectiva
H de los estados encontrados durante la bisqueda, reemplazando la vecin-
dad actual N(s) por una vecindad modificada que depende de este proceso
histérico N(H,s).

El ultimo elemento en el procedimiento basico es el criterio del nivel de
aspiracion, cuyo proposito es el de permitir que buenos movimientos tabu
se seleccionen si el nivel de aspiracion se alcanza. El apropiado uso de tal
criterio puede ser muy importante para posibilitar que un método de BT
alcance sus mejores niveles de realizacién. Este criterio de aspiracion (que
puede ser estandar) es el que permite que el estatus tabi se elimine si una
mejor solucion que la alcanzada hasta el momento se puede obtener, por
ejemplo, a un movimiento tabu se le permite ejecutarse si:

F(m) + valor — movimiento < F(mwx)

Ahora bien, otros criterios de aspiracion pueden también proporcionar
efectividad para mejorar la busqueda, como se vera mas adelante. Una base
para uno de esos criterios proviene de introducir el concepto de influencia
(Glover y Laguna [1993]), la cual mide el grado de cambio inducido en la
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estructura de solucion o de factibilidad. La influencia por lo general se asocia
con la idea de distancia del movimiento, por ejemplo, donde un movimiento
de gran distancia se concibe como de mayor influencia.

Genere solucidn inicial;
Haga

Crear lista de candidatos {Ejecute mejor_movimiento};
Actualice condiciones de admisibilidad;

Mientras (Criterio de paro = Falso);

Termine globalmente o transfiera.

L |

Figura 5.6: Esquema 2 Componente de memoria de término corto de la
busqueda tabii.

El método inicia con una solucién heuristica factible, que se guarda como
la mejor encontrada. Un paso critico, el cual envuelve la orientacién agresiva
de la memoria de término corto, es la elecciéon del mejor candidato admisible.
La funciéon mejor_movimiento es la que identifica a un movimiento para el
cual el valor del movimiento es el mas pequeno. El dominio de la funcién
es el conjunto de todos los movimientos admisibles. El mejor_movimiento
no tiene que ser necesariamente uno que mejore. Primero, cada uno de los
movimientos de la lista de candidatos se evalia en turno.

Ahora bien, conforme la busqueda progresa, la forma de la evaluacion
empleada por la BT llega a ser méas adaptativa, incorporando referencias
concernientes para la intensificacion (véase Figura 5.3 y la diversificacién
regional de bisqueda. *

!Cabe aclarar que en las estrategias basadas en consideraciones de término corto, la
clasificacién tabu sirve para identificar elementos de la vecindad del movimiento actual:
mientras que en las estrategias de término intermedio y largo, pueden no contener solu-
ciones en esta vecindad, por lo general consisten en seleccionar soluciones élites [Gptimos
locales de alta calidad] encontrados en varios puntos en el proceso de solucién. Dichas solu-
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La esencia del método depende de cémo el registro de la historia H se
define v se utiliza, v de ceémo los candidatos y la funcién de evaluacion se
determinan.

Revisar el estatus tabi es el primer paso en la escena de la admisibilidad.
Si el movimiento no es tabi, es inmediatamente aceptado como admisible;
de otra forma. el criterio de aspiracién da una oportunidad para eliminar el
estatus tabu, proporcionando al movimiento una segunda oportunidad para
clasificarse como admisible.

En algunos casos, si las restricciones tabi y el criterio de aspiracion son
suficientemente limitados, ninguno de los movimientos posibles, seran clasi-
ficados como admisible. Un movimiento menos inadmisible se salva para
manipular tal posibilidad y se elige si no emergen alternativas admisibles.

/

DIVERSIFICACION REGIONAL

\

Figura 5.7: Diversificacion regional.

La longitud de la lista tabi es un parametro, si es demasiado pequeno
el ciclado puede ocurrir, pero si es demasiado grande, restringira bastante la

ciones élites se identifican como elementos de un conglomerado regional en las estrategias
de iutensificacién de término intermedio, y como elementos de diferentes conglomerados
en las estrategias de diversificacion de término largo.
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busqueda para poder saltar valles profundos (i.e.. el mejor minimo local) del
espacio de valores de la funcion objetivo. Una faceta importante de la BT
es la habilidad de localizar un rango robusto de longitudes de la lista tabu
nicdiante pruebas empiricas preliminares para identificar (para una clase de
problemas) los tipos de atributos y de restricciones tabu que se realizan de
manera mas efectiva. Acerca de esto, existe el uso de listas tabi muiltiples.
cada una desarrollada para un tipo particular de atributo.

Cuando diferentes tipos de atributos se manejan de esta forma, pueden
estar dados con pesos distintos, dependiendo de su clasificacion y edad, para
determinar el estatus tabi de los movimientos que lo contienen.

En muchas aplicaciones, el componente de término corto por si mismo
ha producido soluciones superiores a aquellas encontradas mediante proce-
dimientos alternativos y el uso de memoria de mayor término. cn esos casos.
se ha eludido. Ahora bien, la memoria de término intermedio y largo puede
ser importante para obtener mejores resultados para problemas dificiles.

La memoria de término intermedio y largo opera primariamente como
una base de las estrategias de intensificar y diversificar la busqueda.

En términos generales, el método BT puede esbozarse de manera general
en los siguientes pasos:

e Encontrar una solucion inicial.

e Construir una estructura de vecindades. Se desea mover paso a paso
desde un estado factible inicial de un problema de optimizacién com-
binatoria hacia un estado factible que proporcione el valor minimo de¢
la funcién objetivo F'. Para esto, se puede representar a cada solucion
por medio de un punto m (en algin espacio) y se define un vecindario
V({) de cada punto m.

e Escoger el mejor vecino admisible. El paso basico del procedimiento
consiste en empezar desde un punto factible m y generar un conjunto
de soluciones en V({); solo entonces se escoge al mejor vecino generado
m* y se posiciona en ese nuevo punto. va sea que, F'(m*) tenga o no
mejor valor que F(m). Hasta aqui, se estd cercano a las técnicas de
mejoramiento local a excepcion del hecho de que se puede mover a una
solucion peor m* desde m.

e Construir la tabla tabi y la funciéon de memoria de largo plazo.
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— La caracteristica importante de la busqueda tabu es, precisamente,
la construccion de una lista tabi 7' de movimientos: aquellos movi-
mientos que no son permitidos (movimientos tabi) en la iteracién
presente. La razon de esta lista es la de excluir los movimientos
que nos pueden regresar a algtin punto de una iteracién anterior y
evitar asi el ciclado. Ahora bien, un movimiento permanece como
tabui solo durante un cierto nimero de iteraciones, de forma que
se tiene que T es una lista ciclica donde para cada movimiento
m — m* el movimiento opuesto m* — m se adiciona al final
de T donde el movimiento mas viejo en T se elimina. También
se¢ pueden construir tablas tabu de tipo dindmico como se vera
posteriormente.

— Las condiciones tabu tienen la meta de prevenir ciclos e inducir
la exploracion de nuevas regiones. La necesidad del significado de
eliminar ciclos se debe a que, al moverse desde un 6ptimo local,
una eleccidn irrestricta de movimientos (persiguiendo aquellos con
evaluaciones altas) permite igualmente regresarse al mismo 6ptimo
local.

— Hay que apuntar, sin embargo, que la eliminacion de ciclos no es
la dltima meta en el proceso de buisqueda. En algunos casos, una
buena trayectoria de busqueda resultara al revisitar una solucién
encontrada antes. El objetivo de manera amplia es el de continuar
estimulando el descubrimiento de nuevas soluciones de alta calidad
como se vera mas adelante.

— Ahora bien, las restricciones tabii no son inviolables bajo cualquier
circunstancia. Cuando un movimiento tabu proporciona una solu-
cién mejor que cualquier otra encontrada, su clasificacion tabu
puede eliminarse. La condicién que permite dicha eliminacién se
llama criterio de aspiracion.

— Es asi como las restricciones tabi y el criterio de aspiracién de la
BT, juegan un papel dual en la restriccion y guia del proceso de
busqueda.

— Las restricciones tabi permiten que un movimiento se observe
como admisible si no se aplican, mientras que el criterio de as-
piracion permite que un movimiento se observe como admisible si
se satisface.
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— La bisqueda tabi en una forma simple descubre dos de sus elemen-
tos claves: La de restringir la bisqueda mediante la clasificacién
de ciertos movimientos como prohibidos (es decir. tabi) y el de
liberar la bisqueda mediante una funcién de memoria de plazo
corto que proporciona una estrategia de olvido.

e Actualizar las funciones de corto y largo plazo.
e Realizar una intensificacién regional de buisqueda.

e Realizar una diversificacién regional de busqueda.

5.3 Ejemplo: Problema de Calendarizacién

A fin de describir diferentes aspectos de BT, se revisa el ejemplo en [15] y
[72]. Considere €l problema de calendarizacién de una maquina con costos
de penalizacion por retraso y costos de actualizacion, ambos de tipo lineal.
Como una aplicacién considere que se tiene una maquina con las siguientes
caracteristicas: en el tiempo cero, IV trabajos llegan a una méaquina de ca-
pacidad continua. Cada trabajo i, (i = 1,2,..., N) requiere de t; unidades
de tiempo en la mdquina y tiene una penalizacién de retraso por cada unidad
de tiempo de P; unidades monetarias, a partir del tiempo cero; s;; es el costo
de actualizacién de calendarizar al trabajo j inmediatamente después del tra-
bajo i. Dos trabajos falsos 0 y N + 1 se incluyen en cada calendario, donde
to =tn+1 =0y Py = Pyt = 0; los costos s ; y Sin+1 se consideran como
los costos de la puesta inicial y de limpieza respectivamente. Un calendario
tiene la forma:

m=(0,7(1),n(2),...,7(N),N + 1),

donde 7 (i) es el indice del trabajo en la posicién i del calendario y el estado 7
es una permutacién. El objetivo es el de minimizar la suma de los costos de
actualizacion y de retraso para todos los trabajos. En términos matemaéticos,
se desea:

F(m) = D(m)+ S(7) — mﬁin (P)
donde:

N
D(?T) = Z dﬂ'(i)pﬂ'(i)7
i=1



Busqueda Tabu 121

N-1

S(m) = Soxq1) + Z Sa(i)n(i+1) T Se(N)N+1

i=1

i—1
d,r(.i) = Zt”(j)’ U= 2 .,N, y d"l’(l) =0.
J=1

La clase de movimientos a tomarse dentro de la BT consiste en el cambio
comuin por pares, es decir, se intercambia la posicion de dos trabajos para
transformar un calendario en otro. Suponga que dado un calendario el tra-
bajo 7 (i) precede, pero no necesariamente es adyacente al trabajo 7(j). Un
movimiento de intercambio es un rearreglo de sélo los trabajos 7(i) y m(j)
de forma tal que el trabajo m(¢) se mueve a la posicién j y el trabajo 7(j) se
mueve a la posicion 7. El valor del movimiento es la diferencia entre el valor
de la funcién objetivo después del movimiento, F(7), y el valor de la funcién
objetivo antes del movimiento, F'(7); es decir:

valor de movimiento = F'(7) — F(m).

Los valores de movimiento, por lo general, proporcionan una base fun-
damental para evaluar la calidad de un movimiento, aunque otros criterios
también son importantes, como se verd mas adelante.

wK
K

MK
nK

XK

18K

16K

14K

Figura 5.8: Representaciéon grafica de todos los posibles valores del ejemplo.
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5.3.1 Algunas Observaciones para la Implementacion

e El método inicia con un estado factible inicial. el cual se guarda como
el mejor encontrado. El movimiento que se realiza en cada iteracion
es el de menor valor de todos los movimientos candidatos actuales. Un
movimiento se considera que es un candidato si pertenece a la vecindad.
en este ejemplo, se considera que se esta en la vecindad. si los trabajos
a intercambiarse estan dentro de una distancia especifica (ntimero de
posiciones). Dado que se csta minimizando F. el mejor movimiento
candidato es aquel que posee ¢l menor valor de la funcion objetivo. De
nianera mas precisa, el mejor movimiento se selecciona del conjunto de
movimientos admisibles. Un movimiento es admisible si es no tabu o si
su estado tabi puede eliminarse por medio del criterio de aspiracion.
El mejor movimiento entonces se realiza y la estructura de datos tabu
se actualiza. El criterio de aspiracion estandar. es el que permite que
el estado tabu se elimine si una solucion mejor que la alcanzada hasta
el momento se puede obtener.

e La memoria de plazo corto de la BT constituye una forma de explo-
racion agresiva que busca realizar el mejor movimiento posible, para
satisfacer ciertas restricciones. Esas restricciones estan disenadas para
prevenir el regresarse o la repeticion de cierto ntimero de veces de cier-
tos movimientos mediante la ejecucion de atributos seleccionados de
esos movimientos prohibidos (tabi).

Otra manera de identificar atributos de un movimiento de intercambio
es el de introducir informacién adicional, mediante no sélo hacer re-
ferencia de los elementos intercambiados sino también de las posiciones
ocupadas por esos elementos en el momento de su cambio. Ahora bien.
no existe una forma que se pueda decir cual es la mejor. sélo se puede
identificar mediante pruebas.

La meta principal de las restricciones tabu es el permitir al método ir
a puntos mas alla de la optimalidad local mientras se permita la rea-
lizacion de movimientos de alta calidad en cada paso. al mismo tiempo
de que exista una negociacion balanceada con respecto al esfuerzo com-
putacional al examinar muestras muy grandes. por lo que. en ocaciones
es deseable incrementar el porcentaje de movimientos posibles para que
reciban una clasificacion tabu. Esto se puede lograr yva sea mediante el
aumento en la pertenencia tabu o mediante el cambio de la restriccion



Busqueda Tabu 123

tabu.

e Se requiere ademas de una estructura de datos para guardar el segui-
miento de los movimientos que son clasificados como tabi y para liberar
aquellos movimientos de su condicién tabi cuando su pertenencia a la
memoria de plazo corto expire. El acompanamiento de la memoria
basada en la pertenencia junto con la memoria basada en la frecuen-
cla adicionan el efecto de que se puede llevar una historia selectiva de
los estados encontrados durante la bisqueda, y reemplazando la vecin-
dad actual por una vecindad modificada que depende de este proceso
historico.

e [l ultimo elemento en el procedimiento basico es el criterio del nivel
de aspiracion, cuyo proposito es el de permitir que movimientos tabu
buenos se seleccionen si el nivel de aspiracion se alcanza. El apropiado
uso de tal criterio puede ser muy importante para posibilitar que un
método de BT alcance sus mejores niveles de realizacion. El criterio
de aspiracion estandar, es el que permite que el estado tabi se elimine
sl una soluciéon mejor que la alcanzada hasta el momento se puede
obtener, por ejemplo, a un movimiento tabi se le permite ejecutarse si:

F(7) + valor _movimiento < F(7*).

Un paso critico, el cual involucra la orientacion agresiva de la memo-
ria de corto plazo, es la eleccion del mejor candidato admisible. La
funcién mejor_movimiento identifica a un movimiento para el cual el
valor del movimiento es el mas pequeno (para este ejemplo). El do-
minio de la funcion es el conjunto de todos los movimientos admisibles.
El mejor_-movimiento no tiene que ser necesariamente uno que mejore.
Primero, cada uno de los movimientos de la lista de candidatos se evalia
en turno.

Ahora bien, conforme la biisqueda progresa, la forma de la evaluacién
empleada por la bisqueda tabu llega a ser mas adaptativa, incorpo-
rando referencias concernientes para la intensificacion y la diversifi-
cacion regional de busqueda.

e Un criterio de paro utilizado en este tipo de métodos, es el de considerar
un tiempo limite de cémputo prefijado y/o un nimero prefijado de
iteraciones.
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Trabajo | Duracién | Penalizacion | Radio | Orden
i t; P, ti/P; | Natural
1 3 700 .004286 5
2 4 800 005 4
3 1 100 01 3
4 4 300 .0133 2
5 5 200 .025 1

Tabla 5.2: Condiciones del ejemplo.

Si; Matriz de actualizacién de costos

1 [ 2 ] 3] 4] 576
1100 | 600 | 1200 | 2000 | 1400 | oo
oo | 1300 | 700 | 1200 | 1100 | 1000
900 | oo | 1100 | 1300 | 600 | 1200
900 | 1000 | oo | 2000 | 700 | 1500
1000 | 700 | 800 | oo | 600 | 1200
1400 | 1300 | 1200 | 1300 | oo | 900

-,
m.&wMHOE

Tabla 5.3: Costos del ejemplo.

A continuacién se proporciona un ejemplo numérico del problema de ca-
lendarizacién expuesto en la seccién anterior, se mostrara cdmo se puede
llevar a cabo la implementacién de algunos de los concepos vertidos en este
capitulo, asi como resolver algunos problemas que se presentan.

Se consideraran las siguientes tablas de datos dadas en [15]; para este
ejemplo, los trabajos se indexan inicialmente de acuerdo al siguiente orden:
i < j implica que # < 7%.

En particular, para este ejemplo, se conoce la solucién éptima que es:
F(m) = 13,500 para m = (0,2,1,4,3,5,6), recuérdese que los trabajos 0 y 6
son sélo trabajos falsos. En este ejemplo se considerars el criterio que impide
cualquier movimiento que resulte en un calendario donde cualquiera de los
trabajos ya sea a (i) ocupe la posicién i o el trabajo 7(j) ocupe la posicién
Jj, ademas se tienen las tablas de condiciones 5.2 y de costos 5.3.

Las condiciones iniciales son:

e Punto Inicial my=(0,5,4,3,2,1,6).
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e F(mg) = 26600.
e Longitud_tabu = 7.
e Distancia maxima = 1.

Para iniciar nuestro proceso de bisquda tabu consideraremos como punto
inicial el definido como orden natural, una longitud tabu fija igual a 7 asi
como una distancia de permutacuén igual a uno, por lo que se tendran los
datos anteriores.

Se presentaran las tablas de iteraciones, en donde se indicara el nimero de
iteracion del proceso, los calendarios generados y los correspondientes valores
de la funcién objetivo, asi como si el calendario propuesto es un movimiento
tabil y ¢l mejor movimiento admisible (aquél con valor objetivo menor o en
s11 caso el menos peor) para continuar con el proceso.

En este ejemplo, las vecindades completas se examinan, entonces el mejor
camnbio se realiza, en este ejemplo, el que minimice la funcién objetivo y no
sea movimiento tabu (o en el caso de que lo sea), para que sea admisible,
debe de satisfacer el criterio de aspiracion se considera aquél que satisface que
el valor de la funcién objetivo mejora sobre todos los valores anteriormente
encontrados.

La matriz tabu se construye al inicio del procedimiento, donde las filas
de la matriz representan las posiciones y las columnas a los trabajos, se
actualiza en cada iteracion durante la fase de mejoramiento del algoritmo. Si
un elememento (¢, j) pertenece a esta matriz en una iteracién dada, no se le
permite realizar el cambio del trabajo i a la posicién j, se actualiza en cada
iteracion. Recuérdese que es posible vencer la restriccion tabi en el caso de
que se satisfaga el criterio de aspiracion

La matriz de frecuencias es la que lleva la historia del procedimiento y
es la que se utiliza para la formacién de la funcién de memoria de plazo
largo, la cual permite la diversificacién de la bisqueda; es decir, es posible el
dirigir la bisqueda mds cercana o mds alejada de las regiones exploradas. A
continuacion se presentan algunas iteraciones, asi como las tablas tabu y la
funcién memoria de largo plazo, con respecto a la inicializacién anteriormente
indicada.

En la tabla 5.4, se puede observar que existen dos movimientos admisibles
que nos proporcionan los mejores valores de la funcién objetivo, por lo que
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Iteracion s F(m) | Taba =1 Mejor
Admisible
| 0 1(054,3216) | 26600 | | ]
1 (0,4,5,3,2,1,6) | 26200 *
(0,5.3.4,2.1,6) | 27300
(0,5,4,2,3,1,6) | 26200 *
(0,5,4,3,1,2,6) | 26700

Tabla 5.4: Punto inicial y primera iteracion.

Matriz tabu Matriz de
Frecuencias
000 0 7 0 00 1L 0
00 0 7 0 0 0 0 0 1
00 0 0 0 00 0 0 0
00 0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 0 o0 00 0 0 0

Tabla 5.5: Lista tabu e historial de la primera iteracion.

se puede escoger cualquiera de los dos. En este caso se elige el primero, por
ejemplo, el movimiento que nos proporciona el calendario:

=(0,4,5,3,2,1,6),

como punto inicial para la siguiente iteracién.

Observe de la tabla 5.8 que en este caso el movimiento que nos proporciona
el calendario m = (0,4, 3,2, 5, 1, 6) es el movimiento que toma el valor objetivo
mas pequeno en la vecindad, por lo que se toma como punto inicial para la
siguiente iteracion.

En la cuarta iteracion el unico movimiento admisible es el que proporciona
el calendario 7 = (0,4, 3,2,1,5,6) con un valor objetivo de F(x) = 19, 800.

Note que, en la quinta iteracion los movimientos que proporcionan los
calendarios 7 = (0,4,2,3,1,5,6) vy 7 = (0,4,3,1,2,5.6), son movimientos
tabu, pero ambos satisfacen el criterio de aspiracidn, por lo que. se toma
como punto inicial para la siguiente iteracion el calendario con valor objetivo
mas pequeno en la vecindad.
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[teracion T F(m) | Tabu =1 Mejor
Admisible
[ [ (0,4,5,3,2,1,6) | 26200 | | |
(0,5,4,3,2,1,6) | 26600 1
(0.4,3,5,2,1,6) | 25900 *
(0,4,5.2,3,1,6) | 26000
(0.4,5,3,1,2,6) | 26300
Tabla 5.6: Segunda iteracion.
Matriz Tabu Matriz de
Frecuencias
0 0 0 0 6 0 0 0 1 0
00 0 6 7 00 1 0 1
00 7 0 0 00 0 0 1
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 00 00 0 0 0
Tabla 5.7: Lista tabu e historial de la segunda iteracion.
[teracion ™ F(n) | Tabi =1 Mejor
Admisible
{ 1 (0,4,3,5,2,1,6) | 25900 | | * ]
(0,3,4,5,2,1,6) | 26100
(0,4,5,3,2,1,6) | 26200
(0,4,3,2,5,1,6) | 22800 *
(0,4,3,5,1,2,6) | 26200

Tabla 5.8: Tercera iteracién.

Matriz Tabt

00 0 0 5
0 0 0 5 6
00 6 0 7
070 00
00 0 0O

Matriz de
Frecuencias

0 0 1
0 1
1 0
0 0
0 0

o O OO
—_— == O

== i = i o g

Tabla 5.9: Lista tabu e historial de la tercer iteracion.
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Iteracién s F(m) | Tabu =1 Mejor
Admisible
| 3 1(04325,16) | 22800 | | ]
4 (0,3,4,2,5,1,6) | 22800 1
(0,4,2,3,5,1,6) | 22500 1
(0,4,3,5,2,1,6) | 25900 1
(0,4,3,2,1,5,6) | 19800 *

Tabla 5.10: Cuarta iteracion.

Matriz Tabu

o oo

o Q= 2 o Y = e
o O O

e R sl en B S S an}
S =1 O O =

Matriz de
Frecuencias

0 1
0 1
0
0
0

—
—

0
0
0
0

—_

Tabla 5.11: Lista tabu e historial de la cuarta iteracion.

Iteracion s F(m) | Tabu =1 Mejor
Admisible
| 4 1(043215,6) | 19800 | | * ]
5 (0,3,4,2,1,5,6) | 19800 1
(0,4,2,3,1,5,6) | 19400 1
(0,4,3,1,2,5,6) | 19200 1 .
(0,4,3,2,5,1,6) | 22800 1
Tabla 5.12: Quinta iteracion.
Matriz Tabu Matriz de
Frecuencias
0 00 0 3 0 00 10
0 00 3 4 0 01 01
0 7 40 5 1 10 01
75 0 0 6 1 1.0 0 1
6 0 0 0 O 0 00 01

Tabla 5.13: Lista tabu e historial de la quinta iteracion.
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Iteracion s F(m) | Tabu =1 Mejor
Admisible
5 ](043,1256) | 19200 | [
6 (0,3,4,1,2,5,6) | 19600 1
(0,4,1,3,2,5,6) | 18500 1 *
(0,4,3,2,1,5,6) | 19800 1
(0,4,3,1,5,2,6) | 23200 1
Tabla 5.14: Sexta iteracien.
Matriz Tabu Matriz de
Frecuencias
0 00 0 3 0 0010
0 0 0 3 4 0 01 01
0 7 4 0 5 1 1 0 0 1
7 5 0 0 6 1 1 0 0 1
6 0 0 0O 0 00 01

Tabla 5.15: Lista tabu e historial de la sexta iteracion.

En la sexta iteracién, el movimiento que proporciona el calendario 7 = (0,
4, 3, 2, 1, 5, 6) es tabu, pero satisface el criterio de aspiracién, por lo que
se toma como punto inicial para la siguiente iteracién. De manera andloga
se sigue el procedimiento hasta la iteracién 10 la cual tiene las tablas 5.16 y

3.17.

Si en alguna iteracién ya no existen puntos admisibles, se tendria que
utilizar ahora las funciones de memoria de plazo intermedio (intensificacién)

Iteracién T F(m) | Tabu =1 Mejor
L Admisible
[ 9 [(0214356) [ 13500 | A
[ 10 (0,1,2,4,3,5,6) | 14100

(0,2,4,1,3,5,6) | 15500

(0,2,1,3,4,5,6) | 14000 1

(0,2,1,4,5,3,6) | 14700 ¥

Tabla 5.16: Décima iteracion.
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Matriz Tabu Matriz de
Frecuencias
7 0 0 4 0 1 1.0 1 0
4 7 3 5 0 2 1 1 11
'3 6 400 1 2 1 11
2 5 0 0 1 1 1.1 0 1
1 0 0 0 O 0 0 0 0 0O

Tabla 5.17: Lista tabi e historial de la décima iteracion.

y de plazo largo (diversificacion).

El contador de frecuencia muestra la distribucion de los movimientos a
través de las iteraciones. Se utiliza ese contador para diversificar la biisqueda.
maniobrando dentro de nuevas regiones. Esta influencia de diversificaciéon se
restringe para operarse solo en ocaciones particulares. En este caso, donde
ningin movimiento de mejera admisible existe. En suma. las frecuencias
definidas sobre diferentes subconjuntos de soluciones anteriores, particular-
mente subconjuntos de soluciones élites consistentes de 6ptimos locales de
alta calidad encontrados en varios puntos, en el proceso de solucién, propor-
cionan las estrategias complementarias de intensificacion.

Una aproximacién que esta cercanamente unida a los origenes de la BT
y que proporciona un interjuego efectivo entre la intensificacion y la diver-
sificacion es la estrategia de oscilacion. La estrategia de oscilacion consiste
en moverse hasta llegar a una frontera. La vecindad se extiende, o bien.
se permite que la seleccion de movimientos sea modificada a fin de cruzar
la frontera y posteriormente se regresa en direcciéon opuesta. Esta accion
crea una forma de oscilacién que es la que le proporciona el nombre a dicho
procedimiento. En muchas ocasiones, este tipo de movimiento oscilatorio es
importante dependiendo tanto de la direccién de bisqueda como de reglas
de movimientos modificadas.

La estrategia de oscilacion opera mediante el moverse hasta pegarle a
una frontera, representada por la factibilidad o un estado de construccion
que normalmente puede representarse por un punto donde el método puede
parar. En vez de parar, ahora bien, la definicién de vecindad se extiende
o el criterio de evaluacién, para seleccionar movimientos, se modifica, para
permitir que se pueda cruzar esa frontera. La aproximacion procede para una
profundidad especifica mas alla de la frontera y entonces se regresa. En este
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punto la frontera de nuevo se aproxima y se cruza, esta vez desde la direccién
opuesta, procediendo a un nuevo punto en turno. El proceso de aproximar y
cruzar repetidamente la frontera desde diferentes direcciones crea una forma
de oscilacién que es la que le da el nombre a la estrategia. El control sobre
esta oscilacién se establece mediante la generacion de evaluaciones y reglas
de movimientos modificadas, dependiendo de la region en la cual se estd
actualmente navegando y de la direccién de la bisqueda.

Un ejemplo simple de esta aproximacién ocurre para el problema de la
mochila multidimensional donde los valores de las variables cero-uno se cam-
bian de 0 a 1 hasta alcanzar la frontera de factibilidad. El método continua
dentro de la regiéon infactible utilizando el mismo tipo de cambios, pero con
un evaluador modificado. Después de un nimero seieccionado de pasos, la
direccidn se invierte mediante cambiar las variables de 1 a 0. El criterio de
evaluacion se maneja para mejorar y varia de acuerdo a cuando el movimiento
es de mas a menos infactible o de menos a mas infactible y se acompanan,
mediante restricciones asociadas, sobre cambios admisibles para los valores
de las variables.

Ahora bien, para incorporar la estrategia de oscilacion, no necesariamente
se tiene que definir en términos de factibiliad, sino que puede definirse donde
la busqueda parece gravitar. La oscilacion consiste en forzar la bisqueda a
movimientos fuera de esta regién y el permitir regresarse a la regién, ofre-
ciendo de esta manera una forma efectiva para eliminar entrampamientos
suboptimales en las bisquedas estandares.

5.3.2 Memoria de Plazo Intermedio y Largo

Como se ha visto, el método de la BT empieza con una solucién factible
inicial y en el proceso de ejecucion, el procedimiento actualiza a los arreglos
y elementos de la funcién memoria. Entonces el proceso se repite hasta que
el criterio de terminacion se encuentra.

En el método de BT descrito en el ejemplo, el mejor movimiento que
se realiza en cada iteracion se especifica como el movimiento admisible con
el menor valor objetivo. Ahora bien, esta estrategia no garantiza que el
movimiento seleccionado permita la bisqueda en la direccion de la solucion
optimal, por lo que se requiere de técnicas que nos permitan integrar las
estrategias de intensificacion y diversificacion de manera efectiva, basandose
sobre las funciones de memoria de plazo intermedio y largo de la BT. En otras
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palabras, es de importancia vital el mirar la dependencia regional de buenos
criterios de decision, no sélo en términos de movimientos de mejoramiento y
no mejoramiento.

5.3.3 Intensificacion y Diversificacion Regional.

La fase de intensificacion proporciona una forma simple para enfocar la
bisqueda alrededor de la mejor solucién (o conjunto de soluciones élites)
hasta el momento.

Para entender la importancia de estos recursos de la BT, consideremos
dos ejecuciones del ejemplo numérico de calendarizacion considerado anteri-
ormente, pero variando los valores de algunos de los pardmetros iniciales.

Tomemos los siguientes datos inciales, los que dan paso a lo que llamare-
mos ejecucion 1:

e Punto Inicial 7y = (0,5,4,3,2,1,6).
e F(m) = 26600.
e Longitud_tabi = 7.

e Distancia maxima = 2.

Como se puede observar en la tabla 5.18, en la iteracién 2 se llegd a un
6ptimo local, el cual estd dado por el calendario 7 = (0,3,2,1,4,5,6) con
un valor objetivo de 14900, en la iteracién 3 también se llega a otro 6ptimo
local dado por el calendario 7 = (0,1,2,3,4,5,6) con igual valor objetivo,
pero en este tltimo caso se tiene que el punto es tabu y, ademés, no se tienen
soluciones admisibles. Se puede entonces pensar en escoger a este ultimo
6ptimo local para intensificar la busqueda dentro de la regién por lo que se
toma como punto de arranque y se inicializa la tabla tabu para continuar la
buisqueda,; siguiendo el proceso, se puede observar que en la iteraciéon 10 se
cae en un ciclo y no existe mejoramiento, por lo que se puede considerar que
se esta en un valle profundo.

Ahora bien, en este ejemplo, la bisqueda pudo estar muy restringida
debido al valor de la longitud tabi que es muy alto, por lo que se realiz6
una segunda corrida, que llamaremos ejecuciéon 2 y que tiene los siguientes
parametros iniciales:
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Iteracion T F(m) | Taba =1 Mejor
Admisible
[ 1(0,5,4,3,2,1,6) | 26600 | %

(0,5,2,3,4,1,6) | 25500 *
(0,3,4,5,2,1,6) | 26100

(0,5,4,1,2,3,6) | 26600

(0,3,2,5,4,1,6) | 20700 1

(0,3,2,1,4,5,6) | 14900 ¥
(0,3,4,5,2,1,6) | 26100 1

(0,1,2,3,4,5,6) | 14900 1

(0,3,4,1,2,5,6) | 19600 1

(0325416) 20700 1

Tabla 5.18: Iteraciones de la ejecucién 1.

e Punto Inicial 7y = (0,5,4,3,2,1,6).
e F(my) = 26600.

e Longitud_tabu = 3.

e Distancia maxima = 2.

Se observa en la tabla 5.19 que en la iteracién 3 se alcanza un 6ptimo local
y en la iteracion 4 se alcanza el otro 6ptimo local que constituyen un agujero
negro, pero en esta corrida a diferencia de la anterior, se tiene un punto
admisible el cual se toma para proseguir con la busqueda, pero siguiendo
el proceso se tiene que en las iteraciénes 13 y 14 se vuelven a alcanzar los
6ptimos locales y se inicia un ciclo a partir de la iteracién 20.

Las dos ejecuciones anteriores indican la necesidad de contar con ele-
mentos que nos permitan salir de este tipo de entrampamientos subopti-
males, por lo que se debe de recurrir a un andlisis retrospectivo del proceso
de bisqueda que nos pueda proporcionar un reconocimiento de patrones de
comportamiento para poder identificar regiones no visitadas.

A manera de ejemplo se considera la matriz de frecuencias de la ejecucién
2 después de 20 iteraciones, donde las filas indican las posiciones y las colum-
nas los trabajos (ver tabla 5.20).



134 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

Iteracién T F(r) | Tau = 1 Mejor
Admisible
| 0 1(0543216) | 26600 | | ]

1 0,5,2,3,4,1,6) | 25500 *
0,3,4,5,2,1,6) | 26100
)

(
(
(
(0,5,4,1,2,3,6) | 26600
(
(

0,3,2,5,4,1,6) | 20700 1 *
0,5,4,3,2,1,6) | 26600
(0,5,2,1,4,3,6) | 22600
3 (0,5,2,3,4,1,6) | 25500 1
(0,3,4,5,2,1,6) | 26100

L (0,3,2,1.4.5.6) | 14900 | |
4 [(0123456)]14900] 1
(0,3,4,1,2,5.,6) | 19600 B

(0,3,2,5,4,1,6) | 20700 1

Tabla 5.19: Iteraciones de la ejecucion 2.

Posiciones Trabajos
1 2 0 3 0 2
2 0 4 0 3 0
3 4 0 4 0 5
4 0 3 0 40
5 2 0 2 0 2

Tabla 5.20: Matriz de frecuencias de la ejecucién 2.
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[teracién 7r F(m) | Tabu =1 Mejor
B Admisible
| 0 1(0215:34,6) [ 16300 | ] . ]
1 (0,2,1,4,3,5,6) | 13500 e
(0,5,1,2,3.4,6) | 23400
(0,2,3,5,1,4,6) | 18500

Tabla 5.21: Iteraciones del ejemplo 1.

Una forma de aprender qué regiones no se han visitado, es observar la fre-
cuencia con la cual un cierto trabajo no se ha seleccionado para una posicion
particular, asi por ejemplo, en la 5.20 se tiene que el trabajo 1 no se ha
localizado en las posiciones 2 y 4, que el trabajo 3 se ha localizado més
frecuentemente en la posicion 3 de los calendarios, etcétera.

A partir de la matriz histérica de la biusqueda se pueden generar ca-
lendarios que se utilizan como puntos de arranque para nuevos procesos de
buisqueda. A manera de ilustracion se tienen de manera empirica los ejemplos
dados a continuacion, llamados ejemplo 1, 2 y 3.

Ejemplo 1.
e Punto Inicial: 7y = (0,2,1,5,3,4.6).
o F(m) = 16300.
e Longitud_tabu = 3.

e Distancia maxima = 2.

Ejemplo 2.
e Punto Inicial mp = (0,2,3,5,1,4,6).
e F(m) = 18500.
e Longitud_tabu = 3.

e Distancia maxima = 2.
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Iteracién T F(r) | Tabu =1 Mejor
Admisible
[ 0 [(0235146) 18500 | | ]
(0,2,1,5,3,4,6) | 16300 *
(0,5,3,2,1,4,6) | 23100
(0,2,1,5,3,4,6) | 17300
2 (0,5,1,2,3,4,6) | 23400

(0,2,3,5,1,4,6) | 18500 1
(0,2,1,4,3,5,6) | 13500 bk

Tabla 5.22: Iteraciones del ejemplo 2.

Ejemplo 3.
e Punto Inicial 7y = (0,5,1,4,3,2,6).
e F(m) = 24500.
e Longitud_tabu = 3.

e Distancia maxima = 2.

Ahora bien, la diversificacién se restringe para operarse sélo en ocasiones
particulares. En este ultimo ejemplo, se seleccionan las ocasiones donde
ningin movimiento de mejora admisible existe. Por lo general, se utiliza la
informacion de la frecuencia para penalizar a los movimientos que no mejoran
la bisqueda mediante el asignar una penalizacién grande a intercambios de
pares con mayores contadores de frecuencia.

Una implantacién sencilla de tal técnica se puede realizar de la siguiente
manera: primero, se cuenta el nimero de veces que cada movimiento, dig-
amos m, se ha realizado con tal de calcular su frecuencia f(m). Entonces
una penalizacién p(m) se asocia a cada movimiento de la siguiente manera:

0 si m alcanza un criterio de aspiracion
wf(m) de otra forma.

p(m) = {

donde w es una constante. El peso w depende del problema, del tipo de
movimiento y de la vecindad. Glover y Laguna [49] indican que en muchas
aplicaciones se ha observado que este peso es aproximadamente proporcional
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Iteracion T F(m) | Taba =1 Mejor
Admisible
[ 0 [(05143,26) ] 24500 | [ ]
1 (0,4,1,5,3,2,6) | 23300 *
(0,5,3,4,1,2,6) | 27800
(0,5,2,1,3,4,6) | 23400
2 (0,5,1,4,3,2,6) | 24500 |
(0,4,3,5,1,2,6) | 26200
(0,4,1,2,3,5,6) | 18900 &
3 (0,2,1,4,3,5,6) | 13500 1 £
(0.4.3.2,1,5,6) | 19800
(0,4,1,5,3,2,6) | 23300 1

Tabla 5.23: Iteraciones del ejemplo 3.

a la raiz cuadrada del tamano de la vecindad multiplicada por la desviacién
estandar del valor (sin penalizacién) de cada movimiento ejecutado durante
la bisqueda.

Como se puede observar, la funcién de penalizacién depende directamente
del criterio de aspiracion, por lo que ahora nos enfocaremos a este concepto.

5.3.4 Criterios de Aspiracion

Los criterios de aspiracion se introducen en la BT para determinar cuando las
restricciones tabu pueden sobrellevarse para remover una clasificacién tabu
que, de otra manera, se aplicaria a un movimiento. El uso apropiado de
tales criterios puede ser muy importante para que un método BT alcance sus
mejores niveles de realizacion.

En las primeras aplicaciones de la BT se aplicé tan solo un tipo sencillo
de criterio de aspiracién, consistente de remover una clasificacién tabui a un
movimiento si éste permitia una soluciéon mejor que la encontrada hasta el
momento, tal regla se ilustré en los ejemplos de las secciones anteriores.

En [49], se indica que las aspiraciones son de dos clases: aspiraciones
de movimiento y aspiraciones de atributo. Una aspiracion de movimiento,
cuando se satisface, revoca la clasificacién tabi del movimiento. Una as-
piracién de atributo, cuando se satisface revoca el estado tabu del atributo.
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En este tltimo caso el movimiento puede o no cambiar su clasificacion tabu,
dependiendo de si la restriccién tabi puede activarse por mas de un atributo.
Asi entonces se pueden tener los siguientes criterios de aspiracién:

e Aspiracion por Defecto: Si todos los movimientos posibles son clasifi-
cados como tabu, entonces el movimiento menos tabi se selecciona.

e Aspiracion por Objetivo: Una aspiracion de movimiento se satisface,
permitiendo que un movimiento m sea un candidato para seleccionarse
si F/(m) < mejor costo.

e Aspiracion por Direccion de Bisqueda: Un atributo de aspiracion para
un estado e se satisface si la direccion en e proporciona un mejoramiento
y el actual movimiento es un movimiento de mejora.

5.4 Ejemplo: Recoleccién de Desechos Sélidos

La regién marina (Figura 5.9) representa en la actualidad una zona de
gran importancia para la economia del pais, ya que de ella se extrae el mas
alto porcentaje de la producciéon nacional de hidrocarburos.

La actividad en las plataformas marinas se realiza durante las 24 horas
del dia de los 365 dias del ano, generandose una gran cantidad de desechos
industriales y domésticos, clasificindose éstos en biodegradables (restos de
alimentos) y no biodegradables (chatarra, plasticos, madera, etc.).

Para el tratamiento de estos desechos, se cuenta con equipos anticon-
taminantes abordo de las plataformas como son: trituradores de alimentos,
compactadores e incineradores de basura.

Solamente los restos de alimentos son vertidos al mar después de ser tritu-
rados y el volumen de desechos restante se enviaba a la terminal maritima de
Dos Bocas, Tabasco, contando para ello con el apoyo de barcos abastecedores
de gran capacidad.
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Figura 5.9: Region Marina de la zonda de Campeche.

5.4.1 Objetivo

De acuerdo con la politica de Petrdleos Mexicanos(PEMEX), para opti-
mizar el aprovechamiento de sus recursos, se plantea la elaboracién de un
estudio en funcion del costo de transportacién marina de todo el material
que se genera en las plataformas localizadas en la sonda de Campeche, por lo
que se deseaba conocer cuales eran las rutas optimas de recoleccion de dese-
chos v los resultados nos permitirian considerar la posibilidad de construir
un centro de acopio de desechos sélidos en Cd. del Carmen, Campeche.

5.4.2 Informacion

Muchos datos son ficticios pero se ha tratado de que sean congruentes entre
si para ue proporcionen una idea de la magnitud del problema real, el resto
de la informacién ha sido obtenida de las diversas publicaciones de PEMEX.

De acuerdo con las actividades que se realizan, los complejos de pro-
duccién generan en ese entonces en promedio 440 toneladas de desechos
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 89.04 | 78.78 | 78.37 | 81.07 | 79.59 | 79.57 | 84.33 | 87.90 | 103.2 | 166.9

89.04 0 51.50 | 56.35 | 59.00 | 61.50 | 80.40 | 78.80 | 78.25 | 78.15 | 150.3

78.78 | 51.50 0 5.60 | 8.50 | 10.80 | 29.90 | 28.23 | 28.00 | 31.90 | 104.7

78.37 | 56.35 | 5.60 0 3.80 | 5.40 | 24.60 | 22.80 | 23.00 | 28.90 | 101.4

81.07 | 59.00 | 8.50 | 3.80 0 2.50 | 21.80 | 19.60 | 19.10 | 25.11 | 98.30

79.59 | 61.50 | 10.80 | 5.40 | 2.50 0 19.60 | 17.70 | 17.60 | 25.30 | 96.70

79.57 | 80.40 | 29.90 | 24.60 | 21.80 | 19.60 0 4.60 | 9.40 | 25.80 | 86.50

84.33 | 78.80 | 28.23 | 22.80 | 19.60 | 17.70 | 4.60 0 4.80 | 21.10 | 83.80

87.90 | 78.25 | 28.00 | 23.00 | 19.10 | 17.60 | 9.40 | 4.80 0 16.10 | 81.10

103.2 | 78.15 | 31.90 | 28.90 | 25.11 | 25.30 | 25.80 | 21.10 | 16.10 0 73.40

| B ©| ||| v || v =

166.9 | 150.3 | 104.7 | 101.4 | 98.30 | 96.70 | 86.50 | 83.80 | 81.10 | 73.40 0

Tabla 5.24: Distancias de las plataformas a Cd. del Carmen (Kms.).

s6lidos por mes, que representaban el 70% del total de desechos generados
en el drea marina. La recoleccion de chatarra y desechos sélidos en cada
complejo de produccion se llevaba a cabo dos veces al mes, por un barco
dedicado exclusivamente a esa actividad. Para cumplir con las normas inter-
nacionales, la capacidad de recoleccién deberia ser 1.1 veces el volumen de
desechos generados, por lo que los barcos recolectores deberian contar con
una capacidad de 250 toneladas.

Las distancias entre las plataformas y los centros de acopio? se muestran
en las Tablas 5.24 y 5.25.

5.4.3 Solucién y Resultados del Ejemplo

Lo que se desea es conocer las rutas 6ptimas (trayectorias de costo minimo,
véase Figura 5.10), por lo que se plantearon dos problemas del agente viajero
en la forma (P1) descrita anteriormente y se resolvieron utilizando la técnica
de la bisqueda tabi, mediante un algoritmo béasico con longitud tabi igual
a 5 y una estructura de vecindades formada por las permutaciones hacia
adelante de al menos una posicién, se utilizé una PC386 sin coprocesador asf
como un paquete comercial donde se corrieron los métodos de ramificacién y

%la notacién es la siguiente: 1: Cd. del Carmen, 2: Rebombeo, 3: POL-A,
4:ABKATUN-N, 5: ABKATUN-D ,6: ABKATUN-A, 7: NOHOCH-A, 8: AKAL-C, 9:
AKAL-J, 10: KU-A, 11: Cayo Arcas.
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1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11

70.60 | 120.0 | 125.2 | 130.0 | 133.1 | 149.0 | 148.0 | 148.1 | 148.7 | 227.1

70.60 0 51.50 | 56.35 | 59.00 | 61.50 | 80.40 | 78.80 | 78.25 | 78.15 | 150.3

120.0 | 51.50 0 5.60 | 8.50 | 10.80 | 29.90 | 28.23 | 28.00 | 31.90 | 104.7

125.2 | 56.35 | 5.60 0 3.80 | 5.40 | 24.60 | 22.80 | 23.00 | 28.90 | 101.4

130.0 | 59.00 | 8.50 | 3.80 0 2.50 | 21.80 | 19.60 | 19.10 | 25.11 | 98.30

133.1 | 61.50 | 10.80 | 5.40 | 2.50 0 19.60 | 17.70 | 17.60 | 25.30 | 96.70

149.0 | 80.40 | 29.90 | 24.60 | 21.80 | 19.60 0 4.60 | 9.40 | 25.80 | 86.50

148.0 | 78.80 | 28.23 | 22.80 | 19.60 | 17.70 | 4.60 0 4.80 | 21.10 | 83.80

O[O0 U | WD —

148.1 | 78.25 | 28.00 | 23.00 | 19.10 | 17.60 | 9.40 | 4.80 0 16.10 | 81.10

148.7 | 78.15 | 31.90 | 28.90 | 25.11 | 25.30 | 25.80 | 21.10 | 16.10 0 73.40

gt |
- O

96.70 | 150.3 | 104.7 | 101.4 | 98.30 | 96.70 | 86.50 | 83.80 | 81.10 | 73.40 0

Tabla 5.25: Distancias de las plataformas a Dos Bocas (Kms.).

S
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Figura 5.10: Regién Marina de la zonda de Campeche puntos considerados
en el ejemplo.

acotamiento (branch and bound [B.B]) y de la ruta del 4ngulo mayor (greatest
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angle tour [G.A.T.]), encontrandose los resultados dados en la Tabla 5.26.

Cabe observar que el nimero de iteraciones utilizadas por la B.T. para
encontrar los valores éptimos globales fueron de 4 para el problema de Cd.
del Carmen y de 9 para el problema de Dos Bocas; ademas, para el problema
de Cd. del Carmen, el método de la ruta del angulo mayor fue del 97.7% de
eficiencia respecto a la solucién éptima global.

]

Figura 5.11: Trayectorias 6ptimas (de costo minimo).

5.4.4 Conclusiones del Ejemplo

Como se puede observar, si se saliera de Cd. del Carmen se tendria un ahorro
promedio por recoleccién de $54279.75, pero esta diferencia no justificaria la
construccion de un centro de acopio en Cd. del Carmen en el corto plazo
puesto que, este tipo de obra requiere cumplir con condiciones especificas
establecidas por la normatividad nacional e internacional en materia am-
biental, por tanto, se debera seguir utilizando la terminal maritima de Dos
Bocas como centro de acopio.



Busqueda Tabu 143

Recorrido para recoleccion desde:
Cd. del Carmen Dos Bocas
Distancia Total(Kms.) 421.21 464.15
Costo Total ($) a 60269.23 62530.88
B.T. Segundos 0.55 1.21
B.B. Segundos 3.0 33.61
G.A.T. Segundos 1.47 4.78

Tabla 5.26: B.T: Busqueda Tabi, B.B: Branch and Bound, G.A.T: Trayec-

toria del angulo mayor.

5.5 Ejemplo: Problema de Asignacién Cuadra-
tica

En su forma mas simple. el problema de asignacion cuadratica (QAP) puede
describirse como sigue. Encontrar la asignacién 6ptima de n objetos a n
localidades para minimizar el producto acumulado de flujo entre cualesquiera
dos objetos por las distancias entre cualesquiera dos localidades. De manera
mas precisa, si f;, es el flujo entre los objetos 7 y p, v djq s la distancia entre
las localidades j y g, el problema puede escribirse como:

Minimizar E E E E fipdjqijTpq,
i p Jj q

Zi‘rl’j = ], V],
T;; € {0, 1}

La variable x;; es diferente de cero si el objetivo i es asignado a la localidad
j v es cero de otra forma. La funcién a optimizar es cuadratica y no convexa,
por ejemplo, existe cierto nimero de 6ptimos locales; ademas, el conjunto
factible es un conjunto de permutaciones.

Una forma sencilla de interpretar el problema planteado es suponer que
existen n sitios disponibles y se van a construir n edificios en estos lugares,
entonces si f;, es el niumero de gentes por unidad de tiempo que viajaran
entre los edificios ¢ y p, y dj, es la distancia entre los sitios j y g, lo que se
desea es encontrar la asignacion de los sitios de construccion de manera que
la distancia total recorrida se minimice.
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Un aspecto interesante de este problema es el hecho de que cuando una de
las matrices de la funcién objetivo se restringe a ser una matriz de permuta-
ciones ciclica, el problema de asignacion cuadratico se reduce al problema del
agente viajero.

Una formulacion equivalente del problema es:

F(m) = Z Zfijd-rr(i)‘rr(j) — min (5.1)

i=1 j=1

donde 7 es una permutaciéon del conjunto N = 1,2,...,n. Equivalentemente,
se desea encontrar una permutacién 7 del conjunto N que minimice el valor

de F.

5.5.1 Elementos de la BT para el QAP

Las siguientes definiciones describen los elementos de la biisqueda tabi para
el QAP. Un movimiento es una transicién de una permutacién a otra. Un
atributo de un movimiento, en este caso, es simplemente un par no ordenado
(i,j) de objetos que cambian sus localidades. El valor de un movimiento
es la diferencia entre los valores de la funcién objetivo después y antes del
movimiento. Si éste valor es negativo, el movimiento proporciona una mejora.
La funcién mejor_movimiento es una que identifica al par (Zmejor, Jmejor)
para el cual el valor de movimiento es el mas pequeno. El dominio de la
funcién mejor_movimiento es el conjunto de movimientos admisibles. El
mejor movimiento no tiene que ser necesariamente uno que mejore.

Una lista tabi de pares (i,7) de longitud longitud_tabi se construye y
actualiza. Si un par (i, j) pertenece a la lista tabd para una iteracién dada,
no se permite el intercambio de los objetos ¢ y j en esa iteracién, a menos
que se satisfaga el criterio de aspiracion que en este caso se cumple si el
intercambio de los objetos ¢ y j proporciona un valor de la funcién objetivo
estrictamente mejor que cualquiera de los obtenidos hasta el momento.

5.5.2 [Estrategia Basica

La estrategia béasica que se utilizara estd dividida en cuatro fases: fase de
inicializacion, fase de busqueda preliminar, fase de intensificacién y fase de
diversificacion.



Busqueda Tabu 145

Cada iteracion de la fase de bisqueda preliminar evalia todos los posibles
movimientos y determina el mejor movimiento valuado admisible. Si ninguna
solucién mejora después de cierto nimero prefijado de iteraciones, por ejem-
plo, kyn, donde k; es nimero natural, la fase de intensificacién inicia, con una
lista tabu vacia, desde la mejor solucién encontrada en la regién actual. Si
después de kon iteraciones con ky nimero natural, no se ha encontrado una
mejor solucién, la fase de diversificacién inicia. El algoritmo termina después
de que la bisqueda se ha diversificado a un nimero dado k3 de regiones.

Para la diversificacion se utiliza la frecuencia basada en la memoria de
largo plazo. Esta memoria de largo plazo puede representarse por medio de
una matriz n X n, donde cada elemento LT;; almacena el nimero de veces
en que cada entrada de una permutacién toma el valor de 1 en todas las
soluciones examinadas por la bisqueda; de esta manera, si un cierto por-
centaje de las entradas con mayor frecuencia se guardan como tabu para un
numero suficiente de iteraciones, la bisqueda se forzard para la exploracién
de nuevas regiones. Alternativamente, una nueva solucién inicial puede con-
struirse basada en la matriz de largo plazo.

Estrategia Basica

Fase 1 Inicializacion: Genere solucion inicial y continte.
Fase 2 Bisqueda preliminar:

1. Evalde todos los movimientos, determine y realice el mejor.

2. Actualice.

3. Si no hay mejoramiento en kjn iteraciones vaya a Fase 3.
Fase 3 Intensificacion:

1. Vaya a la mejor solucién encontrada e inicialice la lista tab.
2. Evalie todos los movimientos, determine y realice el mejor.

(a) Actualice.
(b) Si no hay mejoramiento en kyn iteraciones vaya a Fase 4.

Fase 4 Diversificacion:

1. Determine las restricciones tabu de la memoria de plazo largo.
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2. Evalue todos los movimientos, determine y realice el mejor.
3. Actualice.
4. Si no hay mejoramiento en ksn iteraciones:

(a) Inicialice con la mejor solucion.

(b) Elimine las restricciones tabu adicionales debidas a la memo-

ria de largo plazo, actualice el niimero de reinicios y vaya a la
Fase 2.

Una vez que se han identificado los movimientos factibles y se ha calcu-
lado el correspondiente valor de la funcién objetivo, el estado tabu de los
candidatos factibles se prueba. Laguna y Kelly [73] proponen algunos cri-
terios de aspiracion, entre los que se encuentran los que a continuacién se
exponen: suponga que en una iteracién dada (iter) al valor de 7(s), donde
s = s;, cambia de i a i, entonces a la localidad 7 (%), le estd prohibido ocu-
par la posicién i durante un numero especifico de iteraciones. La matriz
tiempo_tabi se utiliza para forzar esta restriccion tabi. El elemento (i, 7(7))
de la matriz tiempo_tabiu contiene el niimero de iteracion en la cual se le per-
mite de nuevo a la localidad () ser asignada a la posicidn i. Si el valor de la
funcién objetivo de la solucién anterior al movimiento es mejor que el valor
de la funcién objetivo después de éste, entonces el tiempo tabu se calcula
Como:

tiempo_tabi(i, 7(i)) = 0.25n2,

de otra forma:
tiempo_tabii(i, 7(i)) = 0.75n%.

Este es un criterio de aspiracién implicito, donde a los elementos que con-

tribuyen a soluciones con buenos valores de la funcién objetivo se les permite
regresar mds rapidamente para la prueba de soluciones actuales. El maximo
tiempo que un movimiento puede clasificarse como tabu es el equivalente
al 75% del tamano de la estructura de tiempo_tabiu. Esto significa que, en
una iteracién dada, un minimo del 25% de los movimientos posibles no se
clasifican como tab.

Ahora bien, un criterio de nivel de aspiracion de tipo explicito es el sigui-
ente: el estado tabi de un movimiento se elimina si el movimiento permite la
busqueda a una nueva soluciéon mejor de la region. La mejor solucién de la
region es aquella con el mejor valor de la funcién objetivo durante digamos las
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n? tltimas iteraciones. Observe que este nivel de aspiracién es mas flexible

que el utilizado tipicamente en las implantaciones de BT, donde la mejor
solucion sobre todas sirve para propdsitos similares.

Otro criterio explicito es una aspiracién por direccion del movimiento.
Siguiendo a Laguna y Kelly [73], para implantar este criterio es necesario
construir una matriz direccion_tabd. Si el movimiento (i, 7(i)) llega a ser
tabu durante una fase de mejoramiento, entonces el elemento (¢, 7(7)) de la
matriz direccién_tabiu contiene el mimero de la iteracién de cuando la fase de
mejoramiento comenzd, de otra forma, al elemento se le da el valor de cero.
El movimiento candidato factible (i, 7(i)) es elegible para seleccionarse en la
iteracién iter si F'(movimiento posterior) # F(movimiento anterior) y ocurre
al menos una de las siguientes condiciones:

- tiempo_tabu(i, (7)) < iter.
- F(movimiento posterior) < F(mejor de la regién).

- direccién_tabu(i, 7(i)) # 0 y direccién_tabu(i, w(i)) = Fase actual,

donde fase_actual es cero si la biisqueda se encuentra en una fase de no mejo-
ramiento o el nimero de la iteracién donde la actual fase de mejoramiento
comenzé. El mejor movimiento en cualquier iteracién es el movimiento ele-
gible con mejor valor de movimiento.

5.5.3 Manejo Dinamico de la Lista Tabu

El manejo de la lista tabu (LT) significa la actualizacién de ésta, por ejemplo,
la decisién de cuantos y cudles movimientos se pondran como tabi para una
iteracion de la bisqueda. La mayoria de las implantaciones de la bisqueda
tabu utilizan un manejo de la lista tabui de tipo estdatico. De manera més
precisa, los movimientos permanecen como tabi durante un nimero de ite-
raciones fijo, por lo que la eficiencia del algoritmo depende de la eleccion de
la duracion del estado tabi o, equivalentemente, de la longitud de la lista
tabu.

El manejo de la lista tabu de tipo dindmico permite el examen mas de-
tallado de la regién factible, por lo que es posible romper ciclos y diversificar
la busqueda.
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Existen varios métodos de lista tabu dindmica, entre los que destacan: el
método de la secuencia de Cancelacién (CSM) y el método de eliminacion
inversa (REM) propuestos en [48].

Ahora bien, también se puede manejar una longitud de LT de manera
dindmica como la propuesta dada en [24], donde la longitud de la lista tabd
varia de manera dindmica a través de diferentes configuraciones pasando
de una a otra si ningin mejoramiento se encuentra en un numero dado de
iteraciones. Este conjunto de configuraciones permite un examen maés deta-
llado de la regién factible mediante el incremento y decremento del nimero
de movimientos tabi actuales via las configuraciones. Ademas se propone un
componente aleatorio que actia cada vez que la lista tabu cae en la configura-
cién 1 como un elemento de seguridad adicional contra el ciclado.

5.5.4 Experiencia Computacional

Varias versiones de BT que se describen a continuaciéon se probaron sobre
el conjunto estdndar de problemas de tamafio n = 5, 6, 7, 8, 12, 15, 20, 30
dados por Nugent et. al. (1967), los cuales se utilizan de manera amplia
para probar la eficiencia de los algoritmos.

Para todo el conjunto de problemas se encontraron las mejores soluciones
reportadas en la literatura.

Las versiones que se utilizaron de la bisqueda tabu tienen las siguientes
caracteristicas:

e BTI: Estructura basica de BT, por ejemplo, se considerd la longitud
de la lista tabld como un pardmetro constante, el criterio de nivel de
aspiracion fue el estandar de la literatura, es decir, el nivel de aspiracién
se satisface si el movimiento a realizarse mejora el valor de la funcién
objetivo con respecto de todos los movimientos realizados.

e BT2: Se consider6 una estructura bésica de la BT y se agregd el criterio
de nivel de aspiracién proporcionado por tiempo_tabiu dado en la seccién
5.5.2.

e BT3: En este marco de la BT se considerd el criterio de nivel de
aspiracién estdndar, asi como, un manejo de la lista tabu de tipo
dindmico, parecido al propuesto en para el caso de programacién en
paralelo y que se describe a continuacién:
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Manejo Dinamico Propuesto: Si no existe mejoramiento, entonces el
movimiento se considera tabu si:

liminf < tabu(z, j) < limsup,
donde

lim inf = 1 si numiter mod 8 < 5,
| ltabu(numiter mod 8)(0.2) de otra forma,

Jim SUD — ltabu((numiter mod 8) —4)(0.2) si numiter mod 8 < 5,
MASUP =\ ltabu de otra forma,

siendo numiter el nimero de iteracién y ltabu la longitud tabi, ver [24].

Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 5.27. Los valores entre
paréntesis y el nimero de iteraciones respectivo son los mejores valores que
se encontraron para cuando se excedia de un numero fijo predeterminado de
iteraciones maz._iter, el cual dependia del tamafo de los problemas, siendo
los siguientes:

n 5|6 (7|8 12| 15 20 30
max_iter | 15 | 15 | 25 | 25 | 700 | 2500 | 7500 | 12000

Para mayores detalles véase [32].

5.6 Conclusiones

En este capitulo se enfocé la atencién al anélisis de la técnica de la BT, obser-
vando que esta técnica es aplicable a todo tipo de problemas de programacién
combinatoria.

Se revisé el problema de calendarizacién con costos de penalizacién por
retraso y costos de actualizacién, presentdndolo de manera original, como
marco para introducir los diferentes elementos de la técnica de la BT.

Se present6 un ejemplo real de recoleccion de basura sdlida en una de las
principales companias mexicanas, PEMEX, y se presentaron los resultados
alcanzados respecto de otras metodologias.
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n Pto. | Valor | Long. BT1 BT2 BT3 Valor
Inic. Inic. Tabu Valor Iter. Valor Iter. Valor Iter. Mejor
5 1 66 5 (58) 1 50 11 50 14 50*
2 58 5 (58) 0 50 11 50 11 50%*
3 72 5 50 1 50 1 50 1 50*
4 68 5 (52) 6 50 12 50 4 50%
5 82 5 (52) 5 50 12 50 12 50*
6 1 86 4 86 0 86 0 86 0 86*
2 110 4 86 2 86 2 86 2 86*
3 108 4 86 6 92 1 86 6 86*
4 116 4 86 1 86 1 86 1 86*
5 116 4 86 8 86 i f 86 8 86*
7 1 174 5 148 23 148 21 148 23 148*
2 240 5 148 10 148 10 148 10 148*
3 216 5 148 4 148 4 148 4 148*
4 228 5 148 18 148 18 148 18 148*
5 202 5 148 19 148 19 148 19 148*
8 1 214 6 214 10 214 16 214 10 214*
2 322 6 214 5 214 5 214 5 214*
3 290 6 214 7 214 15 214 7 214*
4 320 6 214 5 214 5 214 5 214*
5 288 6 214 4 214 4 214 4 214*
12 1 784 9 (586) 57 578 683 578 368 578*
2 784 9 578 377 (586) 110 578 18 578*
3 874 9 578 12 578 16 578 11 578*
4 850 9 (586) 23 578 84 578 53 578*
5 746 9 578 5 578 5 578 4 578%*
15 1 1448 10 1150 1495 1150 46 1150 200 1150*
2 1612 10 1150 1468 1150 375 1150 231 1150*
3 1596 10 1150 2368 (1152) 53 (1152) 51 1150*
4 1610 10 1150 1124 (1152) 181 (1152) 305 1150*
5 | 1626 10 | (152) | 33 | (1152) | 32 | (1152) | 32 | 1150*
20 1 3444 12 2580 7435 2570 559 2570 1014 2570
2 3302 12 2570 5626 2570 954 2570 1841 2570
3 3540 12 2570 1869 2570 701 2570 2197 2570
4 3456 12 2570 918 2570 890 2570 887 2570
5 3322 12 2570 1191 2570 613 2570 2408 2570
30 1 8060 18 6124 11048 | 6124 | 3628 | (6158) 171 6124
2 7758 18 6124 7294 (6128) | 6223 6124 10692 6124
3 8172 18 (6128) 972 6124 | 9842 | (6148) | 7740 6124
4 7648 18 (6128) 2713 6124 3995 | (6128) 1049 6124
5 8224 18 6124 5748 6124 3839 | (6148) 7881 6124
Tabla 5.27: Resultados comparativos para el problema de asignacién

cuadratico.
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Un aspecto de interés fue el de la identificacion de valles profundos, con-
cepto de suma importancia para la eliminacién del ciclado y/o soluciones
suboptimales.

Aunque nuestro trabajo se basa en un nimero limitado de estrategias de
buisqueda de vecindades asi también como de soluciones iniciales, es intere-
sante observar como el uso de criterios de niveles de aspiracién proporcionan
métodos mas robustos de la BT en cuanto a la eficiencia de soluciones para
problemas clasicos considerados como dificiles.

Las adaptaciones del método de BT son muy variadas y aun con las
estructuras mas sencillas del mismo se pueden obtener buenas soluciones.

La técnica de BT proporciona excelentes resultados para problemas de
tipo combinatorio y existen por explorar muchas otras adaptaciones para
obtener cada vez mayor eficiencia.

5.7 Lineamientos de BT para Problemas Con-
tinuos

En esta seccion se presentan los lineamientos generales para utilizar la Bus-
queda Tabu cuando se tiene una funcién continua de la forma:

f(6), sujeto a: 6 € Q.

donde 6 es el vector de los parametros de la funcién.

5.7.1 Detalles de Implementacién

Como se observa en [110], primero se discretiza el espacio de pardmetros
mediante una malla de ancho hy, siendo hy mas fina conforme se avance en
las iteraciones. Asi, un estado es un vector 8 del espacio de parametros.

Un vecindario se genera por el desplazamiento en la malla hacia alguno
de los estados contiguos, mediante la modificacién por hy en alguno de los
parametros del vector 6. Por ejemplo, en el caso donde un estado esta dado
por el vector tridimensional 6= (01,65,03), entonces los vecinos son los seis
estados:
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(61 + hk,02,05) | 62 = (81,65 + hk,03) | 6° = (6,,6,,05 + hk)
(6, — hk,02,03) | 6° = (61,6, — hk,03) | 65 = (6,,6,,05 — hk)

7=
7=

Asi, si el estado 8 es un vector p dimensional, entonces tiene 2p vecinos.

Se necesita estar revisando si el movimiento realizado cumple con las
restricciones del problema, es decir, si 8 € €2, en caso contrario se necesita de
algin mecanismo para que nos lleve a la regién factible.

El movimiento consiste entonces en la eleccién tanto de uno de los parame-
tros, como de una direccién. De esta forma, si a la [-ésima coordenada de 6 se
le afiade Ay, lo cual podemos denotar como el movimiento (I, +1), entonces
codificaremos en la lista tabi el movimiento inverso (I, —1) con el fin de
impedir el regreso a la posicién anterior de 6. Usaremos una lista tabi de
tamano p y emplearemos algin criterio de aspiracién antes descrito.

Para una aplicacion de la Bisqueda Tabi a problemas de funciones con-
tinuas y en particular para problemas de regresién no lineal se puede consul-
tar [110].

5.8 Ejercicios

1. Suponga que la funcién objetivo es el nimero de unos en una cadena
de longitud 4 de ceros y unos; se desea obtener el valor minimo de esta
funcién por medio de biisqueda tabi, defina para este problema:

(a) La estructura de vecindades.

(b) Explique cémo seria una funcién de memoria de corto plazo(lista
tabi).

(c) Proporcione un criterio diferente a cierto nimero de iteraciones,
para que un movimiento permanezca como tabu.

(d) Explique cémo implementaria una funcién de memoria de largo
alcance.

(e) Haga cuatro iteraciones del algoritmo de busqueda tabii, tomando
la solucién inicial igual a (1,0,0,1).

2. Para cada uno de los ejercicios del i-ix, realice las siguientes actividades:
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a Proponga un tipo de estructura que tendrian las soluciones
factibles del problema.

b Proponga una estructura de vecindades respecto al inciso an-
terior.

¢ Explique cémo seria una funcién de memoria de corto plazo
(lista tabu).

d Proporcione un criterio diferente a cierto numero de itera-
ciones, para que un movimiento permanezca como tabu.

e Explique cémo implementaria una funcién de memoria de
largo alcance.

f Proporcione un criterio de paro para la fase de intensificacion
regional diferente a un niimero maximo de iteraciones o de un
tiempo maximo de computo.

g A partir de la funcién de memoria de largo plazo, ;cémo en-
contraria puntos en otras regiones para realizar la intensifi-
cacion regional?.

h Haga un reporte con todos sus analisis y resultados.

i El problema de conjunto independiente, visto en la seccion
3.1.4.

i El problema de coloracién minima, visto en la seccién 3.1.5.

e

iii El problema de empaquetamiento, visto en la seccién 3.1.6.

iv El problema de cubrimiento por vértices, visto en la seccién
LT

v El problema del agente viajero visto en la seccién 3.1.8.
vi El problema de clan maximo, visto en la seccién 3.1.9.
vii El problema de corte maximo, visto en la seccién 3.1.10.

viii El problema de satisfacibilidad, visto en la seccién 3.1.11.

ix El problema de la mochila, visto en la seccién 3.1.12.

3. Considere el problema de programacién entera:

Max z = 6z + 89
Sujetoa : 3x; + 4z, < 12
51131 + 21‘2 < 10
7 2> 0, z3 > 0 y enteros
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(a) Resuelva el problema gréaficamente.

(b) Use bisqueda tabt para encontrar la solucién ptima.

4. Un aserradero recibe troncos con una longitud de 20 pies cada uno y se

cortan en longitudes mas pequenas para su venta a algunas companias
manufactureras. El aserradero tiene d6rdenes de compra para las si-
guientes longitudes: [, = 3 pies, lo = 7 pies, I3 = 11 pies y 4 = 16 pies.
La compania actualmente tiene un inventario de 2,000 troncos, cada
uno, de 20 pies de longitud. Suponga que el aserradero actualinente
tiene suficientes 6rdenes, de modo que su problema es determinar el
patrén de corte que maximice sus beneficios. El beneficio que obtiene
por cada uno de los cortes en longitud mas pequena es la siguiente:

7 11 16
3 5 8

Longitud (pies) | 3
Beneficio ($) |1

cualquier patrén de corte es permisible con tal que la longitud no exceda
20 pies, es decir,

3d; + 7dy + 11d3 + 16d4 < 20

donde d; es el nimero de piezas cortadas a la longitud [;,7 = 1,2, 3, 4.
Resuelva este problema usando el algoritmo de bisqueda tabi.

Una cadena de tiendas de deportes tiene tres tiendas en una ciudad.
Un fabricante de pelotas de tenis le ofrece al director de la cadena de
tiendas, 500 docenas de pelotas de tenis a un precio muy bajo. Las tres
tiendas tienen una muy buena venta de articulos para tenis, por lo que
el director decide comprar las pelotas. Asi, el director ahora tiene el
problema de determinar que cantidad de pelotas asignara a cada una
de las tiendas. La siguiente tabla muestra el beneficio esperado por
asignar 100, 200, 300, 400 o 500 docenas de pelotas a cada tienda

Nimero de docenas de pelotas de tenis

Tienda 100 200 300 400 500
1 $600 $1100 $1550 $1700 $1800

2 500 1200 1700 2000 2100

3 550 1100 1500 1850 1950
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Suponga que los lotes no pueden ser separados en tamanos menores a
100 docenas.

Use busqueda tabu para determinar la asignacion 6ptima de las docenas
de pelotas a las tres tiendas de deportes.

6. Una compania contrata ocho nuevos empleados y debe determinar
donde colocarlos. Existen cuatro actividades. La compania ha prepara-
do la siguiente tabla, que da el beneficio estimado para cada actividad
en funcién del nimero de nuevos empleados que le sean asignados

Numero de nuevos empleados
Actividades 0 1 2 3 4 5 6 7 8

I 22 30 37 44 49 54 58 60 61
2 30 40 48 55 59 62 64 66 67
3 46 52 56 59 62 65 67 68 69
4 5 22 36 48 52 55 58 60 61

(a) Use busqueda tabu para determinar la asignacién 6ptima de los
nuevos empleados a las actividades.

(b) Suponga que unicamente seis nuevos empleados fueron contrata-
dos. ;A qué actividades deben asignarse estos empleados?

7. Una empresa tiene a su disposicion cinco proyectos para los proximos
tres anos. El valor presente de: los ingresos esperados, los gastos a-
nuales y la disponibilidad de recursos disponibles durante estos afios,
de cada proyecto, se describen en la siguiente tabla:

Gastos anuales (millones) | Ingresos
Proyecto Ano1l | Ao 2| Ano3 | (millones)
1 5 1 8 20
2 4 7 10 40
3 3 9 2 20
4 7 4 1 15
5 8 6 10 30
Recursos disponibles: 25 25 25

El gerente desea seleccionar los proyectos que maximicen el valor pre-
sente neto de los ingresos de la empresa. Formule el modelo como
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un modelo de optimizacién combinatoria y resuélvalo usando bisqueda

tabu.

. Use el algoritmo de bisqueda tabi para resolver el problema del agente

viajero con la matriz de costos no simétrica que aparece abajo.

aj=| 1 2 3 4 5 6 7
dei=1| x 13 9 19 22 3 7
2/ 6 x 7 8 39 4 8
3/18 3 x 5 18 4 3
4| 4 16 6 x 5 13 16
5014 22 99 17 x 8 10
6| 3 21 7 3 10 x 9
7111 19 8 19 8 3 x

. En una fabrica textil hay un telar especial que fabrica una gran variedad

de tejidos de un tipo especial. El primer dia del mes la fdbrica tiene
ordenes de 7 trabajos que pueden procesarse en éste, parai = 1,...,7, p;,
d;, r; son respectivamente el tiempo de proceso en dias, dia de entrega
y el beneficio del trabajo i. Estos datos se dan en la siguiente tabla:

3 4 5 6 7

¢l A 2
Di 9 10
d| 4 13
Ti 90 130

12 5 11 8 13
15 8 20 30 30
8 35 77 68 100

Si el trabajo ¢ se acepta, éste se tiene que entregar en el dia de entrega
para ese trabajo (donde d; es el nimero de dias contados a partir del
primer dia del mes). Los trabajos son independientes y el telar puede
procesar solamente un trabajo a la vez.

(a) Formular el problema de seleccionar los trabajos que seran acep-
tados maximizando el beneficio total sujeto a la restriccién que
todos los trabajos aceptados deben completarse en su respectiva

fecha de entrega.

(b) Desarrolle un algoritmo de biisqueda tabu para obtener una buena
solucién a este problema.
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10. Para cada uno de las siguientes funciones i-xiii, vistas en la seccién 3.2,
realice las siguientes actividades:

a Proponga un tipo de estructura que tendrian las soluciones facti-
bles del problema.
b Proponga una estructura de vecindades respecto al inciso anterior.

¢ Explique c6mo seria una funcién de memoria de corto plazo(lista
tabil).

d Proporcione un criterio diferente a cierto nimero de iteraciones,

para que un movimiento permanezca como tabu.

e Explique como implementaria una funcién de memoria de largo
alcance.

f Proporcione un criterio de paro para la fase de intensificacién re-
gional diferente a un niimero maximo de iteraciones o de un tiempo
maximo de coémputo.

g A partir de la funcién de memoria de largo plazo, ;jcémo encon-
traria puntos en otras regiones para realizar la intensificacién re-
gional?.

h Haga un reporte con todos sus andlisis y resultados.

i La funcién de Ackley
i La funcién RCOS de Branin
ili La funcién de Easom

e

iv La funcién de la esfera
v La funcién de Goldstein-Price
vi La funcién de Griewangk
vii La funcién de Langermann
viii La funciéon de Michalewicz
ix La funcion de Rastrigin
x La funcién de Rosenbrock
xi La funcién de Schaffer F6
xii La funcién de Schwefel
xiii Las funcién de las seis jorobas del camello






Capitulo 6

Inteligencia de Enjambre

La observacion de la naturaleza ha permitido la propuesta de nuevos paradig-
mas computacionales. La gran variedad de problemas de optimizaciéon que
ésta presenta, tales como: la supervivencia, la evolucién de las especies, la
busqueda del alimento, entre otros, sugirieron diversos algoritinos computa-
cionales que se inspiran en procesos naturales.

La inteligencia de enjambre es un tema que ha surgido en los tdltimos
veinticinco anos, debido al interés en resolver problemas de manera colectiva
sin un control centralizado. Estos problemas ocurren, por ejemplo, en el
ambito de la robdtica y los agentes. Se han visto fenémenos relevantes en la
naturaleza como los siguientes:

1. Ciertas especies de hormigas rapidamente encuentran caminos més cor-
tos desde su nido a un nuevo sitio de comida.
2. Parvadas de aves vuelan en formaciones complejas sin chocar entre si.

3. Termitas construyen monticulos de hasta nueve metros de altura con
una temperatura regulada.

4. Abejas informan al resto del enjambre sobre lo promisorio y la ubicacién
de sitios de comida mediante un “baile”.

De estos ejemplos, y muchos otros que se han observado, ha surgido la
pregunta sobre la manera en la cual las especies comunican su conocimiento,
y como logran tareas que desde afuera parecen hastante complejas. Uno de
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los primeros trabajos fue una simulacién de Craig Reynolds, llamado Boids,
que mostré que se podria simular el movimiento de parvadas mediante tres
reglas que operaban de manera local, pero que producia un resultado global
complejo.

Muchos investigadores han sido inspirados en las soluciones ofrecidas por
la naturaleza, y han desarrollado algoritmos como optimizacion por hormi-
gas y optimizacion por enjambres de particulas, que estudiaremos en este
capitulo, al igual que otros como optimizacién de bacterias, la bisqueda por
difusion estocastica, y el algoritmo de colonias de abejas.

A este tipo de métodos se le conoce como inteligencia de enjambre, que
corresponden a las técnicas heuristicas de vida artificial que estan basadas en
el estudio del comportamiento colectivo de poblaciones (enjambres) como las
hormigas, las abejas, las termitas, etc., en dichas poblaciones, los miembros o
agentes realizan una actividad de busqueda de manera individual puesto que
no existe un control centralizado que les indique cémo comportarse, pero a la
vez existe una “comunicacién” entre los agentes que permite que la poblacién
actie como un todo para alcanzar un cierto objetivo, el cual es por lo general
la obtencién de alimento para todo el enjambre.

En este capitulo se presentan los lineamientos de las técnicas conocidas
como optimizacién por enjambres de particulas y optimizacién por colonia
de hormigas, se revisan los trabajos [4], [5], [17], [34], [38], [41], [42], [65],
[66], [86] y [105] entre otros.

6.1 Optimizaciéon por Enjambre de Particulas

En esta seccién se presenta el método de Optimizacién por Enjambre de
Particulas (PSO, del inglés Particle Swarm Optimization). Se proporcio-
nan las lineas generales de esta técnica y posteriormente se presentaran dos
aplicaciones: la primera para problemas de inventarios multiproducto con
costos de reorden combinados y, la segunda, para problemas de regresion no
lineal. En ambos ejemplos se proporcionardan resultados que muestran su
competitividad respecto de otros métodos.

Ademas, se presenta la bondad de la técnica de PSO como un proce-
dimiento de mejora de buisqueda. La seccion se desarrolla como sigue: se
presenta una introduccién donde se considera PSO como un procedimiento
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para realizar una fase de mejoramiento y se realiza un analisis comparativo
contra otros métodos; mostrando la experiencia computacional; posterior-
mente, se describe el modelo de inventarios multiproducto para el caso de
demanda deterministica, asi como algunos otros algoritmos que resuelven
el problema; se sigue con la descripcién del modelo de regresién no lineal;
finalmente, se proporcionan algunas conclusiones y lineas de investigacion.

Poblacidén inicial de particulas
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B (e]
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Las velocidades asignadas a cada particula
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Figura 6.1: Enjambre (subconjunto de puntos en el conjunto factible).

6.1.1 Introduccion

PSO es un método adaptativo que utiliza agentes o particulas que se mueven
a través del espacio de bisqueda (véase Figuras 6.1 y 6.2) utilizando los
principios de: Evaluacién, Comparacién e Imitacién (c.f. [65], [66]).
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Figura 6.2: Posicion de la i-ésima particula y componentes de movimiento.

PSO se basa en el uso de un conjunto de particulas o agentes que co-
rresponden a estados de un problema de optimizacién (véase Figura 6.1).
donde cada particula se movera en el espacio de soluciones en busca de una
posicion 6ptima o una buena solucién. En PSO los agentes se comunican
entre si, y entonces el agente con una mejor posicién (medida de acuerdo a
una funcién objetivo) influye en los demads atrayéndolos hacia él (véase figura
6.2).

La poblacién se inicializa, asignando a las variables valores y una veloci-
dad aleatorios. En cada iteracion, la velocidad de cada particula es aleato-
riamente acelerada hacia su mejor posicién (donde el valor de la funcién de
aptitud u objetivo es mejor) y a través de las mejores posiciones de sus veci-
nos. En términos generales, como se menciond anteriormente, las principales
caracteristicas de PSO son: evaluacién, comparacién e imitacién.

La optimizacién por enjambre de particulas es una parte de lo que se
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conoce como inteligencia de enjambre, tiene sus raices en la vida artificial,
psicologia social, ingenieria y ciencia de la computaciéon. PSO difiere de la
computacién evolutiva (c.f. [65], [66]) en que los miembros de la poblacién
llamados particulas o agentes, estan wvolando a través del hiperespacio del

problema.

1. Crear una poblacion de particulas distribuidas en el espacio
factible.

2. Evalie cada posicion de las particulas de acuerdo a una funcién
objetivo (funcién de aptitud).

3. Si la posicién actual de una particula es mejor que las previas,
actualicela.

4. Determine la mejor particula (de acuerdo a las mejores posiciones
previas).

5. Actualice las velocidades de las particulas j = 1,2,...,n, de
acuerdo a:

‘/j,t+1 = a‘/j,t + rand(07 991)[/8,(J7 t) - /6(.]’ t)]+
+Tand(0a 992)[/81(.91 t) - /6(.]7 t)]
6. Mueva las particulas a sus nuevas posiciones de acuerdo a:
Bist1 = Bz + Vitsrs
7. Vaya al paso 2 hasta que el criterio de finalizacion se satisfaga.

Figura 6.3: Algoritmo de PSO.

Las principales caracteristicas de PSO son (c.f. [65], [66]):
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e Evaluacién: La tendencia al estimulo de evaluar, es la principal carac-
teristica de los organismos vivos. El aprendizaje no ocurre a menos que
el organismo pueda evaluar, pueda distinguir caracteristicas del medio
ambiente que atraen o caracteristicas que repelen. Desde este punto de
vista, el aprendizaje puede definirse como un cambio que posibilita al
organismo mejorar la evaluacion promedio de su medio ambiente.

e Comparacién: Los estdndares del comportamiento social se realizan
mediante la comparacién con otros.

e Imitacién: Lorenz asegura que sélo los seres humanos y algunas aves
son capaces de imitar. La imitacién es central para la adquisicién
y mantenimiento de las habilidades mentales. Para mayor detalle se
puede consultar [65], [66].

Para resolver problemas, se propone utilizar PSO con un manejo ding-
mico de las particulas, lo que permite romper ciclos y diversificar la bisqueda.
Para resolver este problema, se considerara que un enjambre de n particulas-
solucién estd dada de la forma:

/H = (ﬁlaﬁz,"' aﬁ’n)
con 3; € Q,5 =1,2,...,n, entonces definimos un movimiento del enjambre
de la forma:
Bes1 = B¢ + Viga,
donde:

e (1 Espacio factible de soluciones.

e VJ'.i+1 = av},t + mnd(O, ‘101)[:3l(jv t) - ﬂ(]’ t)] o Tand(O!(P?)[fB/(gat) -
B, b))

e Vj:: Velocidad en el tiempo t de la j-ésima particula.
® Vji+1: Velocidad en el tiempo t+1 de la j-ésima particula.

e (3(j,t): Particula j-ésima en el tiempo t.
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e (3'(g,t): Particula con el mejor valor de todas en el tiempo t.
e ('(j,t): Particula j-ésima con el mejor valor hasta el tiempo t.
e rand(0,p): Valor aleatorio de distribucién uniforme en el intervalo [0,¢p].

e «: Pardmetro de escala.
Rosenbrock
l’

+ T

I

Figura 6.4: Curvas de nivel y vectores de velocidad del ejemplo.

6.1.2 Ejemplo: Optimizaciéon de la funcién de Rosen-
brock

Aplicamos PSO a la minimizaciéon de la funcién de Rosenbrock en dos di-
mensiones, que habiamos introducido en la subseccién 3.2.10.
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Rosenbrock
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Figura 6.5: Poblacién inicial y después de 100, 200 y 300 iteraciones del
ejemplo.

Recordemos que la funcién tiene un valle largo y angosto y tiene un
minimo global de 0 en el punto (1,1).

Para el algoritmo de PSO, tomamos los siguientes valores para los parame-
tros:

Una poblacién con 20 particulas, ¢; = @2 = 1.4, y a variando linealmente

desde 0.9 a 0.4 de acuerdo al niimero de iteraciones, que fijamos en un maximo
de 300.

En la Figura 6.4 se muestran las curvas de nivel de la funcién, asi como
las posiciones de la poblaciéon con los vectores de velocidad asociados. La
direccion y longitud de cada vector de velocidad es su valor inicial; tanto la
poblacién como las velocidades han sido obtenidas de manera aleatoria.

En la Figura 6.5 se muestra en el cuadro superior izquierdo la poblacién
inicial, después en las iteraciones 100, 200, 300. Cada cuadro tiene una escala
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diferente, y en el tltimo (el cuadro inferior derecho), vemos que la poblacién
ya convergi6 al punto (1,1), que es el verdadero minimo.

6.1.3 Ejemplo: Problemas de Inventarios

La apertura a los tratados internacionales ha forzando a los empresarios,
quienes intentan mantener sus metas de competitividad, a mejorar la calidad
de sus productos y servicios.

Muchas industrias de México y en el mundo operan con grandes montos
de capital paralizado, historicamente, entre el 5% y el 40% de sus activos.
Una forma de alcanzar una reduccion en este costo es llevar un adecuado
control en sus inventarios.

Inventarios multiproducto: Caso deterministico

El problema de inventarios multiproductos consiste, en general, en de-
terminar cuanto y cuando ordenar de cada articulo de los que se controlan,
para que la demanda sea satisfecha con costos minimos. En este trabajo, se
supone que la entrega por parte de los proveedores es inmediata y se rea-
liza en una sola entrega, no se permite déficit y los articulos nunca llegan a
ser obsoletos una vez que se inventarean. Ademas, se supone que diferentes
articulos de un mismo proveedor se pueden entregar en un solo paquete y se
realiza a intervalos regulares de tiempo, digamos t;.

El problema para n articulos por tanto, se traduce en determinar la fre-
cuencia de los ciclos de abasto tanto individual como en conjunto, por lo
que se puede observar facilmente que el cociente de la frecuencia individual
del articulo j digamos t; entre la frecuencia conjunta es un entero positivo
B; > 1, es decir, 3; = % para j =1,2,...,n.

Los articulos tienen diferentes ciclos, pero el que marca las oportunidades
para ordenar es el de menor duracién t;. Se ordena tantas veces como lo
requiera dicho articulo en cada unidad de tiempo, t;. Cada vez que se ordena
se incluyen en la orden los articulos cuyo ciclo asi lo indica.

Los costos que intervienen en el modelo son de: ordenacién, adquisicion
e inventario. Un costo fijo K se carga cada vez que se realiza una orden. Un
costo por linea k; se produce cada vez que se carga el articulo j en la orden



168 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

correspondiente. El costo debido al inventario se carga sobre el inventario
promedio durante un ciclo y esta dado por: CP = %(ZJ h;d;t;) donde: h;,d,;
y t; son el inventario promedio, la demanda promedio y el tiempo del ciclo
del articulo j, respectivamente. De lo anterior, se tiene que el costo total por
unidad de tiempo es:

CT I\ +Zk % +Zq 3 tlz(hjdjdj),

J

donde las c; son los costos unitarios y lo que se desea es minimizar el costo
total CT, el cual no es sélo funcién de t; sino también de las 3; y de las ¢;,
para j = 1,2,...,n. Una solucién consiste en aproximar los valores de las /3,
y después encontrar el valor de t; que minimiza a CT(¢;).

A fin de iniciar la bisqueda para mejorar el plan maestro de abaste-
cimiento, se requiere un punto inicial. Este se obtiene de manera natural
para cuando 3; = 1,7 = 1,2,...,n donde cada /3, esta en cierto rango de
valores, por lo que se llega a:

1 k; 1
Minimi —K+E —J+E d;) + = E h;d;(3;,
znzmzzartl( j 5, j c;d;) 2t1 : 1;d; 05

sujeto a: t; > 0,0; € [1,6*], y B* = 1,2,...,n, éste es un problema de
programacion no lineal entero mixto, y la funcién de costo es convexa respecto
a ty, por lo que, una vez fijos los valores de las 3;, el valor 6ptimo para t; se
encuentra facilmente.

Para el ejemplo numérico propuesto, una particula esta representada por
un arreglo 15-dimensional. Inicialmente se generan N particulas de la forma
B;(1) = (Bj1, Bja, - - -, Bj1s), donde [;; es un entero en el intervalo [1,15] Vi =
1,2,...,15,5=1,2,..., N, y se procede con el algoritmo de PSO, sélo que al
término de cada iteracién se redondean al entero mas cercano y cuidando que
no salgan de los limites los valores de las 3;;, antes de realizar la evaluacién.

Resultados Computacionales

Cabe senalar que la primer adaptacion reportada de la técnica PSO al pro-
blema de inventarios multiproducto fue propuesta en [34]. Esta adaptacién
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probé su robustez para encontrar buenas soluciones al compararse contra al-
goritmos eficientes reportados en la literatura, en particular se compararon
los siguientes:

Kaspi and Rodenblatt: (KyR) (c.f. [64]) , Bisqueda Tabi: BT (c.f. [14]
y [39]), PSO: algoritmo propuesto.

Para probar el algoritmo propuesto se corrieron, para cada instancia, los
tres algoritmos. Se generaron 100 instancias aleatorias para cada uno de los
tamanos n = 5, 10, 15, 20, 25 y 30, con los siguientes rangos de las variables:

e 200 < dj < 50000, j=12,...n
o 1< hj<8j=12 ...n,

o 1< kj<12,j=12, ...,n

Se puede observar de la tabla que las eficiencias del algoritmo PSO son
bastante buenas, con respecto al nimero de iteraciones que se realizaron
fueron de 2n donde n es el nimero de articulos considerados. Cabe senalar
que en [35] compararon la efectividad de varios algoritmos generando 132000
ejemplos y cubriendo 132 clases diferentes. En la Tabla 6.1 se presenta un
ejemplo tomado de [35] donde se reportan los mejores resultados encontrados
a través de los diferentes métodos.

Conclusiones y Perspectivas para el Ejemplo

En este ejemplo se enfocd la atencion al analisis de la técnica de PSO, obser-
vando que esta técnica es aplicable a todo tipo de optimizacién en especial a
problemas de programacién combinatoria.

Se presenté un algoritmo de solucién para el problema de inventarios
multiproducto con demanda deterministica mediante el esquema de PSO
descubriendo buenas soluciones, aunque como se puede observar en la Tabla
6.1, PSO no proporciona el mejor resultado, se tiene que la codificacién de
PSO es mucho mas sencilla y el tiempo de ejecucién es mucho més rapido.
Cabe mencionar que hay que realizar mas investigacion sobre la cantidad de
particulas a utilizarse asi como el de llevar un control sobre las vecindades
de busqueda y los demas parametros de PSO.
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i | d, | h; |k | KyR(3,) | BT(3;) | PSO(3;)
1 | 10000 | 10 | 10 1 1 1
2 35000 2 | 8 1 1 1
3 18000 | 8 | 8 1 1 1
4 9000 5 | 6 1 1 1
5 50000 1 | 8 1 1 I
6 [15000| 2 | 5 1 1 1
7 120000 2 | 7 1 1 1
8 [ 12500 | 1.6 | 4.5 1 1 1
9 (10000 | 1.45| 8 1 2 1
10 | 4250 | 2 | 5 2 2 2
11 | 2500 | 3 | 7 2 2 2
12 [ 10000 | 1 | 10 1 2 2
13 | 4000 | 1.25 | 5 1 2 2
14 | 2000 | 3 | 6 1 2 2
15 | 1500 | 2 | 9 3 1 3
CT 1666 | 11419 | 11447

Tabla 6.1: Datos del ejemplo numérico tomado de [35].
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6.1.4 Ejemplo: Regresion No Lineal.

En regresion no lineal, se encuentra el problema, tan frecuente en distintos
métodos estadisticos, de la obtencién de minimos locales ([34], [76]). En
efecto, el método clésico de regresion no lineal es el conocido como de Gauss-
Newton, el cual estd basado en una aproximacién de la funcién de ajuste
mediante el uso de un polinomio de Taylor de primer orden, y en un proce-
dimiento de bisqueda de un 6ptimo local ([14], [34]). Por ello, es razo-
nable pensar en la implementacién de técnicas de optimizacién global. Entre
estas técnicas, podemos citar el recocido simulado, la bisqueda tabi y los
algoritmos genéticos [35] las cuales han sido ampliamente usadas en distintos
problemas estadisticos, de investigacién de operaciones o de ingenieria.

Todas estas implementaciones de las técnicas de optimizacién menciona-
das han mejorado o al menos igualado los resultados conocidos, los detalles
pueden consultarse en [33]. En regresién no lineal, ya se ha aplicado la
técnica de recocido simulado y Busqueda Tabu (ver [93], [94], [104], [107],
[108], [110]) con resultados satisfactorios.

En la presente seccién, proponemos un método estocéstico para encontrar
las soluciones iniciales asi como una presentacion de la regresién no lineal
como problema de optimizacién, y describiremos algunos de los métodos
mas conocidos para llevarla a cabo. Enseguida se presenta la implementacién
efectuada de PSO para este problema tomado de [38]. Finalmente, damos
algunas conclusiones y perspectivas a este ejemplo.

Conviene senalar que nos restringimos al caso de la regresién con una
variable explicativa, pudiendo generalizarse facilmente el trabajo al caso de
varias variables explicativas; ademads, no abordamos los problemas relativos
a la estimacion estadistica, como la obtencion de intervalos de confianza para
los parametros.

Regresiéon No Lineal

Dadas dos variables z y y observadas sobre n objetos, donde z es una
variable explicativa y y es una variable a explicar que depende de z, se quiere
describir la relacion de dependencia de y respecto a x mediante una funcién
f; es decir, se quiere establecer la relacién funcional y = f(z) + ¢, donde ¢
es un término de error (en este trabajo no supondremos que € sigue alguna
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distribucién en particular). La funcién f depende generalmente de ciertos
pardametros, cuyo vector denotaremos 6 por lo que escribiremos a la funcién
de regresién fy.

Se quiere minimizar el criterio de minimos cuadrados, el cudl mide la
calidad de la aproximacién funcional propuesta:

S6) = lly - F@)12 = Z[yz folws)?

donde z = (z1,...,z,)  y ¥y = (v1,- .- ,yn) son los vectores de las observa-
ciones de las variables, y || - || es la norma euclideana usual.

Salvo cuando fy es una funcién lineal, se conoce una solucién general
a este problema. Debe notarse que en algunos casos la funcién fy no es
en si lineal pero el problema de regresion se puede linealizar. Por ejemplo,
el modelo y = 6, exp(2z + €) es linealizable aplicando logaritmo natural,
obteniéndose y' = 03 + 6,z + ¢, donde ¥ = Iny y 03 = In6;; sin .embargo, el
modelo y = 6, exp(f2z) + € no es linealizable mediante la funcién logaritmo,
ya que el error € es aditivo.

En esta seccién no nos ocuparemos de los modelos que son linealizables,
ya que éstos se resuelven ficilmente mediante la regresion lineal clésica.

Algunos ejemplos de modelos que no son linealizables, son los siguientes:

9

e Crecimiento logistico: y = m +e€

e Crecimiento con decaimiento: y = ) exp(—0(x — 63)2) + ¢

o y = 525 [exp{—0zz} — exp{—61z}] + € (c.f. [34]).

Detalles de la Implementacion

Se tom¢ cada particula como un valor especifico del vector de pardmetros é,
las que fueron generadas de manera aleatoria. Se consideraron i =1,...,n
particulas Y, en cada iteracion ¢, se identificaba la mejor posicion de cada
particula ©}(t) y la mejor particula de todas en la iteracién ©*(t), esta eva-
luacién se realizé mediante el criterio de minimos cuadrados. Posteriormente
se realizé el movimiento:

O:(t+1) = 6:(t) + V(6:(t + 1))
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AOHde

V(6;(t+1)) = V(6;(t))+n*randi*(6; (t)—6;(t))+r2*randyx (6 (1) - 6;(t)),
rand,; son valores aleatorios con distribucién uniforme [0,1] y 71 + 72 < 4.2
Ejemplo numérico

Considérese el siguiente ejemplo dado en [10] y retomado en [108], en el que
se quiere ajustar el modelo:

Y= ﬂle—ﬂ2za

para el conjunto de datos siguiente:

z]-25 -1 1 2
y| 1 11 —-1.1 0.2

La figura 6.6 muestran las curvas de nivel de la funcién para este conjunto

-,

de datos, y se puede apreciar la presencia de dos minimos locales de S(3),
uno al frente y otro al fondo de la figura.

Figura 6.6: Ilustracion de la presencia de minimos locales.

Estos minimos locales son 3* = (0.669,0.214), con un valor de S(G*) =
1.968, y 3' = (—0.764, —0.0298) con un valor de S(3') = 3.436.
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Resultados comparativos

Se obtuvieron los siguientes resultados (para mayor detalle vea [110]):

3*=(0.669,0.214), 3'=(-0.764,-0.0298),
S(8*)=1.968, S(3')=3.436

Recocido Simulado | 98%
Bisqueda Tabu | 92%
PSO 90%
Gauss-Newton 32%

Conclusiones para el ejemplo

Aunque el porcentaje es inferior a RS y BT, PSO no proporciona el mejor
resultado, se tiene que la codificacion de PSO es mucho maés sencilla y el
tiempo de ejecucién es mucho més rdapido. Cabe mencionar que hay que
realizar mas investigacion sobre la cantidad de particulas a utilizarse asi
como el de llevar un control sobre las vecindades de busqueda y los demés
parametros de PSO.

6.1.5 Ejercicios

1. Para cada uno de los problemas, realice las siguientes actividades:

a Explique cdmo seria una particula del enjambre.

b Proporcione una forma para crear el enjambre de particulas
inicial.

¢ Indique de manera explicita cémo evaluaria cada posicién de
las particulas.

d Proporcione la manera de actualizar las velocidades de las
particulas.

e Explique cémo se realizaria el movimiento de las particulas a
sus nuevas posiciones.

f Proporcione un criterio de paro del algoritmo.

g Haga un reporte con todos sus andlisis y resultados.
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I1
I1
IV

VI
VII
VIII
IX

El problema de conjunto independiente, visto en la seccion
3.14.

El problema de coloraciéon minima, visto en la seccién 3.1.5.
El problema de empaquetamiento, visto en la seccién 3.1.6.

El problema de cubrimiento por vértices, visto en la seccién
3.1.7.

El problema del agente viajero visto en la seccion 3.1.8.
El problema de clan méaximo, visto en la seccion 3.1.9.

El problema de corte méximo, visto en la secciéon 3.1.10.
El problema de satisfacibilidad, visto en la seccion 3.1.11.
El problema de la mochila, visto en la seccién 3.1.12.

2. Para cada uno de las siguientes funciones, vistas en la seccién 3.2,
realice las siguientes actividades:

a Explique cémo seria una particula del enjambre.

b Proporcione una forma para crear el enjambre de particulas inicial.

¢ Indique de manera explicita como evaluaria cada posicién de las
particulas.

d Proporcione la manera de actualizar las velocidades de las particu-

las.

e Explique cémo se realizaria el movimiento de las particulas a sus
nuevas posiciones.

f Proporcione un criterio de paro del algoritmo.

g Haga un reporte con todos sus andlisis y resultados.

il.

iil.

1v.

vi.

vil.

Viil.

La funcién de Ackley

La funcién RCOS de Branin
La funcién de Easom

La funcién de la esfera

7. La funcién de Goldstein-Price

La funcién de Griewangk
La funciéon de Langermann
La funcién de Michalewicz
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ix. La funcién de Rastrigin
x. La funcién de Rosenbrock
xi. La funcién de Schaffer F6
xii. La funcién de Schwefel
xiii. La funcién de las seis jorobas del camello

3. Use el algoritmo de optimizaciéon por enjambre de particulas para re-
solver el problema del agente viajero con la matriz de costos no simétri-
ca que aparece abajo.

aj=|1 2 3 4 5 6 7
dei=1| x 13 9 19 22 3 7
216 x 7 8 3 4 8

3118 3 x 5 18 4 3

41 4 16 6 x 5 13 16

o 14 22 99 17 x 8 10

6/ 3 21 7 3 10 x 9

711 19 8 19 8 3 x

6.2 Método Hormiga

Algunos algoritmos heuristicos se han propuesto basados en el comportamien-
to de las hormigas cuando éstas buscan su alimento. Las hormigas van de-
jando un rastro durante su trayecto en busca de alimento, de una substancia
que secretan llamada feromona. Los algoritmos inspirados en los sistemas de
las hormigas o sistema hormiga (AS del inglés Ant System) se han propuesto
para resolver problemas de optimizacién combinatoria como son el problema
del agente viajero y el problema de asignacién cuadratico.

En esta seccién se presenta el método hormiga. Se proporcionan las lineas
generales de esta técnica basdndose en lo propuesto en [6], [17], [40], [41], [42]
y posteriormente se presentard una aplicacion para el problema del agente
viajero.

6.2.1 Introduccion

Ant System, fue propuesto inicialmente por Dorigo [17] y [40], y se basa en el
comportamiento colectivo de las hormigas en la bisqueda de sus alimentos.
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Las hormigas tienen movimientos que son de tipo aleatorio puesto que estos
animales son casi ciegos, pero a través de que van siguiendo el rastro de
feromona dejado por sus companeras, pueden seguir la misma trayectoria,
desde su nido hasta la fuente de alimento, encontrada por sus predecesoras.

Las feromonas permiten a los animales tener una “comunicacién” entre
los de su misma especie, indicando por ejemplo, el sexo o su estado animico,
en el caso de las hormigas en su busqueda de alimento, les permite seguir
el rastro de sus companeras, lo que permite que las hormigas individuales
actien como un todo después de cierto tiempo, permitiendo de esta manera
encontrar las rutas mas cortas desde su nido.

Para el caso del problema del agente viajero, por ejemplo, cada hormiga
representa una solucion que se va construyendo de la siguiente manera: ini-
cialmente se pone una hormiga en una ciudad, y entonces, la hormiga agrega
de manera probabilistica una nueva ciudad y se continua el proceso hasta
alcanzar la trayectoria completa. La probabilidad de que una hormiga siga
un camino depende del nimero de hormigas y de la feromona que han dejado
al utilizr un cierto camino, por lo que, una cantidad grande de feromonas en
un camino significa una probabilidad alta de que se visitara.

Existen tres versiones de AS propuestas inicialmente por Marco Dorigo
para el problema del agente viajero, que se diferencian en el momento y la
manera de actualizar la matriz de feromonas, son:

1. Ant-density: con actualizaciéon de la matriz de feromonas de manera
constante por donde pasa una hormiga,

2. Ant-quantity: con actualizacién de la matriz de feromonas inversamente
proporcional a la distancia entre 2 ciudades recorridas, y

3. Ant-cycle: con actualizacién de la matriz de feromonas inversamente
proporcional al trayecto completo, al terminar un recorrido.

6.2.2 Generalidades del Sistema Hormiga

En general, se puede considerar que la conducta de un nido de hormigas es
de tipo colectivo, la cual estd basada en la comunicacién de sus miembros a
través de la feromona secretada por éstos.
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AS utiliza para el problema del agente viajero una representacion grafica
(grafo o grafico de AS) donde cada arista (r,s) tiene cierta cantidad de fe-
romona, la que se actualiza en cada iteracién. De manera general, AS trabaja
como sigue (c.f. [6], [17], [40], [41], [42]): cada hormiga genera una ruta
completa escogiendo los nodos segin una regla de transicion de estado de
tipo probabilistico dado por la ecuacién 6.1; las hormigas prefieren moverse
a nodos que se conectan por aristas de distancias cortas, que tienen una
presencia de feromona alta. Una vez que todas las hormigas han completado
sus rutas, una regla de actualizacién de la feromona global se aplica mediante
la ecuacién 6.2: una porcién de la feromona se evapora en todas las aristas,
entonces cada hormiga deposita una cantidad de feromona en las aristas que
pertenecen a su ruta en la proporciéon de qué tan corta fue su ruta. De este
modo, se continda con una nueva iteracion del proceso.

La ecuacién 6.1 proporciona la probabilidad de la transicién del nodo r
al nodo s para la k-ésima hormiga:

['YTS(t)]a[T]rs]ﬁ
Prks(t) = Zu¢tabuk(ru) hTU(t)]a[m'u]ﬂ
0 de otra forma

si s ¢ tabuy (6.1)

Como cada hormiga k debe visitar todas las ciudades sélo una vez, se le
asocia una estructura de datos llamada lista tabui de la hormiga, denotada
como, tabuy, que indica las ciudades que ya fueron visitadas por la hormiga.
Esta lista tabu se inicializa una vez que la hormiga ha realizado un recorrido
completo. Se define como tabuy(rs) al elemento de la lista tabi de la hormiga
k que indica que paso de la ciudad r a la ciudad s.

Ademas se tiene que:
vrs(t) es la cantidad de feromona en la iteracién t.
N5 €s el inverso de la distancia entre la ciudad r y la ciudad s.

B y «a, son dos parametros ajustables que determinan la importancia
relativa de intensidad del sendero ~,, versus la visibilidad 7,,. En AS, la
regla de actualizacion global se lleva a cabo como sigue: una vez que todas
las hormigas han construido sus rutas completas, la feromona (es decir, la
intensidad de la ruta) se actualiza en todas las aristas segtn la ecuacién 6.2:
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Cd. | 1 2 3 4 3 6
0 225 285 245 16.5 10.5
225 0 165 135 295 355
285 165 0 225 345 27.5
245 135 225 0 355 415
16.5 29.5 345 355 O 9.5
6 |10.5 355 275 415 5.5 0

Ot W N =

Tabla 6.2: Distancias entre ciudades para el ejemplo.

Yrs(t) = (1= p)yrs(t — 1) + Y Ank(2) (62)
k=1

Donde p es un coeficiente tal que (1 — p) representa la evaporacion del
sendero en una iteracién (ruta), m es el niimero de hormigas, y A+ (¢) es la
cantidad por unidad de longitud de la sustancia (feromona) de la ruta sobre
la arista (r, s) por la hormiga k en esa iteracion, teniéndose la ecuacién 6.3.

{ —Lkl(t) si la arista (r,s) € ruta completada por la hormiga k

0 de otra forma
(6.3)

Donde L(t) es la longitud de la ruta realizada por la hormiga & en la ite-
racion t. Se actualiza la feromona poniendo una cantidad mayor de feromona

a las rutas mas cortas. En la Figura 6.7 se presenta un algoritmo general
para AS (c.f.[6]).

Ak () =

6.2.3 Ejemplo: Agente Viajero.

Se tomara un ejemplo del problema del agente viajero para ver como se
comporta el método hormiga. Considere la tabla 6.2 de distancias entre 6
ciudades. Inicialmente se puso una hormiga en cada ciudad y se dié un valor
de uno para la feromona en cada arista.

Se realizaron varias corridas con diferentes valores iniciales para a, 3y el
factor de evaporizacién p, encontrandose los siguientes resultados:

Corrida 1- a =200, 8=2y p=0.95
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Ponga m hormigas al azar en los nodos de la grafica de AS.
Repita hasta la convergencia del sistema o condicién de paro.

Haga para i=1, hasta nimero de hormigas.

haga para j = 1, hasta niumero de ciudades.

escoge el nodo s para moverse, segin la probabilidad de
la transicién, dada por la ecuacién 6.1.

mueva la hormiga m al nodo s.

Actualice la feromona usando la férmula de actualizacién de
la feromona dada por la ecuacién 6.2.

Actualice posicién de las hormigas y condicién de paro.

Vaya a paso 2.

Figura 6.7: Algoritmo General de AS.
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Cd. 1 2 3 4 ) 6
1 0 1.9500 1.9500 1.9500 1.9500 1.9500
2 | 1.9500 0 1.9500 1.9500 1.9500 1.9500
3 | 1.9500 1.9500 0 1.9500 1.9500 1.9500
4 | 1.9500 1.9500 1.9500 0 1.9500 1.9500
5 | 1.9500 1.9500 1.9500 1.9500 0 6.9500
6 | 1.9500 1.9500 1.9500 1.9500 2.9500 0
1 0 1.8525 1.8525 1.8525 1.8525 1.8525
2 | 1.8525 0 1.8525 1.8525 1.8525 1.8525
3 | 1.8525 1.8525 0 1.8525 1.8525 1.8525
4 | 1.8525 1.8525 1.8525 0 1.8525 1.8525
9 | 1.8525 1.8525 1.8525 1.8525 0 6.6025
6 | 3.8525 1.8525 1.8525 1.8525 6.8025 0
1 0 1.7599 1.7599 1.7599 1.7599 1.7599
2 | 1.7599 0 1.7599 4.7599 1.7599 1.7599
3 | 1.7599  1.7599 0 1.7599 1.7599 1.7599
4 | 1.7599 1.7599 1.7599 0 1.7599 1.7599
5 | 1.7599 1.7599 1.7599 1.7599 0 6.2724
6 | 6.6599 1.7599 1.7599 1.7599 6.4624 0
1 0 1.6719 1.6719 1.6719 1.6719 1.6719
2 | 1.6719 0 1.6719 6.5219 1.6719 1.6719
3 | 1.6719 1.6719 0 1.6719 1.6719 1.6719
4 | 16719 5.6719 1.6719 0 1.6719 1.6719
5 | 1.6719 1.6719 1.6719 1.6719 0 5.9588
6 | 6.3269 1.6719 1.6719 1.6719 6.1393 0
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Tabla 6.3: Matrices de feromonas en la construccién de la ruta (5-6-1-4-2-3).
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RUTA COSTO
110
121
104
125
105
104

S O W N
(92 i« e ie) e ie)
— = v v O Ot
N O T e S
NN RN
W W W ww

Tabla 6.4: Matriz de rutas y sus costos para la primera iteracion de la corrida
1.

RUTA COSTO
104
104
121
104
104
104

W W W Www
NN WN DN
I N
e
v v Ov Ov Ut Ot
e e =2 =2l = e

Tabla 6.5: Matriz de rutas y sus costos para la segunda iteracién de la corrida
1 &

Observe en la primer parte de la tabla 6.3, el valor mas grande de fer-
omona estd en la arista (5,6), en la segunda parte de la tabla 6.3, para el nodo
6, el valor mas grande de feromonas estd en el arco (6,1), en la tercera parte,
para el nodo 1, existe un empate, por lo que se tomo el arco (1,4). Para el
nodo 4, el arco con mayor cantidad de feromona es (4,2) y, finalmente, dado
que todos los nodos son tabi, a excepcién del nodo 3, se completa la ruta
con el arco (2,3).

En la segunda iteracion para la corrida uno, se encontraron los datos de
la tablas 6.5 y 6.6.

En la tercera iteracién para la corrida uno, se encontraron los datos de la
tablas 6.7 observandose una convergencia en las rutas a la 6ptima.

Ahora bien, no siempre se alcanza el valor 6ptimo, veamos un segundo
ejemplo de corrida con valores de los parametros a = 10, 3= 0.5y p = 0.95,
se presentan los resultados en las tablas 6.8, 6.9 y 6.10.

Se puede observar en las tablas 6.8, 6.9 y 6.10 que, dados los valores
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Cd. 1 2 3 4 ) 6
1 0 1.2290 1.2290 1.2290 1.2290  1.2290
2 1.2290 0 5.9124 99384  1.2290 1.2290
3 1.2290 1.2290 0 1.2290  1.2290  1.2290
4 1.2290 9.0157 1.2290 0 1.2290  1.2290
) 1.2290 1.2290 1.2290 1.2290 0 10.3802
6 | 10.0658 1.2290 1.2290 1.2290 10.2129 0

Tabla 6.6: Matriz de feromonas en la construccion de la ruta (3-6-5-1-4-2).

RUTA COSTO
6 5 1 4 2 3 104
6 5 1 4 2 3 104
6 5 1 4 2 3 104
6 5 1 4 2 3 104
6 5 1 4 2 3 104
6 5 1 4 2 3 104

Tabla 6.7: Matriz de rutas y sus costos para la tercera iteracion de la corrida
1.

de los parametros, se tiene una convergencia a una solucién suboptimal en
la tercera iteracion, esto nos indica que, en general, hay que realizar varias
corridas con diferentes valores de los parametros.

Realicemos una ultima corrida, corrida 3, con valores de parametros a =
2, 8=2y p=0.95, se presentan los resultados desde la tabla 6.11 hasta la
tabla 6.18.

Se puede observar en las tablas 6.15 a la 6.18 que se entra en un ciclo con
rutas suboptimales.

Se puede observar que las tablas 6.4, 6.8 y 6.11 son iguales, esto se debe a
que se tiene la misma rutina para encontrar las rutas de la primera iteracion.
Cabe destacar que, aunque se parte de las mismas rutas, depende de los
valores de los parametros para obtener las rutas de las demaés iteraciones.
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RUTA COSTO
110
121
104
125
105
104

O U WN
GO OO OO D
— = Ot Ut Ov O
[ N e
N DN DN =N
W W Wy Www

Tabla 6.8: Matriz de rutas y sus costos para la primera iteracion de la corrida
2.

RUTA COSTO
3 2 45 16 120
3 2 45 16 120
2 3 4516 137
32 4 5 16 120
32 45 16 120
3 2 45 16 120

Tabla 6.9: Matriz de rutas y sus costos para la segunda iteracion de la corrida
2,

RUTA COSTO
120
120
120
120
120
120

SO OO
b e e e
v Ov Ut Ot Ut O
S
N NN NN
oW W www

Tabla 6.10: Matriz de rutas y sus costos para la tercera iteracion de la corrida
2.
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RUTA COSTO
3 110
121
104
125
105
104

G‘:Cﬂ»&kwt\:r—al
TGO OHIOH OO D
— = 01 O Ot

O e e
NN N
W W WM Www

Tabla 6.11: Matriz de rutas y sus costos para la primera iteracién de la
corrida 3.

RUTA COSTO
3 5 6 1 2 4 109
3 5 6 1 2 4 109
2 561 4 3 109
3 5 6 1 2 4 109
3 5 6 1 2 4 109
3 56 1 2 4 109

Tabla 6.12: Matriz de rutas y sus costos para la segunda iteracién de la
corrida 3.

RUTA COSTO
5 125
125
104
125
125
125

R W R e
(o)« >le e Mo e
o O Ov Ov Ot
T e
NN N NN
W WwWwNn WwWww

Tabla 6.13: Matriz de rutas y sus costos para la tercera iteracién de la corrida
3.
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RUTA COSTO
109
109
109
109
109
109

W W whN Www
v Ot U Ot Ot Ot
oSy O
— e = e e
DN NN
= e W e

Tabla 6.14: Matriz de rutas y sus costos para la cuarta iteracion de la corrida
3.

RUTA COSTO
125
125
104
125
125
125

O N T =
(=2« M= > T« >l e i)
v Ov Ov Ov Ov
— e e e
NN N NN
W W Wb ww

Tabla 6.15: Matriz de rutas y sus costos para la quinta iteraciéon de la corrida

3.

RUTA COSTO
3 5 6 1 2 4 109
3 5 6 1 2 4 109
4 5 6 1 2 3 113
3 56 1 2 4 109
3 5 6 1 2 4 109
3 5 6 1 2 4 109

Tabla 6.16: Matriz de rutas y sus costos para la sexta iteracion de la corrida
3.
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RUTA COSTO
125
125
108
125
125
125

R s W R
(o>l e> IR e B e B e
Qv Ov O Ot Ov AN
e
NN NN NN
W W Wk Www

Tabla 6.17: Matriz de rutas y sus costos para la séptima iteracion de la
corrida 3.

RUTA COSTO
109
109
113
109
109
109

W W Wk W w
v O Ov Ov Ot O
YOO
e e
NN NN
=R R WO R

Tabla 6.18: Matriz de rutas y sus costos para la octava iteracién de la corrida
3
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6.2.4 Ejercicios

1. Considere el problema de asignacién cuadratica dado en el capitulo 3:
(a) Explique cémo seria una gréafica AS del problema (nodos y vérti-
ces).
(b) Indique valores iniciales de o, By p.

(c) Proporcione una explicaciéon detallada de cémo se movera una
hormiga de un vértice a otro.

(d) Indique como construir la tabla tabu de las hormigas.
(e) Explique qué seria la distancia entre nodos.
2. Considere el problema de la mochila dado en el capitulo 3:
(a) Explique cémo seria una grafica AS del problema (nodos y vérti-
ces).
(b) Indique valores iniciales de a, 3 y p.

(c) Proporcione una explicacién detallada de cémo se movera una
hormiga de un vértice a otro.

(d) Indique c6mo construir la tabla tabi de las hormigas.

(e) Explique qué seria la distancia entre nodos.



Capitulo 7

Algoritmos GGenéticos y
Estrategias Evolutivas

7.1 Introduccion

Los algoritmos evolutivos son un conjunto de algoritmos basados en el pro-
ceso de la evolucion natural. Existen diferentes tipos de algoritmos evolutivos
los cuales se conocen como algoritmos genéticos, programacion evolutiva, es-
trategias evolutivas o programacion genética, el Ultimo es un descendiente
de los algoritmos genéticos [92]. La diferencia entre los algoritmos evolu-
tivos puede estar definida en las representaciones o formas de codificacién,
esquemas de seleccidn y operadores de buisqueda; por ejemplo, los algoritmos
genéticos (AG), por lo general, usan como operadores de bisqueda el cruza-
miento como principal operador y como secundario a la mutacién, aunque a
veces suele s6lo aplicarse el cruzamiento, mientras que las estrategias evolu-
tivas (ES) generalmente usan mutacién. La respuesta sobre cudl algoritmo
es el mejor para ser aplicado depende del problema a resolver [111].

Existen dos caracteristicas que distinguen a estos algoritmos de otros
algoritmos computacionales de bisqueda no basados en la naturaleza:

1. Que todos ellos se basan en una poblacidn inicial, misma que representa
a un conjunto de soluciones de un problema.

2. Que existe comunicacién e intercambio de informacién entre los indivi-
duos de la poblacién; ésta es el resultado de los operadores de biisqueda

189
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aplicados a los individuos. A estos operadores de bisqueda se les conoce
como operadores genéticos [111].

7.2 Descripcién General de los AG y la ES

Los algoritmos genéticos fueron desarrollados por John Holland, quien queria
construir un esquema tedrico para la adaptacién basada en la naturaleza.
Darwin habia postulado en su libro “El Origen de las Especies” que:

1. Existen variaciones en los rasgos de los individuos de cada especie.
2. Algunos rasgos son heredados.

3. Unicamente algunos individuos sobreviven lo suficiente para reproducirse:
estos son elegidos naturalmente para propagar sus rasgos.

Pero, jcomé incorporarlos en un programa de computadora? A fines de
la década de 1960, Holland desarrollé una técnica que permitié su incorpo-
racion, y se hizo popular bajo el nombre algoritmo genético tras la publicacién
de su libro en 1975 [26]. El concepto detrés de los algoritmos genéticos es la
evolucidon natural; estos algoritmos buscan modelar algunos fenémenos na-
turales como la herencia genética y la lucha por la supervivencia. La lucha
por la supervivencia implica que cada especie se adapta de la mejor manera
a su medio ambiente, el cual va cambiando con el tiempo haciéndose cada
vez mds complejo. La herencia genética que cada especie tiene, debe mejo-
rar de una generacion a otra, ya que se deben desarrollar caracteristicas que
permitan a la nueva especie una mejor adaptacion a su medio ambiente para
que pueda sobrevivir en él. Esta herencia se encuentra en los cromosomas
de la especie. Por ejemplo, en el reino animal, hay especies cuyo color de
piel ha ido evolucionando con el tiempo, de tal forma que se mimetizan en el
medio ambiente en el que viven y pasan desapercibidos para otras especies
que podrian devorarlos, o bien crean nuevos mecanismos de defensa para su
supervivencia [80].

Otras técnicas muy semejantes a los algoritmos genéticos son las llamadas
estrategias evolutivas. Las estrategias evolutivas fueron desarrolladas por
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Bienert, Rechenberg, y Schwefel en la década de los 1960 en Alemania, en
trabajos dirigidos a problemas de optimizacién numérica.

La importancia de los AG y ES radica en que existe una serie de proble-
mas interesantes, como los problemas NP mencionados en el capitulo 3, para
los cuales los algoritmos tradicionales no representan soluciones factibles; mu-
chos son problemas de optimizacion y métodos como los algoritmos genéticos
o las estrategias evolutivas han sido aplicados dando buenos resultados [63][97].

La utilizacidn de estas técnicas se basa en la idea de fijar el objetivo del
problema mediante una funcién matematica, denominada funcién de costo o
funcién objetivo, la cual hay que optimizar; en caso de maximizarla, valores
menores de la funcién representan a las soluciones peores del problema.

7.3 Algoritmos Genéticos

Como se mencioné anteriormente, los algoritmos genéticos se basan en los
principios de la evolucién mediante la seleccién natural y toman un vocabu-
lario semejante a la genética natural.

Inicialmente, tenemos una funcién objetivo que queremos optimizar sobre
algtin dominio. Los elementos del dominio representan soluciones potenciales
al problema que se desea resolver, y en los AG es usual codificar estos ele-
mentos por medio de una representacién binaria de la forma b = aqa; ... ak,
donde cada a; tiene el valor 0 o 1. A las representaciones binarias se les llama
individuos, cromosomas, o genotipos, y a los bits en la cadena, genes. La rep-
resentacion binaria de un cromosoma facilita la aplicacién de los operadores
genéticos, y proporciona un esquema general para atacar una variedad de
problemas. Sin embargo, esta representacion tiene sus desventajas cuando es
aplicada a problemas numéricos de alta precisién, donde la precisiéon deter-
mina el nimero de decimales utilizados. La determinacién de esta precision
fija la longitud del cromosoma que representa.

Se habla de la aptitud de un cromosoma, y de la funcién de aptitud,
cuando los valores de esta funcién corresponden a los valores de la funcién
objetivo sobre el elemento correspondiente al cromosoma. De esta forma, la
aptitud indica que tan bueno es cada cromosoma como solucién al problema,
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e incluso, usamos el término de la funcién de aptitud definida sobre el espacio
de los cromosomas.

En los AG, se emplea una poblacion formada por un conjunto de cro-
mosomas. A esta poblacidn se aplican los operadores genéticos para realizar
una busqueda en el espacio de los cromosomas para encontrar el 6ptimo al
problema. Tal bisqueda requiere balancear dos objetivos:

1. Explorar alrededor de la mejor solucién encontrado.

2. Explorar el espacio de bisqueda.

En resumen, un algoritmo inicial para un AG consiste en:

1. Codificacién del problema como una cadena binaria.
2. Generacién de una poblacién.

3. Aplicacién repetida de los operadores genéticos hasta encontrar una
solucion.

En el resto del capitulo, vamos a suponer que la tarea es la de maximizar
la funcién objetivo. En caso contrario, podemos maximizar el valor negativo
de la funcién objetivo.

A continuacién, describimos los operadores genéticos.

7.3.1 Operadores Genéticos

Los operadores genéticos que se aplican en estos algoritmos son: seleccién,
cruzamiento y mutacion. En seguida, se explicaran estos operadores de forma
general ya que, dependiendo del problema, a veces se hacen algunas varia-
ciones importantes.
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Métodos de Seleccion

Los métodos de seleccion se basan en escoger que individuos tienen mas
oportunidades a ser elegidos a reproducirse dentro de la poblacidén, se es-
peraria que los elegidos fueran los mas aptos; sin embargo, al igual que en
la naturaleza, los individuos menos aptos también tienen la posibilidad de
reproducirse, no obstante, esta posibilidad debe ser menor a la de los mas
aptos.

El método mas popular de la reproducciéon es similar al comportamiento
de una rueda de ruleta, donde cada ranura tiene tamanos diferentes propor-
cionales al valor de aptitud, es decir, de acuerdo a su aptitud. La técnica es
llamada el método de la ruleta y selecciona el candidato a ser reproducido
por seleccion proporcional. El método requiere que la funcion de aptitud no
tenga valores negativos. La técnica puede ser implementada mediante un
algoritmo como se describe a continuacion:

1. Se calculan las aptitudes de todos los miembros de la poblacién y se
encuentra la suma, llamada la aptitud total. Matematicamente, si la
poblacién de cadenas binarias es {by,...,b,} y la funcién de aptitud es
f, entonces la aptitud del miembro b; es f(b;), y la aptitud total es:

aptitud total = Z f(b;)

i=1

2. Se calculan las probabilidades, p,,, de elegir cada miembro de la pobla-
cién:

f(bm)

Pm = S~ (b))

3. Se calculan las probabilidades acumuladas, ¢,,, por cada miembro de
la poblacién:
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4. Se genera r, un numero aleatorio entre 0.0 y 1.0.

5. El algoritmo regresa el primer miembro de la poblacién cuya probabi-
lidad acumulada sea mayor o igual al nimero r aleatorio, es decir, se
escoge b, si: -1 <7 < @m

6. Se repiten los pasos del algoritmo n veces para encontrar la nueva
poblacién, andloga a dar n vueltas a la rueda de ruleta.

En el siguiente ejemplo se ilustra la técnica de la ruleta. Considere la
poblacién formada con los seis cromosomas:

{01110, 11000, 00100, 10000, 01101, 00011}

?
donde la aptitud de cada cromosoma esta mostrado en la columna etiquetada

‘Aptitud’ de la Tabla 7.1. Se calculan los porcentajes en la siguiente columna
para cada cromosoma, mediante la férmula:

(aptitud/aptitud total) * 100,

donde la aptitud total es igual a 10.34; se muestra los correspondientes por-
centajes en la ruleta de la figura 7.1.

La probabilidad acumulada, en la siguiente columna, se calculé acumu-
lando las probabilidades de cada miembro, el cromosoma 1 tiene aptitud igual
a 2.17, por lo tanto su probabilidad acumulada es de 0.2100 = 2.17/10.34,
el cromosoma 2 tiene aptitud igual a 1.3 méas 2.17 del primero da su ap-
titud acumulada de 3.47 y una probabilidad acumulada igual a 0.3357 =
3.47/10.34, el cromosoma 3 tiene aptitud 1.3 mds 3.47 de los primeros dos,
dando una aptitud acumulada de 4.77 y una probabilidad acumulada igual
a 0.4614 = 4.77/10.34, etcétera.

Se generan seis numeros aleatorios entre 0.0 y 1.0 y se escoge el primer
cromosoma que se encuentra con una probabilidad acumulada igual o mayor
al generado aleatoriamente. Los miembros con la aptitud mas alta tendran
mayor posibilidad de sobrevivir. En la tabla 7.2 se encuentran los datos del
ejemplo, asi como los cromosomas que sobrevivieron para formar parte de la
nueva poblacién en la siguiente generacion.
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Figura 7.1: Método de seleccion con la ruleta.

Cruzamiento

El cruzamiento simula la descendencia, ambos padres heredan genes a su hijo
y el cruzamiento simula este proceso; es un mecanismo de recombinacién. Se
seleccionan dos padres, sin reemplazo, por medio de una probabilidad de
cruzamiento se decide si se efectia el cruzamiento. Esto significa que no
todas las parejas de cromosomas se cruzaran, sino que habrd algunas que
pasaran intactas a la siguiente generaciéon. En caso de que asi sea, el sitio de
cruzamiento es seleccionado de forma aleatoria y las colas de los cromosomas
a partir del sitio de cruzamiento estdn intercambiadas, como en la figura 7.2,
para formar dos nuevos cromosomas.

En este ejemplo se observa que el sitio de cruzamiento fue el 4, donde la
parte terminal del primer cromosoma es ahora la parte terminal del segundo,
y la parte terminal del segundo cromosoma pasa a ser ahora la parte terminal
del primero.

La técnica de cruzamiento puede ser implementada mediante un algoritmo
como se describe a continuacion:

1. Se fija una probabilidad de cruzamiento, P,, desde el principio.
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No. de Cadena Aptitud | % con respecto | Probabilidad
cromosoma, | cromosomica al total acumulada

1 01110 2.1t 20.99 0.2100

2 11000 1.30 12.57 0.3357

3 00100 1.30 12.57 0.4614

4 10000 2.30 22.25 0.6839

9 01101 2.10 20.34 0.8872

6 00011 1.17 11.28 1.0000

Tabla 7.1: Datos del resultado del ejemplo.

Numeros aleatorios | Cromosomas sobreviv.

0.0185

1

0.8214

0.4447

0.6154

0.7919

0.9218

| O | | Ot

Tabla 7.2: Resultados después de la primera generacion.

CRUZAMIENTO
1111011 0 |1|1|Dll|0|0|1|1|
> —
111 1 111 1 11111 0
sitio de cruzamiento descendientes

Figura 7.2: Ejemplo de un solo punto de cruzamiento.

2. Se seleccionan parejas de cromosomas de la poblacién, sin reemplazo.

3. Se genera r, un nimero aleatorio entre 0.0 y 1.0.
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4. Sir < P, se efectia el cruzamiento.

5. Se genera un entero n aleatorio entre 1 y K-1, donde K es la longitud
de los cromosomas, como el sitio de cruzamiento.

6. A partir de n, se intercambian las colas de los cromosomas para formar
dos cromosomas nuevos.

Existen otros tipos de cruzamiento, por ejemplo, 2 puntos de cruzamiento.

Cuando se usan 2 puntos de cruzamiento, se procede de manera similar, pero
en este caso el intercambio se realiza en la forma mostrada en la figura 7.3.

CRUZAMIENTO

Llolilifolidolo] [ifolilolililolo]
—>
Whblohi el i) Glilihifelafslt]
sitios de cruzamiento descendientes

Uso de 2 punios de cruza entre 2 individuos

Figura 7.3: Cruzamiento con dos puntos.

En la figura 7.3 se usaron 2 puntos de cruzamiento entre 2 individuos.
En este caso se mantienen los genes de los extremos y se intercambian los
del centro. También aqui existe la posibilidad de que uno o ambos puntos
de cruzamiento se encuentren en los extremos de la cadena, en cuyo caso
se hard un cruzamiento usando un solo punto o ningin cruzamiento, segin
corresponda.

Mutacién

Ademas de la seleccién y el cruzamiento, existe otro operador genético lla-
mado mutacién. Este opera de manera independiente sobre cada cromosoma;
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por medio de una probabilidad de mutacién puede realizar un cambio a cada
uno de los genes del cromosoma. Cuando se usa una representacién binaria,
un bit se sustituye por su complemento (un cero cambia en uno y viceversa).
Este operador permite la introduccién de nuevo material cromosémico en la
poblacién, tal y como sucede con sus equivalentes bioldgicos.

La técnica de mutacién puede ser implementada mediante un algoritmo
como se describe a continuacion: )

1. Se fija una probabilidad de mutacién, P,,, desde el principio.
2. Se seleccionan un cromosoma de la poblacién.

3. Por cada gen del cromosoma, se genera r, un numero aleatorio entre
0.0y 1.0.

4. Sir < P,, se cambia el gen.

Por ejemplo, si P,, = 0.1 y tenemos el cromosoma 01101, luego gene-
ramos cinco nimeros aleatorios 0.31, 0.01, 0.92, 0.33, 0.78 y revisamos cuales
tienen valor menor o igual a P,,; en este caso, el segundo nimero aleatorio
unicamente es menor, de modo que cambiamos solamente el segundo bit en
el cromosoma para obtener el nuevo cromosoma 00101.

Se ha investigado la importancia de cruzamiento y mutaciéon para los
algoritmos genéticos. Varios investigadores han enfatizado la importancia de
cruzamiento sobre mutacion; sin embargo, no hay una demostracion definitiva
[58] y puede ser que depende del problema bajo consideracién. Resultados
empiricos (c.f. [55]) sugieran valores para P, de mds de 0.6, y para P,, menos
de 0.1 (lo cual es diferente para el caso de las estrategias evolutivas).

7.3.2 Algoritmo Genético Basico

Podemos describir el funcionamiento basico de un algoritmo genético. Inicial-
- mente, hay que fijar el tamaiio de las cadenas binarias de los cromosomas, as
como el nimero de cromosomas en la poblacion. Esto depende del problema
y del dominio de la funcién objetivo. Es usual generar los cromosomas en
la poblacién inicial de manera aleatoria después hay que escoger los valores
para las probabilidades de cruzamiento y mutacion; finalmente, un criterio
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para la terminacién del algoritmo es necesario: algunas posibilidades son, por
ejemplo, un numero fijo de iteraciones o continuar hasta que no haya una
mejora sustancial en las soluciones obtenidas. El algoritmo est4 representado
en la figura 7.4, donde se forma la poblacién inicial y evalia cada cromosoma.
Después entra en un ciclo con las operaciones sucesivas de: seleccién, cruza-
miento, mutacién y evaluacion de la nueva poblacién. La evaluacion consiste
en encontrar la aptitud de cada cromosoma de la poblacién. Si el criterio de
terminacion es logrado, el algoritmo termina y devuelve la mejor solucién en
la poblacidn; si no, se regresa al paso de seleccién.

Poblacién Inicial

Evaluar la Poblacién

Seleccién <t

Cruzamiento

Mutacién

Evaluar la Poblacién

Mejor Solucién Terminacién

Si No

Figura 7.4: Un algoritmo genético.

7.3.3 Elitismo

Cuando aplicamos el algoritmo genético senalado anteriormente en la figura
7.4 a un problema especifico, nos gustaria tener la confianza de que después
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Los parametros de entrada son: tamarno de la poblacion, probabilidades
de cruzamiento P, y de mutacién P, y condicién para la terminacién.

Comienza
inicializa la poblacién

evalia los cromosomas de la poblacion

repetir
comienza
selecciona los cromosomas en la nueva poblacion
aplica cruzamiento a los cromosomas de la poblacién
aplica mutacion a los cromosomas de la poblacién
evalia los cromosomas de la poblacién
termina

hasta condicién de terminacion
devuelve la solucién més apta en la poblacién

Termina

Figura 7.5: Pseudocédigo de un algoritmo genético.

de un numero finito de pasos, obtenemos la solucién éptima al problema,
independientemente de la inicializacién del algoritmo. Ademas, si después el
algoritmo siempre mantiene la solucién en la poblacién, decimos que el algo-
ritmo converge al éptimo. Rudolph [95], mostrd, usando Cadenas de Markov,
que los algoritmos genéticos de la figura 7.4 no convergen a un 6ptimo global,
a menos que vayan guardando al mejor individuo de entre todas las genera-
ciones, al usar una estrategia llamada elitista. La forma en que selecciona
a dicho individuo es la siguiente: en la primera generacion, basado en la
funcién de aptitud, se guarda al mejor individuo; en la siguiente generacién
encuentra al mejor y al peor individuo; si el mejor de esta generacion supera
al ya seleccionado, se reemplaza al anterior individuo por éste, en caso con-
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trario, remplaza el peor individuo de la poblacién actual con el mejor de la
generacion anterior; este proceso se aplica el nimero maximo de generaciones
definidas por el usuario.

7.3.4 Ejemplo: Optimizacion de funciones reales

Vamos a aplicar un algoritmo genético para calcular el valor maximo de la
siguiente funcién en el intervalo [0,20]:

fx) =2+ 5*sin(3*x)+ 8% cos(5 x x).

30 T v v v T T v T T

25}

201

15} .

10 .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 7.6: f(z) =+ 5% sin(3 * z) + 8 x cos(5 * x).

En general, si la funciéon no tuviera una derivada conocida o fuera no
continua, los algoritmos genéticos son una herramienta 1til para encontrar
los 6ptimos de funciones con estas caracteristicas, donde las técnicas del
andlisis tradicional no se pueden aplicar; por lo tanto, para funciones sin
caracteristicas como las ya mencionadas, los algoritmos genéticos funcionan
adecuadamente.
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Se muestra la grafica de la funcion en la figura 7.6. Como se puede apre-
ciar, la funcién tiene varios méximos locales en el rango [0,20], y el maximo
global se encuentra entre 17 y 18. Mds atin, como tiene valores negativos en
el intervalo, no podemos aplicar el método de la ruleta directamente. Para
evitar estos problemas, primero vamos a encontrar el maximo de la siguiente
funcién:

g(z) =x+5x*sin(3xx) + 8 *cos(5* )+ 10.

Vamos a ver los pasos involucrados para aplicar un algoritmo genético a
este problema:

1. Para aplicar un algoritmo genético, primero se decide como represen-
tar los cromosomas, como cadenas binarias. En general, si la cadena
binaria z = ajas...ag, representa un numero real, x, en el intervalo
[a,b], se puede encontrar x mediante los siguientes pasos:

(a) Se encuentra el valor decimal de z, dec(z) por:

K

dec(z) = Z 2K—iq,

i=1

b
r=a-+t deC(Z) * (ZK—__I)
Por ejemplo, si z = 1101, entonces dec(z) = 23 x 1 + 22 x 1 + 2!
0+2%°%1=13.

La longitud K, de la cadena binaria, representa la precisién con
la cual podemos representar los niimeros reales del intervalo: para
cadenas mas largas obtenemos una precision mayor. Aqui, las
posibles soluciones son los nimeros reales en el intervalo [0,20], y
si se quiere obtener una precisién de 6 digitos después del punto
decimal, se tendrd que dividir el intervalo [0,20] en 20*1,000,000
tamanos de intervalos iguales; esto significa que son necesarios 25
bits para representar a cada cromosoma, es decir:

16,777,216 = 22* < 20,000, 000 < 33, 554,432 = 2%,



Algoritmos Genéticos y Estrategias Evolutivas 203

Por ejemplo, el cromosoma 1000101110110101000111001 repre-
senta el numero decimal 18,311,737, y = = 0 + %,%;20 =

10.914646.

2. Ahora que se tiene la representacion para los cromosomas, hay que es-
coger los parametros para: el tamano de la poblacién, el criterio de
terminacién y las probabilidades de cruzamiento y mutaciéon. Usual-
mente, este paso requiere cierta experimentacion con los pardmetros.
Aqui vamos sencillamente a tomar una poblacién con 20 cromosomas,
50 iteraciones, P, = 0.8, y P,, = 0.1. Ademas, se va a incluir elitismo.

3. Primero se inicializa la poblacién con cromosomas de cadenas binarias
de tamano de 25 bits definidos de forma aleatoria. Los puntos senalados
en la figura 7.7 es la poblacién inicial generada de forma aleatoria (20
puntos).

4. Se evalia cada cromosoma, z, de la siguiente forma para encontrar la
aptitud asociada, eval(z): sea x el nimero real determinado a partir
de z en (2) de arriba, entonces:

eval(z) = g(z).

Por ejemplo, si z = 1000101110110101000111001, entonces:

r = 10.914646,y eval(z) = g(x) = 22.618494.

Al maximizar la funcién, se busca al cromosoma con la aptitud mas
alto.

5. Se aplican los operadores genéticos de seleccidn, cruzamiento y mu-
tacion. En caso de seleccion, se usa el método de la ruleta, y los otros
dos operadores estdn como se describierén anteriormente. Se incluye
elitismo.

Por ejemplo, en caso de cruzamiento, si tenemos los cromosomas v; y ve,
y el punto de cruzamiento fué seleccionado como el quinto gen:

vy = (11110/00011001100101010000),
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vy = (10000/00000011000001101111),

el resultado del cruzamiento es:

v; = (11110/00000011000001101111),
U’Q = (10000]00011001100101010000),
Los nimeros reales correspondientes a vy, vs, v'l, v'2 son:

18.812456, 10.007390, 18.7573909, 10.0624564, respectivamente. Al eva-
luar se tiene:

eval(v,) = 36.119875,

eval(vy) = 22.877551,

eval(v,) = 34.5579516,
(v2)

1
») = 23.3436692,

eval (v

mejorando el cromosoma vs.

En caso de mutacién, por ejemplo, suponiendo que se selecciond el se-
gundo gen del cromosoma v; = (1111000011001100101010000) para ser mu-
tado, éste, por ser igual a 1, se muta cambiando a 0, asi:

v, = (1011000011001100101010000),
y éste cromosoma representa el valor eval(v;) = 28.99189172.

En la figura 7.8, se muestran con un circulo los valores obtenidos en la
primera generacion. Los otros puntos siguen siendo los iniciales graficados
en la figura 7.7.

En la figura 7.9, se dan los valores de los mejores individuos por cada
generacion.

Finalmente, el valor maximo de la funcién g(z) = x + 5 * sin(3 x ) + 8 *
cos(5*x)+ 10 fué encontrado en: z = 17.5439 donde g(z) = 38.804736 y, por
lo tanto, f(z)= 28.804736, que se obtuvo en la generacién 24, conservandose
hasta la 50.

En la figura 7.10 se grafica el valor maximo encontrado.

Ahora vemos como se puede extender la codificacién binaria a funciones
multivariadas.
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Figura 7.7: Poblacién inicial.

7.3.5 Ejemplo: Optimizacién de funciones reales de va-
rias variables

Vamos a aplicar un algoritmo genético para calcular el valor maximo de la
siguiente funcién en el cuadrado [0,20] x [0,20] del plano:

f(x,y) = [t+5xsin(3*x) +8*cos(5xx)+y+5*sin(3xy)+8x*cos(5xy)]/2

Se muestra la gréfica de la funcién en la figura 7.11; como se puede
apreciar, la funcién tiene varios méaximos locales en el rango [0,20] x [0,20] y
sabemos, por el Ejemplo 1, que el méximo global es de 28.804736 se encontré
en (17.5439, 17.5439).

Si requiere de varias variables para describir un cromosoma, podemos
codificar cada una de éstas como una cadena binaria aislada y luego concate-
narlas para producir el cromosoma. En el ejemplo actual, hay dos variables,
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40 T T T T T T T T T

351

25+ -

Figura 7.8: Valores obtenidos en la primera generacion.
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Figura 7.9: Evolucién de las mejores soluciones encontradas por el algoritmo.

y para obtener una precisién de 6 digitos después del punto decimal, habra
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25+ &

Figura 7.10: Valor maximo.

que usar 25 bits por cada variable, o sea, cromosomas con 50 bits en total.

Ahora, podemos proceder como en el Ejemplo 1, definiendo los pardme-
tros: tamano de la poblacion, criterio de terminacién, y las probabilidades de
cruzamiento y mutacién. Esta vez, tomamos el tamano de poblacién igual
a 20, con 200 iteraciones, P.=0.99 y P,,=0.05. En este caso tenemos que
asegurar que la funcién no tiene valores negativos, por lo tanto usamos la
funcién f(x,y)+ 10 y al final restamos el 10 para obtener el verdadero valor
de la funcién. Estos son los valores mostrados en las figuras 7.12 y 7.13.

En la figura 7.12 se muestra los mejores valores obtenido durante la co-
rrida. El valor 6ptimo de la funcién encontrado es 28.801455 en el punto
(17.5382, 17.5387).

Debido a que los resultados obtenidos dependen de los parametros escogi-
dos, vamos a repetir las corridas para ilustrar esta variacion en los resultados.
Los mejores valores obtenidos en 10 diferentes corridas fueron: 28.801455,
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Figura 7.11: f(z,y) =[x+ 5*sin(3*x) 4+ 8*cos(h*x) +y+H*sin(3xy) +
8 x cos(5 * y)]/2.

28.804735, 28.697641, 28.801376, 28.802042, 28.803342, 28.804734, 28.804247.
28.802126, 28.697644. Se muestran estos valores en la figura 7.13.

Una forma muy comun de reportar el desempeno de un algoritmo heuristi-

co es mediante la mejor aptitud promedio obtenida, que se define de la
siguiente manera:

1. Medir la mejor aptitud encontrada después de un nimero fijo de itera-
ciones.

2. Tomar el promedio de los mejores valores después de muchas corridas.

La mejor aptitud promedio obtenido en las 10 corridas es 28.781934.
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Figura 7.13: Los mejores valores obtenidos en 10 corridas del algoritmo
genético.

7.3.6 Ejemplo: Agente Viajero.

Otro ejemplo tipico de optimizacién es el que se mencioné en el capitulo
3 como NP, y es la del agente viajero. Recordando el problema: dadas n
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ciudades que tiene que visitar un vendedor, encontrar el camino mas cato
para que, partiendo de una de ellas, visitarlas todas sin pasar mas de wna
vez por cada una y volviendo, finalmente, a la ciudad de partida.

En una representacién binaria de n ciudades, cada ciudad puede ser co-
dificada como una cadena de logon bits; un cromosoma es una cadena de
n * logan bits, es decir, cada cromosoma representa un recorrido par: el
agente viajero. Existe una serie de problemas con los operadores genétros
descritos en los ejemplos anteriores, para la solucién de este ejemplo. En wna
mutacién puede resultar una secuencia de ciudades la cual no es un recorido
valido ya que se puede tener la misma ciudad dos veces dentro de la misna
secuencia; por otro lado, con 20 ciudades, donde se necesitan 5 bits pra
representar una ciudad, algunas secuencias no corresponden a alguna ciudad
valida, por ejemplo 10101, ya que debido a que sélo existen 20 ciudades este
numero binario representaria la ciudad 21; similares problemas se presenan
con el cruzamiento.

Tomando en cuenta estas dificultades, puede ser mas conveniente acp-
tar un enfoque diferente del algoritmo genético tradicional en términos d: la
codificacién y de los operadores empleados. Por ejemplo, en lugar de ma
codificacién con numeros binarios, podemos utilizar una codificacion -on
nmimeros enteros, que representan una enumeracién de las ciudades qu: el
agente visita. Para el caso de 8 ciudades, podemos representar un crono-
soma con un ciclo de la forma (24 51 3 8 6 7), que significa que el agamte
visitara las 8 ciudades en el orden 2-4-5-1-3-8-6-7-2. La aptitud para ste
cromosoma seria la distancia total de este recorrido de ciudades.

Con esta representacion tenemos que modificar los operadores genétcos
de cruzamiento y mutacion; se han desarrollado muchos diferentes (c.f. [30],
[69]), y aqui mencionamos dos, nada més, uno para cruzamiento y uno jara
mutacion.

(a) Cruzamiento por ciclos (en inglés, cycle crossover o CX): Escogenos
dos cromosomas padres, y vamos a recombinarlos en dos cromosomas hips.

pr=(312645798),py=(4521876093)

Ahora, empezando con el primer elemento de p;, 3 en este caso, venos
cual es el elemento correspondiente en la misma posicion abajo en ps, wqui
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es 4. Luego, encontramos 4 en p; y buscamos el elemento abajo, que es 8.
De esta forma obtenemos el ciclo 3-4-8-3. Pongamos estos valores en el hijo,
h,. donde r significa que todavia no sabemos el valor:

hy =3xxx4xxx8)
Despusés, se llena los valores faltantes usando ps:

hy=(352147698)
De forma similar, se obtiene hs:

hy=(412685793)

(b) Mutacion por inversion: se escoge una subcadena aleatoria y la in-
vierte. Si p; es el cromosoma

Pr=0312645798)
y se escoge la subcadena ‘4 5 7 9’, obtenemos el nuevo cromosoma:

hy=(3126975428)

Vemos que ambos operadores producen cromosomas validos.

(c) Método de seleccion por ordenamiento exponencial: aunque podemos
usar el método de la ruleta para la seleccién, vamos a introducir otro basado
en ordenamiento exponencial [54]. La razén para utilizar otros métodos
de seleccién es para evitar que los cromosomas con alta aptitud dominen
demasiado rapido.

El nuevo método funciona dando un valor de seleccion a cada cromosoma
basada en su orden entre la poblacion. Se realiza de la siguiente manera:

1. Primero, se ordena la poblacién de mejor aptitud a peor aptitud.

2. Asigna 1 al mejor cromosoma, s al segundo, s al tercero, y asi sucesi-
vamente hasta el tltimo que recibe sV 1.
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Esto significa que la probabilidad de escoger el r-ésimo cromosoma es:

1_5 gr_l
1 —sN" 7

donde r es el orden del cromosoma en la poblacién, r = 1 es el mejor.

En la figura 7.14, vemos que aplicando este criterio a los datos de la tabla
7.1, con s = 0.92, y comparando con la figura 7.1 (que fue obtenida usando las
aptitudes), los 3 cromosomas con peores aptitudes aumenta su probabilidad
de ser escogidos en el proceso de seleccion, mientras que los 3 cromosomas con
mejores aptitudes tienen menor probabilidad de ser escogidos. Cambiando
el valor de s se modificaran los porcentajes de los cromosomas.

13%

19%

16%

20% 15%

Figura 7.14: Los porcentajes asignados a los mismos seis cromosomas de la
tabla 7.1, con s=0.92.

Vamos a aplicar los operadores genéticos descritos arriba en el problema
del agente viajero. Para el ejemplo, tomamos el caso de 8 ciudades, que estan
organizadas en la forma mostrada en la figura 7.15. La distancia total para
el recorrido mas pequeno es de 96.5685 unidades.

Atn con el método de seleccién por ordenamiento exponencial, requeri-
mos maximizar la funcién de aptitud, en este caso trabajamos con el valor
negativo del recorrido total del cromosoma.

Para medir la evolucién de la poblacién, vamos a reportar, por cada ge-
neracion, la mejor aptitud, la aptitud promedio v la desviacion estandar;
usamos las siguientes formulas para las iltimas dos:
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Figura 7.15: Ciudades escogidas para el ejemplo con el recorrido mas corto.
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La desviacion estandar indica la variacion de aptitudes en la poblacion
actual.

La figura 7.16 muestra los mejores valores y los valores promedios obteni-
dos en una corrida de 200 generaciones. Vemos que el mejor valor fue -96.5685
(de hecho el verdadero valor éptimo) logrado en la sexta generacion, y el valor
promedio coincide con el mejor en la doceava generacion.

Vemos el efecto del método de seleccion mediante los valores de la desvia-
cién estandar en cada generacion.

7.4 Estrategias Evolutivas

Las estrategias evolutivas fueron desarrollas en la década de 1960 en Ale-
mania por Bienert, Rechenberg, y Schwefel, para atacar el problema de en-
contrar la forma dptima de cuerpos sujetos a viento, el cual es un problema
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Figura 7.16: Los mejores valores y los valores promedios por cada iteracion.
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Figura 7.17: La desviacién estandar en cada iteracion.

de optimizacion numérica. Las diferencias principales entre estrategias evo-
lutivas y algoritmos genéticos radican en que las estrategias, directamente,
usan vectores de nimeros reales en lugar de cadenas binarias, e incorporan
los operadores de selecciéon y mutacion, pero no cruzamiento.

7.4.1 Algoritmos (uz + A)-ES y (u,A\)-ES

Generalmente, una estrategia evolutiva empieza con u > 0 ‘padres’ en la
poblacién que inicialmente estdn escogidos aleatoriamente. Aqui la termi-
nologia usada es ‘padre’ o ‘hijo’, en lugar de ‘cromosoma’ para el caso de un
AG. Otra vez, el padre o hijo codifica una solucién posible al problema de
optimizacion, generalmente como un vector de nimeros reales. Se refiere al
caso (u + A)-ES, cuando los padres producen A hijos, mediante un solo o-
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perador genético aplicado en el proceso de evolucién, denominado mutacién.
Luego se toma los p mejores, segun sus aptitudes, de los (u + A) padres e
hijos para forma la siguiente poblacién c.f. [52]. Realmente esta seleccion
es una sobrevivencia de los mds aptos y, automaticamente, incorpora la idea
de elitismo, mencionado anteriormente. Esto se muestra en la figura 7.18.
También existe una variante, llamada (i,A)-ES, donde se crean X hijos con
mutacion, v los p mejores de ellos son escogidos. Aqui, ningiin padre sobre-
vive.

Pob. Inicial con p padres

Generar A hijos

Evaluar padres e hijos

Elegir los p mejores

Mejor Solucién Terminacién

Si No

Figura 7.18: Un algoritmo (u + A)-ES.

7.4.2 Algoritmos (1 + 1)-ES

Al principio, las estrategias evolutivas se basaron en (1+41)-ES, o sea, una
poblacién de un solo individuo que produce un hijo mediante el operador
genético de mutacién. La diferencia con los algoritmos genéticos, fue re-
presentar a un individuo como un vector de niimeros reales, r en R", donde
el vector x representa una posible solucién en el espacio de busqueda de
la funcién de aptitud. La mutacién se lleva a cabo remplazando a z por
x + 9, donde ¢ es un vector de nimeros aleatorios de la distribuciéon normal
o gaussiana, N(0, 0?), con media igual a cero y desviaciones estandares o;,
it = 1,...,n. Esta convencién se di6 debido a que en la evolucién natural
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Los parametros de entrada son: el nimero de padres, p, el nimero de
hijos, A, tipo de mutacién y la condicién para la terminacion.

Comienza
inicializa la poblacion
repetir

comienza

aplicar mutacién a ciertos padres de la poblacion
evalia los padres e hijos

elegir los 1 mejores

termina
hasta condicion de terminacion
devuelve la solucién mas apta en la poblacién

termina

Figura 7.19: Pseudocédigo para un algoritmo (p + A)-ES.

ocurren mas a menudo pequenos cambios en lugar de cambios drasticos. Se
acepta el resultado de la mutacién como un nuevo miembro de la poblacion
remplazando a su padre siempre y cuando tenga mejor aptitud que éste, es
decir, sea f la funcién objetivo, el hijo, = + J, reemplaza a su padre z si
f(x 4+ 6) > f(z). En otro caso el hijo se elimina y la poblacién se mantiene
sin cambios.

7.4.3 Ejemplo: Optimizaciéon de funciones reales con
un algoritmo (141)-ES

Otra vez buscamos el valor mdximo de la funcion:

flx) =z +5*sin(3*x)+ 8xcos(5x*x)
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en el intervalo [0,20], pero esta vez usando una estrategia evolutiva. Por el
funcionamiento del algoritmo (1+1)-ES, no es necesario que la funcién sea
positiva, como en el ejemplo 7.3.4.

Inicialmente, escogemos un nimero aleatorio en el intervalo [0,20] para
ser el primer padre. Luego, cuando aplicamos el operador de mutacién gaus-
siana, tenemos cuidado en no permitir que el hijo salga del intervalo [0,20].
de las soluciones factibles. Si en algin momento el nuevo valor rebasa el
limite inferior o superior del intervalo, entonces asignamos el valor de 0 o 20,
respectivamente.

Vamos a tomar el criterio de terminacién de 500 iteraciones, y la desvia-
cion estandar de la distribuciéon como o = (.01, 0.05, 0.1, 0.5, 1.0, 1.5. 2.0,
3.0 de manera sucesiva en corridas independientes.

Los mejores valores encontrados para los diferentes valores de o se mues-
tran en la tabla 7.3. Habiamos visto que el mejor valor encontrado ante-
riormente era 28.8023 en el punto 17.5393. En el caso actual, vemos que
los valores de ¢ mas grandes son los que dan los mejores resultados. Pode-
mos ver, que cuando el valor de la funcién es en un maximo local, digamos
x, se requiere una perturbacién § de la distribucién gaussiana, N(0, o2). lo
suficientemente grande para que el hijo, x + §, puede alejarse y obtener un
aptitud mayor; de otra forma, se queda atrapado en el maximo local. Por
ejemplo, si el valor del padre fuera 0, entonces para salir de este maximo local
obteniendo un hijo con mayor aptitud, se requiere una perturbacién con un
valor mayor a 2 (c.f. figura 7.20). Ahora se sabe que para obtener un valor
positivo aleatorio de la distribucién normal que cae a mas de tres desviaciones
estandares de la media (aqui 0), requiere una probabilidad menor de 0.002,
un valor ‘poco probable’ porque ocurre aproximadamente 2 veces en 1000
intentos. Esto significa que si 0 = 0.1, para tres desviaciones estandares, 3o
= 0.3 es muy poco probable que una perturbaciéon puede lograr escapar del
maximo local de 0.

A pesar de las dltimas observaciones del ejemplo, es posible mostrar que
para funciones continuas y definidas en intervalos cerrados con la desviacién
estandar fija, se encontrara el 6ptimo global con probabilidad de 1 para tiem-
pos de busqueda suficientemente largos c.f. [12]. Sin embargo, de no proveer
ninguna pista sobre, por ejemplo, el nimero de generaciones necesarias, se
limita su relevancia en la practica. En [43] se encuentran algunas respuestas
a este tema.
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Desviacion Estandar o | Mejor punto | Mejor aptitud
0.01 8.8197 21.6171
0.05 18.9294 27.4866
0.1 16.3729 19.6820
0.5 17.5420 28.8044
1.0 17.5439 28.8047
1.5 17.5868 28.5957
2.0 17.5300 28.7831
3.0 17.5573 28.7843

Tabla 7.3: Los mejores aptitudes encontrados con los diferentes valores de o.
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Figura 7.20: Gréfica de la funcién en el intervalo [0,3].

7.4.4 Adaptacion determinista de los parametros

Cuando se permite que la desviacién estandar cambia periddicamente en el
algoritmo, es conocido como auto-adaptacion. Rechenberg propuso la si-
guiente regla heuristica para modificar el valor de la desviacién estandar, o,
conocida como ‘la regla de éxito 1/5’, durante los algoritmos (1+1)-ES: en-
cuentra el porcentaje, p,, de mutaciones que tuvieron mayores aptitudes que
sus padres (consideradas como exitosas) en alrededor de 10n experimentos,
donde n es la dimension de z. Entonces, con ¢ = 0.85, se modifica o de la
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siguiente forma:

o=o0o/c st ps > 1/5,
og=cr 8 P, <€ 1/5,
og=0 8 p,=1/5.
La auto-adaptacion puede mejorar el desempeiio de un algoritmo, pero
no garantiza su convergencia a un optimo global, v de hecho, por razones

similares a los citados en el ejemplo 7.4.3, se puede permanecer en un maximo
local. Greenwood [52] modificé la regla de Rechenberg de la siguiente manera:

o =min(o/c, D) si ps > 1/5,
o=cosi1/20 <p, <1/5,
min(20, D) si p, < 1/20,
o=0 si ps = 1/5,

donde D es el diametro del espacio de bisqueda. La modificacion principal
es cuando p, < 1/20, en este caso se aumenta o, esto ayuda a escapar de
mdximos locales. Con esta regla, [52] demostrdé un teorema de convergencia
al 6ptimo global, con probabilidad uno, para una clase de funciones objetivas
generales.

7.4.5 Ejemplo: Optimizacion de funciones reales con
un algoritmo (1+1)-ES auto-adaptivo.

Repetimos el ejemplo incorporando la regla de [52], con D = 20. Los demaés
pardametros permanecen iguales.

Vemos los resultados de una corrida en la tabla 7.4. En este caso, ain
para valores pequeinios de o, con la auto-adaptacién, se ha podido escapar de
los maximos 6ptimos.

En la figura 7.21, se ve la evolucién de la desviacién estandar cuando se
inicié con el valor de 0.01.
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Desviacién Estandar o | Mejor punto | Mejor aptitud
0.01 17.5174 28.7263
0.05 17.4806 28.3633
0.1 17.5256 28.7671
0.5 17.5370 28.7994
1.0 17.5745 28.6986
1.5 17.6032 28.4056
2.0 17.5894 28.5692
3.0 17.6269 28.0229

Tabla 7.4: Los mejores aptitudes encontrados con los diferentes valores de o.

% 50 100 180 200 250 300 350 400 450 500
Figura 7.21: Evolucién de la desviacion estandar iniciando con o = 0.01.

7.4.6 Adaptacion aleatoria de los parametros de la mu-
tacién

En lugar de utilizar una regla determinista para la auto-adaptacién de los
parametros de mutacién, se puede considerar a los parametros como parte
de la representacién y también codificarlos c.f. [44]. En este caso, la re-
presentacion tiene la forma (z,,...,2,,01,..., 0,), donde (x....,x,) es un
punto en el espacio de busqueda, y (o1, ....0,) son las desviaciones estanda-
res iniciales correspondientes a las mutaciones.
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En el caso mas sencillo, donde cada parametro de mutacién tiene el mismo
. .o ’ ’ 13
valor, o, se obtiene el hijo, (r,,...,z,.0), del padre (zi,...,z,,0) de la
siguiente forma:

’ - n . . .2
1. 0 = oe'®, donde § es un nimero aleatorio de la distribucién normal
N(0,1).

' b 1 p o 5 v W
2. 1, =x;+0, donde § es un nimero aleatorio de la distribucién normal
, ‘
N(0,0).

donde t es una constante fijada por el usuario y, usualmente, proporcional
a —\/1—; Para el caso de desviaciones estandares diferentes, el lector puede

consultar [44].

7.4.7 Maultiples padres

En 7.4.1 se describi6 los algoritmos ( + A)-ES v (u,A)-ES, donde el nimero
de padres e hijos puede ser mayor a 1. En la préctica, es comin tomar el
valor de A mas grande que yu (frecuentemente A = 7u). Recordamos que en
el caso (jt + A)-ES, se generan A hijos a partir de los p padres, utilizando
un operador de mutacion, y después se toma los u mejores de todos para la
siguiente generacién. Para el algoritmo (u,A\)-ES, se toma los ¢ mejores de
los A hijos generados nada mas. y los padres nunca sobreviven.

i, Cudles padres usamos para genera los hijos? No se toma los padres mas
aptos, como es usual para algoritmos genéticos, sino se escogen de manera
aleatoria de la poblacién de individuos.

Ademads, con miuiltiples padres podemos introducir un nuevo operador
llamado recombinacién 6 cruzamiento. Dos maneras comunes de hacerlo
son:

Sean (x1,...,Zy), (Y1,-.-,Yn) dos individuos y formar un nuevo individuo
(21..-.,2,) segun:

1. recombinacion discreta: cada z; es ; o ¥;.

2. recombinacién intermedia: z; = (—”—;’y—’)

Nota: como hemos visto en 7.4.6, un individuo puede incluir parametros
también.
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7.5 Programa Evolutivo de Cromosomas de
Longitud Variable

En los métodos discutidos hasta el momento, se ha visto que éstos involu-
cran una poblaciéon que consiste en una coleccion de posibles soluciones al
problema bajo consideracion, llamados cromosomas o padres. Mas ain, se
ha supuesto que cada una de las soluciones tiene una codificacién como una
cadena binaria o un vector, todos con los mismos tamanos o dimensiones.
Sin embargo, hay problemas para los cuales las posibles soluciones pueden
tener una codificacién donde es mas natural que los tamanos pueden variar.
Este tipo de formulacion se conoce como cromosomas de longitud variable.
En la presente seccion, vamos a considerar un problema de aprendizaje en los
perceptrones multicapa donde es conveniente adoptar una codificacion con
cromosomas de longitud variable.

7.5.1 Aprendizaje en los perceptrones multicapa (PMC)

En el capitulo 3, se introdujo los PMC y se consider6 problemas de apren-
dizaje como los siguientes: Dado un conjunto de vectores X = {(xy,d;), ...,
(xn.dn)} con x; en R" y d; en R™, para i = 1,..., N, jexisten pesos y
umbrales tal que F(z;) = d; paracada i =1,..., N, donde F' es la funcién
definida por el PMC?

Aqui, vamos a considerar el problema de clasificacion, donde los vectores
en X estan previamente clasificados en una de un nimero finito de clases.
Normalmente las salidas, d;, y la dimension, m, estan codificadas de acuerdo
a esas clases. Esto quiere decir que si existen dos clases se puede trabajar con
un nodo de salida y valores de {0, 1}, donde la salida de la red determina si
pertenece o no a una clase. En el caso de que sean mas clases, cada nodo de
salida represente una clase y al final se “encienda” el nodo que corresponda
a la clase que el PMC encontré como solucion al conjunto de valores de
atributos que se le proporciono.

El problema de clasificaciéon también involucra la determinacién de la
arquitectura del PMC, o sea:

1. Numero de nodos de entrada asi como los de salida.

2. Numero de capas ocultas.
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3. Numero de nodos ocultos para cada capa oculta.

Para la solucion del problema de aprendizaje, algunos de estos aspectos
se definen automaticamente. Normalmente el nimero de nodos de entrada
queda determinado por el nimero de atributos que aparecen en el problema
a resolver, y el nimero de nodos de salida lo define el nimero de atribu-
tos que aparecen en las salidas (en el problema mencionado arriba, n y m,
respectivamente).

Con respecto al mimero de capas ocultas, se ha demostrado que los PMC
con una capa oculta tienen la capacidad de aproximar uniformemente, con
cualquier grado de precision, funciones continuas multivariadas [55], aunque
sin decir cuantos nodos ocultos requieren. Por lo tanto, con este resultado
consideremos PMC con una capa oculta.

Queda entonces la determinacion de los nodos ocultos. Como no hay
un método para escoger los nodos ocultos, una forma comin de proceder
es mediante un proceso tardado de acierto y error, intentar con diferentes
valores y ver cual PMC da mejores resultados, después de encontrar sus pesos
en cada caso. Para encontrar los pesos numéricos habitualmente se hace uso
del algoritmo de retropropagacion. Este algoritmo se basa en el método de
gradiente descendente y requiere una funcién de transferencia diferenciable,
asi como de fijar ciertos parametros como la tasa de aprendizaje.

Esta forma de determinar el nimero de nodos ocultos es muy engorrosa, se
podria pensar en escoger un numero grande de nodos ocultos; sin embargo,
esto ocasionaria un problema importante para el caso de clasificaciéon que
vamos a considerar. El propédsito del PMC es fungir como un clasificador para
predecir si un ejemplo pertenece o no a una clase. Lo importante, entonces,
es lo que se llama “su poder de generalizacién” sobre los casos nuevos, es
decir, qué tan bien clasifica sobre casos no vistos previamente. Cuando el
nimero de nodos ocultos es demasiado grande, puede ocurrir un fenémeno
donde el PMC clasifica muy bien sobre los ejemplos conocidos que se usaron
para determinar los pesos, pero no sobre nuevos ejemplos. Lo idéneo seria
adoptar otro enfoque en la determinacion de un PMC que podria especificar
todos los pardmetros involucrados simultaneamente, tanto la arquitectura
como los pesos numéricos. Es aqui donde entra la computacion evolutiva
para la solucion a este problema.

Para resolver el problema de la determinacion de la arquitectura, y en-
contrar los pesos y umbrales requeridos de un PMC, se han realizado varios



224 BUSQUEDA Y EXPLORACION ESTOCASTICA

trabajos de investigacién dedicados a aplicar ideas evolutivas que han pro-
ducido buenos resultados (c.f. [84], [9]. [50]. [112], [113], [77], [78]. y [114]).
No todos usan cromosomas de longitud variable, y el tema sigue siendo vi-
gente en la investigacion.

A continuacién se describe un programa evolutivo con cromosomas de
longitud variable, y su aplicacién a la determinacién de los pesos y la arqui-
tectura de un PMC para la solucién de problemas de clasificacién (c.f. [77],
[78]).

7.5.2 Descripcion del programa evolutivo de cromoso-
mas de longitud variable

Para aplicar un programa evolutivo en un caso concreto, primero hay que
decidir como se va a modelar el problema; esto implica la codificacion de las
soluciones potenciales del problema. En nuestro caso, la idea del programa
evolutivo es definir una poblacién de cromosomas en donde cada cromosoma
represente un PMC. Consideremos al PMC con una sola capa oculta donde el
numero de nodos ocultos pueden variar. El nimero de nodos de entrada y de
salida son constantes, dependiendo del problema considerado. Un cromosoma
debera codificar el nimero de nodos ocultos que tendra esa capa, y los pesos
que unen a los nodos de entrada con los de la capa oculta, v los de ésta
hacia los nodos de salida, asi como los pesos de los umbrales, o sesgos, que
se definieron en la capa de entrada y en la capa oculta. Esto nos lleva a
la necesidad de considerar cromosomas con una longitud variable. Cada
cromosoma, o PMC, esta implementado como una lista donde cada elemento
de la lista representa conceptualmente un nodo oculto del PMC.

La informacién que se guarda en un elemento de la lista son los valores
de los pesos numéricos sobre las conexiones que llegan al nodo oculto de los
nodos de entrada, y los que salen de los nodos ocultos hacia los nodos de
salida. Un cromosoma tipico se muestra en la figura 7.22 junto con el PMC
que representa.

La poblacién esta guardada en un arreglo de estructuras de tamano n
que define n — 1 cromosomas. La estructura mantiene informacién sobre la
aptitud de cada cromosoma, lo cual se explicara mas adelante, ademas de un
apuntador a la lista del cromosoma. La posicién n del arreglo se utiliza para
dejar el mejor PMC encontrado de una generacion a otra. Véase figura 7.23.
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Figura 7.22: Representacion de un PMC mediante un cromosoma en el pro-
grama evolutivo.

El Algoritmo Principal

El algoritmo comienza con la inicializacién de una poblacién de cromosomas
y la evaluacién de cada uno de sus elementos. El tamano de la poblacién
es fijo, aunque la longitud de cada cromosoma puede variar. La poblacién
evoluciona varias generaciones aplicando los operadores de seleccién para
escoger la nueva poblacion, la mutacion estructural para modificar el niimero
de nodos en un cromosoma, y la mutacién de los pesos.

A continuacion se describen los operadores con mayor detalle.

Inicializacion de la Poblacién

Una funcidn inicializa cada elemento de la poblacién de la siguiente manera:
el nimero de nodos ocultos representados en cada cromosoma se generan de
manera aleatoria, cuidando que no exceda un nimero maximo definido por
el usuario. De igual manera los pesos de cada nodo se inicializan de forma
aleatoria con valores entre -1 y 1.
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POBLACION
struct Genotype{
Nodo_oculto* crom, nmax
float  ap_sesg[NSAL]; aptitud
int  nmax, relaptitud TAMARNO
float aptitud, acumaptitud POBLAC.
float relaptitud, ap_sesg[w7]
float acumaptitud, *crom |
}
struct Genotype™ poblacion[tamafio+1] ;

w3 [w3]

=
|
=
]
==

struct Nodo_oculto {

float peso[NENT+NSAL];
Nodo_oculto* Sig_hor;
}

2

Figura 7.23: Estructuras de datos del programa evolutivo.

Funcién de Aptitud

La funcién de aptitud debe indicar la aptitud de cada cromosoma, que en
nuestro contexto significa qué tan bien el PMC, correspondiente al cromo-
soma, clasifica un conjunto de datos. Consideremos dos diferentes maneras
de calcular ésta funcién, aunque hay otras posibilidades. Para explicarlas
hay que definir la manera exacta en la cual un PMC calcula su salida. En el
caso del PMC de la figura 7.22, la entrada a cada uno de los nodos ocultos es

el producto interno del vector de los pesos entrando en el nodo con el vector
(1,21, r3), dando:

-0.12 4+ 0.074 * 1 + 0.017 * x5,
-0.59 + 0.146 * x; + 0.937 * 5.
La funcién de transferencia que se ocupa es la funcion sigmoide definida de

la siguiente manera: f(u = +exp . Se aplica esta funcién de transferencia
para calcular la salida de ca(id uno de los nodos ocultos dando:

= f(-0.12 4+ 0.074 x 21 + 0.017 * x5),
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2y = f(-0.59 + 0.146 * x; + 0.937 * x)

Finalmente, para calcular la salida del nodo en la capa de salida, se vuelve
a aplicar la funcién de transferencia al producto interno del vector de los pesos
que entran en el nodo con el vector (1, z1, 23), dando:

y1 = f((0.7 - 0.7% 2y — 0.9 * 25).

La funcién de aptitud se basa en el error cuadratico medio, ECM, que
comunmente se usa en el algoritmo de retropropagacion para determinar el
error. Bl ECM se define de la siguiente manera:

N

1 2
ECM =53 (i —d)

i=1

donde la suma es sobre todos los patrones de los datos, y; es la salida del
PMC para el patrén ¢, calculado como se describié anteriormente, y d; es la
salida deseada, que seria el valor que queremos asociar con el patrén. Como
se quiere minimizar la funciéon ECM, en el programa evolutivo se modifica la
funcién para que tenga valores positivos y sea un problema de maximizacion.

Es interesante notar que el enfoque de programas evolutivos permite el uso
de funciones de aptitud y transferencia que no son necesariamente continuas.
Por ejemplo, otra funcién muy importante para problemas de clasificacién
calcula cuantos errores tiene el PMC al clasificar, es decir, cuantos datos
estan mal clasificados. Esta es una ventaja del programa evolutivo sobre el
algoritmo de retropropagacion para un PMC.

El campo de aptitud en la estructura de datos corresponde al valor de la
funcién de aptitud.

Seleccién de la Nueva Poblaciéon

Para escoger una nueva poblacion se aplica el método de la rueda de la ruleta
(c.f. 7.3.1); sin embargo, es importante mencionar que no es el inico método
que existe. La aptitud relativa y la acumulada son campos de la estructura
que se guardan en el arreglo (figura 7.23).
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Mutacion Estructural

Es necesario tener al menos un operador que pueda cambiar el tamano de los
cromosomas; si no fuera asi, el nimero de nodos ocultos en cada cromosoma,
quedaria igual al nimero con el cual fue inicializado. Esto es importante de
acuerdo a nuestra meta de encontrar simultdneamente la arquitectura y los
pesos mas adecuados de un PMC para resolver un problema de clasificacién.
El programa evolutivo utiliza dos operadores, Adicionar y Eliminar, definidos
como sigue:

1. Adicionar, se encarga de aumentar un nodo oculto al cromosoma en
cuestion inicializando sus pesos con 0. Se valida que al aumentar este
nodo no sobrepase el nimero méaximo de nodos permitidos por el usua-
rio; si ya se tiene ese nimero maximo no se anade otro nodo. Este
nodo se incorpora al final de la lista y se hace de acuerdo a un nimero
generado de forma aleatoria: si éste es menor a una probabilidad de
adicion definida por el usuario se adiciona el nodo, en otro caso no se
hace ningiin cambio al cromosoma.

2. Eliminar, para equilibrar el efecto que pudiera tener la funcién Adi-
cionar, y para reducir el nimero de nodos ocultos en un cromosoma, se
define otro operador de nombre Eliminar. De forma similar se genera
un numero aleatorio y se compara con la probabilidad de eliminacién
definida por el usuario, si dicho niimero es menor se elimina el primer
nodo de la lista del cromosoma en cuestién.

En los dos casos se reduce linealmente el parametro de probabilidad de su
valor inicial a un valor pequeno definido por el usuario, conforme evoluciona
el algoritmo; con esto, al final de la corrida no es necesario modificar la
arquitectura del PMC.

Mutacién Paramétrica

Para modificar los pesos de un cromosoma, se aplica un operador a los pesos
de un nodo oculto del cromosoma. Esto quiere decir que para cada nodo
oculto de un cromosoma se genera un nimero aleatorio y si éste es menor a
la probabilidad de mutacién definida por el usuario, se modifican los pesos
agrupados en el nodo; en caso contrario se conserva el mismo valor de los pe-
sos. Si se decide cambiar el valor de un peso se le agrega el valor generado por
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una distribucién gaussiana, con media 0 y varianza definida por el usuario.
La varianza estd reducida linealmente conforme evoluciona el algoritmo; esto
se hace para evitar perturbaciones grandes a los pesos lo cual no es benéfico
al final de la corrida.

Guardar el mejor cromosoma

El cometido de este elitismo es asegurar que el mejor cromosoma encontrado
sobreviva de una generacién a otra. En el programa evolutivo, si el cromo-
soma con mejor aptitud de la poblacién actual supera al seleccionado en la
poblacién anterior, éste es reemplazado, conservando siempre al mejor cro-
mosoma de una generacién a otra. En otro caso reemplaza el peor cromosoma
de la poblacién actual con el mejor de la generacion anterior.

El algoritmo principal del programa evolutivo se muestra en el cuadro
7.24.

Ahora, vamos a aplicar el programa evolutivo descrito en 7.5.2 a varios
problemas de clasificacion.

7.5.3 Ejemplo: Clasificacion mediante un PMC defini-
do por un programa evolutivo

A continuacién, se describen seis bases de datos con las cuales se probé el
desempeno del programa evolutivo propuesto, después de su descripcién se
muestran los resultados obtenidos en cada una de estas bases de datos.

Descripcién de las bases de datos

Las bases de datos tienen diferentes grados de complejidad en la clasificacion
de sus datos ademas de tener diferente niimero de ejemplos, de atributos y
clases.

1. Base de datos IRIS

Base de datos creada por R. A. Fisher y donada por Michael Marshall
en julio de 1988 [109]. Esta base de datos es quizd, la més conocida en
la literatura de reconocimiento de patrones. Consta de 150 ejemplos,
3 clases y 4 atributos, la distribucién de los ejemplos es 50 ejemplos
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Comienza

Generacion=0

Inicializar la poblacion

Evaluar cada cromosoma

Guardar el mejor cromosoma
Mientras (generacion < MAXGENS)
Comienza

Seleccionar la nueva poblacion
Aplicar Mutacion Estructural
Aplicar Mutacién de los pesos
Evaluar cada cromosoma
Guardar el mejor cromosoma
Generacion=Generacion+1

termina

termina

Figura 7.24: Algoritmo Principal del Programa Evolutivo.

para cada clase. No se cuentan con datos faltantes. Cada clase se
refiere a un tipo de planta iris, las cuales son las siguientes: iris setosa,
iris versicolor e iris virginica. Una clase (iris setosa) es linealmente
separable de las otras dos, (es decir, separable mediante un hiperplano),
lo cual se puede observar en la figura 7.25; sin embargo, la clase iris
versicolor e iris virginica cuentan con ejemplos traslapados evitando ser
linealmente separables entre si. Los atributos son el largo y ancho del
sépalo y el largo y ancho del pétalo.

En [31] se reporta el 100% de clasificacién de la clase iris setosa y muy
pocos ejemplos mal clasificados para el resto de las clases.
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Figura 7.25: Grafica de las clases del ejemplo de IRIS.

2. Base de datos de los indios PIMA

Base de datos original del Instituto Nacional de Diabetes y Enfer-
medades del Rinén y Digestivas su donante: Vincent Sigillito, Ap-
plied Physics Laboratory, The Johns Hopkins University, su fecha de
recepcion es del 9 de mayo de 1990, [109].

En esta base de datos se determinaron algunas restricciones las cuales se
mencionan a continuacion; de la base de datos original se seleccionaron
todos los pacientes del sexo femenino de al menos 21 anos de edad y
descendentes de la tribu de indios Pima. Cuenta con 768 ejemplos y
aunque no se reportan datos faltantes, al examinar la base de datos
se encuentran una gran cantidad de ejemplos con atributos sin valor,
reduciendo la base de datos a 336 ejemplos, cuya distribucién es la
siguiente: 225 ejemplos corresponden a la clase 1 (prueba de diabetes
positiva) y 111 a la clase 0 (prueba de diabetes negativa). El nimero de
atributos es de 8 y cuenta con dos clases, como ya se habia mencionado.

Los atributos son los siguientes:

(a) Numero de embarazos.

(b) Concentracién de glucosa en plasma a dos horas en una prueba de
tolerancia oral a la glucosa.
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(c) Presién sanguinea diastélica (mm Hg).
(d) Medicién del pliegue en el triceps (mm).
e) Insulina en Serum 2 horas (mu U/ml).

f
g) Funcion de pedigree de diabetes.

(
(
(
(

)
)
)
) Indice de masa corpdrea (peso en Kg/(estatura en m)?).
)
)

h) Edad (afos).

En [99] reportan, utilizando un algoritmo de aprendizaje denominado
ADAP, el 76% de aciertos sobre los datos de prueba.

Desordenes Cardiacos

Esta base de datos es compilada originalmente en la Cleveland Clinic
Foundation y suministrada por Robert Detran M.D.. Ph. D. Del V. A.
Medical Center, Long Beach CA, es parte de una coleccion de datos de
la Universidad de California recolectada por David Aha [109].

El propédsito de esta base de datos es predecir la presencia o ausencia
de enfermedad cardiaca dados los resultados de varias pruebas médicas
llevadas a cabo sobre el paciente. La base de datos posee 13 atributos
que fueron extraidos de un conjunto mayor de 75. Los 13 atributos son
los siguientes:

1: Edad.

Sexo.

Dolor de pecho (4 valores).

Presién sanguinea en reposos.

Colesterol (mg/dl).

Nivel de aztcar en sangre > 120mg/dl (en ayunas).
Resultados electrocardiograficos en reposo (valores 0,1,2).

Maéxima frecuencia cardiaca alcanzada.

£ 0 N & o 9N

Angina inducida por ejercicio.

10: Depresion del segmento ST inducida por ejercicio con respecto al
reposo.
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11: Pendiente del segmento ST (pico del ejercicio).

12: Numero de vasos mayores coloreados por fluoroscopia (0-3).

13: Thal.: 3=normal, 6=defecto fijo, 7=defecto reversible.

El conjunto de datos original contenia 303 ejemplos, pero algunos fueron
descartados quedando tan solo 270, y existen dos clases: presencia o
ausencia de enfermedad cardiaca. La distribucién de ejemplos de cada
clase es la siguiente: 150 ejemplos son sanos lo cual corresponde al

55.56% del total y 120 ejemplos corresponden a la clase de enfermos lo
cual equivale a un 44.44% del total.

Los mejores resultados publicados en [50] sobre esta base de datos es
del 81% de aciertos sobre los datos de prueba utilizando un algoritmo
hibrido (algoritmo genético y retropropagacién), y del 77.5% utilizando
unicamente un algoritmo genético.

4. Base de datos Peterson Barney

Peterson Barney es una base de datos que reporta las cuatro primeras
formantes generadas por la senal de la voz de 33 hombres, 28 mujeres y
15 ninos, teniendo un total de 76 personas produciendo dos repeticiones
de 10 vocales, obteniendo asi 1520 muestras de voz en el idioma inglés
[46].

Las vocales generadas son las siguientes:

1 IY [i]

2 IH []]

3 EH [e]

4 AE [ae]
5 AH [7]
6 AA [a].
7 AO [o]
8 UH [U]
9 UW [y
10 ER [3]
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Existen ejemplos en la base de datos donde los expertos no logran
identificar a que vocal pertenecen por lo tanto estos han sido eliminados.
Para probar el algoritmo propuesto se escogieron los ejemplos de las dos
vocales mas dificiles de clasificar: UH y UW debido al gran traslape de
sus datos. En la Figura 7.26 se muestra su distribucion. y se decidié eli-
minar el primer atributo ya que se considera F1, F2 y F3 las formantes
con mayor informacion.

1800
1600 -
1400 -
1200 -
1000 -
F2 800 -
600 -
400 -
200 -

0 200 400 600 800
F1

¢ UH m UW

Figura 7.26: Ejemplo de la base de datos Peterson Barney.

Del total de ejemplos de la base de datos original se tomaron 275, de
los cuales 132 corresponden a la clase UH y 143 a la clase UW.

Localizacion de proteinas

Esta base de datos es creada por Kenta Nakai del Institue of Molecular
and Cellular Biology Osaka, University y donada por Paul Horton en
1996 [109]. Consta de 336 ejemplos y siete atributos, los cuales se
mencionan a continuacion:

1. mcg: método McGeoch’s para el reconocimiento de la senal de
secuencia.

2. gvh: método von Heijne's para el reconocimiento de la senal de
secuencia.
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3. lip: consenso para la secuencia de la senal von Heijne’s Signal Pep-
tidase II.

4. chg: Presencia de carga para prediccion de lipoproteinas.

5. aac: Puntuacién del andlisis discriminante del contenido aminoacido
de la membrana externa y proteinas periplamica.

6. alml: puntuacion del programa ALOM.
7. alm2: puntuacién del programa ALOM después de excluir la region

para la senal de la secuencia.

No existen valores faltantes. Las clases son el sitio de localizacién
de proteinas,y son ocho que a continuacion se mencionan con la dis-
tribucién de los ejemplos:

cp (citoplasma) 143,

im (membrana interior sin senal de secuencia) 77,

pp (perisplasma) 52,

imU (menbrana interna, sin hendidura en la senal de secuencia) 35,
om (membrana externa) 20,

omL (membrana externa lipoproteina) 5,

imL (membrana interna lipoproteina) 2,

imS (membrana interna, con hendidura en la senal de secuencia) 2.
En [59] se reporta un 81% de aciertos con un modelo probabilistico y

un porcentaje similar con un arbol de decisién binario y un clasificador
Bayesiano

6. Reconocimiento de vino

Creada por el Instituto de Farmacéutica y Analisis y Tecnologia de la
Comida en Italia y dada de alta en 1998 por C. Blake [13]. Estos datos
son los resultados de un anélisis quimico de vinos de la misma regién
de Italia, pero derivado de diferentes cultivos de arboles. El andlisis
determina 13 componentes encontrados en cada uno de los tipos de
arboles de vinos.

Los atributos son estos 13 componentes y se enlistan a continuacion:
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1
2
3

Alcohol,
Malic acid,

5) Magnesio,
6) Total phenols,

7) Flavanoids,

)
)
) as
4) Alcalinity of ash,
)
)
)
8) Nonflavanoid phenols,
9) Proanthocyanins,
10) Intensidad del color,
11) Matiz,
12) OD280/0D315 de vinos diluidos,
13) Proline.
Existen 3 clases cuyo nombre no es reportado y su distribucion es la
siguiente:
Clase 1 59 ejemplos,
Clase 2 71 ejemplos,
Clase 3 48 ejemplos.

En total 178 ejemplos con ningin valor faltante.

Aplicando varios algoritmos para su clasificacién se reportan los si-
guientes resultados [3]:

Algoritmo Porcentaje de aciertos

RDA 100%
QDA 99.4%
LDA 98.9%

INN 96.1%
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Resultados

Para aplicar el programa evolutivo a cada uno de las seis bases de datos,
separamos cada base en dos conjuntos llamados entrenamiento, E, y prueba,
P. Se aplica el programa evolutivo de 7.5.2 al conjunto E para encontrar la
arquitectura y los pesos y umbrales del PMC. A este PMC se llama el PMC
entrenado. Después, se calcula las salidas de cada patrén en P, utilizando
el PMC entrenado, y se compara estas salidas con su verdadera clase para
encontrar el nimero de patrones correctamente clasificados. Luego se calcula
la tasa de aciertos para P usando la siguiente formula:

" Mimero total - * 100

En las tablas 7.5 y 7.6 se presentan las caracteristicas mas relevantes de
cada base de datos.

Tasa de aciertos =

Nombre | Clasific. | Atrib. | Clases | Num. | Entren. | Prueba | % aciert.
de la BD total reportado
Iris Plantas 4 3 150 105 45 100
Pima Diabetes 8 2 336 235 101 76

(si/no)
Desord. | Corazon 13 2 270 189 81 77.5y 81
cardiac. (si/no)
| Peterson Voz 3 2 275 192 83 -
Barney -
Proteinas | Localiz. 7 8 336 235 101 81
de prot.
Vino Vino 13 3 178 125 53 96 al 100

Tabla 7.5: Caracteristicas relevantes de las bases de datos.

El nimero de ejemplos de entrenamiento corresponde al 70% de los ejem-
plos totales y el 30% restante corresponde a los ejemplos de prueba.

La Tabla 7.6 muestra la distribucion de los ejemplos en las clases.

En la tabla 7.7 se reportan los parametros obtenidos por medio de expe-
rimentacion para el programa evolutivo propuesto: el tamano de la poblacién
para cada base de datos varié en 10, 15 y 20, y el nimero de generaciones para
cada base de datos fueron de 100, 150, 200, 250, 500 y 1000, obteniéndose los
mejores resultados en el tamano de la poblacién y nimero de generaciones
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Base de datos Distribucién de los ejemplos en las clases
Iris 50 ejemplos para cada clase
Pima 111 clase diabetes negativa y225 clase diabetes positiva
Desord. card. 150 clase sanos y 120 clase enfermos
Peterson Barney 132 clase UH y 143 clase UW
Proteinas Minimo 2 ejemplos, maximo 143 son 8 clases
Vino 59 ejemp. Clase 1, 71 ejemp. Clase 2 y 48 ejemp. Clase 3

Tabla 7.6: Numero de ejemplos de las bases de datos.

reportadas; cabe mencionar que a veces no era necesario hacer todas las
combinaciones del niimero de generaciones y tamano de la poblacién ya que
con la experimentacion a veces era muy claro cudles eran los parametros
idéneos.

El nimero méximo de tamano de los cromosomas se obtuvieron también
a base de experimentacién, basdndonos en la complejidad de clasificacion de
cada base de datos se hicieron pruebas con diferentes tamanos obteniéndose
mejores resultados en los reportados.

La tltima columna reporta el tiempo que tardo el programa evolutivo en
ejecutarse con los parametros indicados; el programa se ejecut6 en una PC
pentium, con 32 megas de RAM bajo ambiente Windows.

BD Poblacion | Gener. | Max. tam. | Tiempo
cromosom. | ejecuc.

Iris 10 150 15 25 seg

Pima 15 200 15 60 seg
Desord. card. 10 150 50 10 seg
Peterson Barney 10 500 100 40 seg
Proteinas 10 500 50 190 seg
Vino 10 350 50 50 seg.

Tabla 7.7: Tiempos de ejecucion del programa evolutivo.

En la tabla 7.8 se reportan los porcentajes de aciertos de los ejemplos de
entrenamiento y de los de prueba, ademas de la aptitud final calculada y del
numero de nodos ocultos encontrado por el programa evolutivo en cuestion,
incluyendo nuevamente los datos de los porcentajes de aciertos reportados
en otros trabajos utilizando otros algoritmos para clasificacion.
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BD Entran. | Prueba | Aptitud | Nodos | % aciert.
aciertos | % aciertos Ocult. | reportados
Iris 90.4 100 0.0869 6 100
Pima 80.85 74.25 0.0315 B 76
Desord. 83 7.7 0.0493 9 77.5 y 81
card.
Peterson | 89.07 78.26 0.0650 20 -
Barney
Proteinas 68.9 63.6 0.0125 31 81
Vino 92.8 98.11 0.1215 18 96 al 100

Tabla 7.8: Porcentajes de acierto del programa evolutivo.

Es importante notar que en los resultados reportados para la base de
datos de los desordenes cardiacos, siempre se trabajo un algoritmo genético
con longitud fija equivalente a 13 nodos ocultos, y también recordar que el
programa evolutivo nos proporciona el nimero de nodos ocultos y los pesos
de las conexiones del PMC. Vemos que, con la excepcion de la base de datos
Proteinas, los resultados son bastante competitivos.

7.6 Observaciones Finales

En el capitulo hemos visto diferentes maneras de incorporar ideas genéticas
en algoritmos computacionales para encontrar soluciones a problemas dificiles
de optimizacién. Los dos enfoques principales que revisamos fueron los algo-
ritmos genéticos, de Holland, y las estrategias evolutivas, de Bienert, Rechen-
berg, y Schwefel. Ambas técnicas tienen puntos importantes en comin:

1. Manejan poblaciones de individuos.
2. Cada individuo es la codificacién de una solucién al problema.

3. Hay una funcién de aptitud definida sobre los individuos, y que indica
que tan bueno es cada uno de los individuos.

4. El problema de optimizacién a resolver estda intimamente relacionado
con la funcién de aptitud.
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5. La aplicacién de operadores genéticos como seleccion, cruzamiento y
mutacion.

6. La iteraciéon de una poblacion a otra formada aplicando los operadores
genéticos.

Sin embargo, hay diferencias entre las técnicas que se manifiestan con:

1. Los individuos en los algoritmos genéticos son cadenas binarias, mien-
tras que en las estrategias evolutivas son vectores con valores reales,
usualmente mas naturales para el problema.

2. Mutacién para los algoritmos genéticos es de inversion de bits, mientras
para las estrategias evolutivas es perturbacion gaussiana. Se considera
mas importante la mutacién para las estrategias evolutivas que para
los algoritmos genéticos.

3. El cruzamiento es usualmente mas importante para los algoritmos gené-
ticos que para las estrategias evolutivas.

4. La auto-adaptacion en las estrategias evolutivas permite cambios de
parametros.

Estas observaciones no deben ser entendidas como inmutables, debido a
que desde sus inicios, se han ido desarrollando representaciones y operadores
distintos a los originales, como vimos en 7.3.6 y 7.5.

Al igual que en el caso de las redes neuronales, el esquema puede parecer
excesivamente sencillo comparado con el punto de vista bioldgico, sin em-
bargo ha permitido soluciones a problemas complejos que no son faciles de
resolver con otras técnicas, por ejemplo cuando la funcién a optimizar no es
continua. Ademas, la utilizacion de estas técnicas permite una programacion
en paralelo lo cual agiliza la ejecuciéon de las instrucciones y, por lo tanto,
mejoran los tiempos de ejecucién [23].

Finalmente, uno podria preguntar ;porqué funcionan? Intuitivamente,
los puntos en comin mencionados anteriormente permiten una exploracion
del espacio de bisqueda, asi como una explotacion de la mejor solucién en-
contrada. En el caso de los algoritmos genéticos, el teorema del esquema de
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Holland [51] es frecuentemente citado como la base para explicar el poder de
los algoritmos genéticos, aunque también ha sido sujeto a criticas, c.f. [§],
y formas alternas de modelar y analizar algoritmos genéticos con cadenas
de Markov han sido empleados [45]. Para estrategias evolutivas, ya hemos
mencionado algunos resultados tedricos como en [52].

Vale la pena concluir con la observaciéon de que ningin algoritmo es ‘in-
falible” y puede resolver de manera mejor a cualquier problema, pero los
algoritimos que incorporan ideas genéticas tienen un cierto encanto, y han
sido bastantes éxitos para una variedad interesante de problemas.

7.7 Ejercicios

1. Se quiere minimizar la funcién con un algoritmo genético:
f(x) = x2/4000 — cos(x) + 1 para z € [—30,30].

i, Cudl seria una posible funcién de aptitud cuando se utiliza el pseu-
docddigo de 7.3.2 con la seleccién dada por el método de la ruleta?

Adems3s, codificar cada cromosoma con una cadena binaria suficiente
para obtener una precisiéon de 8 digitos después del punto decimal.

También, minimizar la funcién con un algoritmo genético:

fx,y, z,w) = (x4 10y)* + 5(z — w)* + (y — 22)* + 10(z — w),

para -2 < 1,y, 2, w < 2.
2. Repetir 1. utilizando estrategias evolutivas.

3. Escoge uno de los problemas de la seccién 3.1 y aplica un algoritmo
genético para su resolucion. En un reporte, explica tus razones para
elegir la codificacién del problema, el tamano de la poblacién, el crite-
rio de terminacién, los tipos de mutacién y cruzamiento y sus proba-
bilidades, asi como el método de seleccion. Deberas reportar veinte
repeticiones del experimento.
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4. Escoge uno de los problemas de la seccion 3.2 y aplica un algoritmo

genético para su resolucion. En un reporte, explica tus razones para
elegir la codificacion del problema, el tamano de la poblacion, el crite-
rio de terminacion, los tipos de mutacién y cruzamiento y sus proba-
bilidades, asi como el método de seleccién. Deberas reportar veinte
repeticiones del experimento.

Escoge uno de los problemas de la seccion 3.2 y aplica una estrategia
evolutiva para su resoluciéon. En un reporte, explica tus razones para
elegir el tipo de estrategia, el tamano de la poblacion, el criterio de
terminacion, el tipo de mutacién y sus parametros. Deberas reportar
veinte repeticiones del experimento.

Un robot puede moverse al norte (N), sur (S), este (E) u oeste (O);
su comportamiento estd determinado por una lista de qué movimientos
debe tomar dentro del laberinto. Si pega contra una pared. entonces
este movimiento se pierde. El laberinto tiene una entrada, donde em-
pieza el robot, y una salida, a la que trata de llegar. Mientras mas
cerca llegue el robot a la salida en el menor nimero de movimientos,
mejor sera la calificacion que obtengan.

Se representa un robot por una lista de movimientos:
(NEESSO)

El laberinto puede representarse como sigue:

#OHHHHHHH
# s #
F T F F W F
# e #
# L #
#oH#H#H#FHH A

Donde s es la salida, e es la entrada, y L es donde el robot esta lo-
calizado. Si ejecutamos los movimientos senalados, empezando en e,
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terminamos en L. Como el robot no puede ver, se mueve hasta que
llega a la salida s, y después ignora los demds movimientos en la lista,
o bien termina sus movimientos sin llegar a la salida. Su cercania a la
salida determina su aptitud. Si llega a la salida, tiene una aptitud alta,
y ademas, si lo hace en pocos movimientos, tiene una aptitud mayor.

Modelar el problema con un algoritmo genético explicando, en particu-
lar, tus razones para tu eleccién de la codificacién de los cromosomas
y tu definicién de la funcién de aptitud.
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